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Rozmaitości wariacyjne (varifolds) i problem Plateau
Opis wykładu
Rozmaitości wariacyjne (varifolds) stanową uogólnienie rozmaitości różniczkowych w po-
dobny sposób jak funkcje Sobolewa uogólniają funkcje gładkie. Pojawiają się one natu-
ralnie w geometrycznych zagadnieniach wariacyjnych (np. problem Plateau) jako słabe
granice gładkich rozmaitości, a zostały zdefiniowane przez Almgrena w latach 60-tych
XX wieku jako alternatywa dla prądów (currents); zob. [Alm65]. Rozmaitości wariacyjne
to, z grubsza, „prądy bez orientacji”. Współcześnie znalazły też zastosowanie do analizy
dyskretnych przybliżeń obiektów gładkich; zob. np. [Bue15].

Wykład będziew dużejmierze oparty na klasycznych źródłach: artykule Allarda [All72]
oraz podręczniku Federera [Fed69]. Zamierzam zdefiniować rozmaitości wariacyjne i omó-
wić ich podstawowe własności skupiając się na teorii regularności.

Poniższa lista zawiera spis zagadnień, które będą poruszane na wykładzie, lecz do-
kładny dobór materiału zależał będzie od preferencji oraz przygotowania uczestników.

1. Pojęcie rozmaitości wariacyjnej. Porównanie z prądami i zbiorami o skończonym
obwodzie (finite perimeter sets). Geneza: problem Plateau.

2. Zbiory prostowalne i całkowicie nieprostowalne. Prostowalne (rectifiable) i całkowi-
te (integral) rozmaitości wariacyjne. Istnienie i (nie)jednoznaczność stożków stycz-
nych (por. [All72, §3.4], [Kol15]).

3. Pierwsza wariacja (first variation) i całkowita wariacja (total variation). Rozmaito-
ści wariacyjne, których całkowita wariacja jest miarą Radona. Uogólniona średnia
krzywizna. Związek ze zbiorami o skończonym obwodzie. Wzmianki o drugiej wa-
riacji.

4. Krojenie (slicing) rozmaitości wariacyjnych funkcjami gładkimi (por. [All72, §4.10],
[Alm65, §7], [Alm76, §I. 3]).

5. Monotoniczność ilorazów gęstości i konsekwencje. Nierówność izoperymetryczna,
nierówność Sobolewa-Poincaré, prostowalność (por. [All72, §5, §7], [Men09]).

6. Twierdzenia o zwartości dla prostowalnych i całkowitych rozmaitości wariacyjnych.

7. Słabemiary regularności: nadmiarmiary (measure excess), wysokości (height excess)
i pochylenia (tilt excess). Związki między nimi oraz z prostowalnością wyższego rzę-
du (por. [Sch09, §3], [Men13]).

8. FunkcjeQ-wartościowe (por. [Alm00, §1], [DLS11]). Aproksymacja rozmaitości wa-
riacyjnych przez funkcje wielowartościowe (por. [Men10]).

9. Twierdzenie Allarda o regularności (por. [All72, §8]). Wzmianki o wyższej regular-
ności dla stacjonarnych i stabilnych rozmaitości wariacyjnych (por. [SS81], [Wic14]).

Efekty uczenia
Po odbyciu kursu „rozmaitości wariacyjne” student:
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1. Rozumie złożoność problemu Plateau i ograniczenia poszczególnych klasycznych
metod jego rozwiązania (przez parametryzacje lub za pomocą prądów).

2. Zna i rozumie pojęcie rozmaitości wariacyjnej oraz pierwszej i drugiej wariacji.

3. Zna i rozumie pojęcia: stożka stycznego, aproksymatywnego stożka stycznego, aprok-
symatywnego Jakobianu itp.

4. Potrafi sprawnie operowaćm-wektorami im-formami w Rn. Rozumie geometryczną
interpretację operacji: produktu zewnętrznego, zwężenia, gwiazdki Hodge’a. Umie
obliczać normę i iloczyn skalarny m-wektorów.

5. Potrafi obliczyć wszystkie pochodne kierunkowe wyznacznika w identyczności.

6. Potrafi obliczyć pierwszą wariację dla konkretnych przykładów, np. rozmaitość gład-
ka z gęstością, wykres funkcji gładkiej, brzeg podzbioru o skończonym obwodzie
gładkiej rozmaitości, sfera, katenoida.

7. Orientuje się w dostępnych wynikach dotyczących regularności rozmaitości waria-
cyjnych przy rozmaitych założeniach o pierwszej i drugiej wariacji oraz o wymiarze
i kowymiarze rozmaitości.

8. Zna przykłady n-wymiarowych „powierzchni minimalnych” zawierających zbiór oso-
bliwy owymiarze n−7wkowymiarze 1, awwyższych kowymiarach owymiarze n−2.

9. Rozumie daleko idące konsekwencje monotoniczności ilorazów gęstości rozmaitości
wariacyjnych.

10. Zna schemat typowego dowodu regularności w omawianej dziedzinie i rozumie rolę
oszacowań nadmiaru pochylenia w tych dowodach.

Literatura polecana studentom
Podstawowa

1. Podręcznik H. Federera [Fed69].

2. Artykuł W. Allarda [All72].

Uzupełniająca

1. Wykłady L. Simona [Sim83].

2. Wykłady F. Almgrena [Alm65].

3. Wprowadzenie w teorię warifoldów F. Almgrena [Alm01].

4. Książka L. Ambrosio, N. Fusco i D. Pallara [AFP00].

5. Książka L. Evansa i R. Gariepy [EG92] lub [EG15].

6. Książka F. Morgana [Mor16].
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