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1. [1 pkt] Niech

a1 = 2 , an+1 = 2 +
1
an

dla n > 1 .

Udowodnić, że istnieje skończona granica limn→∞ an. Obliczyć limn→∞ an.
2. [1 pkt] Dane są dwie liczby dodatnie a, b ∈ (0,∞). Definiujemy ciągi

a0 = a , b0 = b , an+1 =
an + bn
2
, bn+1 =

√
anbn ,

Udowodnić, że istnieją skończone granice limn→∞ an oraz limn→∞ bn i są sobie równe.
3. [1,5 pkt]

(a) Niech Hn =
∑n
k=1

1
k
. Pokazać, że limn→∞Hn =∞.

(b) Dla k ∈ N definiujemy

(2k)!! =
k∏
m=1

2m oraz (2k − 1)!! =
k∏
m=1

(2m− 1) .

Kładziemy

an =
(2n)!!
(2n− 1)!!

.

Pokazać, że limn→∞ an =∞.

Wskazówka. Warto popatrzeć na ciąg bn = ln an i skorzystać z (a).
4. [1 pkt] Obliczyć granicę

lim
n→∞

 3

√
1− 1
n
+

7n
n2 + 2017

n+
√
n

.

5. [0,5 pkt] Niech

an =
n∏
k=1

(
1 +
1
2k

)
.

Udowodnić, że granica limn→∞ an istnieje i jest skończona.

Wskazówka. Warto popatrzeć na ciąg bn = ln an.


