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1. [1 pkt] Znajd¹ kresy zbioru

X =
{
m2 + n2 +mn+ 3m

mn
: m,n ∈ N

}
.

2. [1 pkt] Znajd¹ kresy zbioru

Y =

 m4(m2 + 1)n4p2(
m2 + n

√
m2 + 1 + 3np

)6 : m,n, p ∈ N

 .

Wskazówka.Mo»na skorzysta¢ z nast¦puj¡cego faktu: supA =M wtedy i tylko wtedy
gdy A ¬M oraz istnieje ci¡g {an ∈ A : n ∈ N} taki, »e limn→∞ an =M .

3. [1 pkt] Niech

Q(
√
2) =

{
x+ y

√
2 : x, y ∈ Q

}
⊆ R .

Wykaza¢, »eQ(
√
2) jest ciaªem uporz¡dkowanym1 ale nie speªnia aksjomatu ci¡gªo±ci.

Wskazówka. Warto skorzysta¢ z faktu, »e R jest ciaªem uporz¡dkowanym.

4. [1 pkt] Mówimy, »e liczba x ∈ R jest dwójkowo wymierna je±li istniej¡ M,N ∈ N
oraz ci¡g ε−M , ε−M+1, . . . , εN ∈ {0, 1} takie, »e

x =
N∑

k=−M

εk
2k
.

(a) Niech n ∈ N oraz a1, a2, . . . , a2n ∈ R. Pokaza¢, »e

a1 · a2 · · · a2n ¬
1
2n

2n∑
k=1

a2
n

k .

(b) Niech p, q ∈ (1,∞) b¦d¡ takie, »e 1/p + 1/q = 1 oraz 1/p jest dwójkowo wy-
mierna. Pokaza¢, »e dla a, b ∈ (0,∞) zachodzi

ab ¬ ap

p
+
bq

q
.

Wskazówka. Podpunkt (a) jest podpowiedzi¡ do podpunktu (b).

5. [1 pkt]Udowodni¢, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, a2, . . . , an oraz b1, b2, . . . , bn
zachodzi ( n∑

k=1

ak

)2
+
(
n∑
k=1

bk

)21/2 ¬ n∑
k=1

(
a2k + b

2
k

)1/2
.

1Ciekawostka. Zbiór Q(
√
2) jest tak»e przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem Q wymiaru 2. Niech Q( 3

√
2)

b¦dzie najmniejszym pod-ciaªem R zawieraj¡cym
3
√
2. Jaki jest wymiar Q( 3

√
2) jako przestrzeni liniowej

nad Q?


