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1 Modutly z gradacja.

Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jednoscia; na ogot dziedzina ideatow gtéwnych (PID).
Definicja 1.1 (Modut z gradacja). R-modutem (krétko modutem) z Z-gradacjq (krétko grada-
cja) nazywamy cigg R-modutéw M; gdzie i € 7 lub - réwnowaznie - modut M, wraz z rodzing
oo
podmodutow M; C M, takich, ze @ My~ M,. Element a € M, nazywa si¢ jednorodny, jesl
q=—00

a € M, dla pewnego n =: deg(a).

Homomorfizmem modutéw z gradacjg stopnia n € Z nazywamy rodzine homomorfizmow
Ji: My — Mgy,

Kategorie R-modutow z gradacjq © homomorfizméw stopnia 0 oznaczamy M.

Zad. 1. Znalez¢ funktory dolaczone do funktora zapominania M} — Mp

Zad. 2. Dla dowolnych modutow z gradacja M., , N, oznaczmy przez Homy(M, N) zbiér homo-
o
morfizmoéw M, — N, zbiér homomorfizmoéw stopnia d oraz Hom, (M, N,) :== @ Homy (M., N,).

d=—o00
Zauwazy¢, ze Hom, (M, Ny) jest modutem z gradacja.

Zad. 3. Dla modutow z gradacja definiujemy iloczyn tensorowy M., N,
(M, ® No)n = @ M, ® N,
ptg=n

Sprawdzié, ze tak zdefiniowany iloczyn tensorowy jest lewym funktorem dotaczonym do funktora
Hom(M,, —) na Mp . Pokazaé, ze zachodzi rowniez naturalny izomorfizm

Hom, (M, ® Ny, K,) ~ Hom, (M,, Hom, (N, K,)).

2 Algebry z gradacja i moduly nad nimi

Definicja 2.1 (Algebra z gradacja). R-algebrq przemienng z Z-gradacjq (krotko z gradacjq)

o0
nazywamy R-modut z gradacjg A, = @ A, wyposazony w homomorfizm stopnia 0
q=—00

spetniajgce aksjomaty mnozenia w algebrze, takie, ze dla a € Ay, b € By zachodzi ab = (—1)Plba.
Kategorie R-algebr z gradacjg i homomorfizmdéw stopnia 0 zachowujgcych mmnozenie ozna-
czamy Algy .



Definicja 2.2 (Modul z gradacja nad algebra z gradacja). Niech A, bedzie R-algebrq z gradacijq.
A,-modutem z gradacjg nazywamy R-modut z gradacjg wyposazony w mnozenie Ay @ M, — M,,
spetniajgce warunki z definicji modutu.

Zad. 4. Dla algebry z gradacja A, i idealu I < A, generowanego przez elementy jednorodne
algebra ilorazowa A, /I jest algebra z gradacja i jednoczesnie A,—modutem.

Definicja 2.3. R-modutem z rézniczkq nazywa sie modut M wraz z homomorfizmem 0 : M — M
takim, ze 0 = 0. Modut H(M,d) := ker 0/im 0 nazywamy modutem homologii. Kategorie R-
modutow z rézniczkowaniem oznaczmy DMEg.

Zad. 5. Zauwaz, ze kategoria R-modutéw z rézniczka jest réwnowazna kategorii modutéw nad
pierscieniem S := R[t]/(t?). Znajdz funktory dotaczone do funktora zapominania DMp — Mpg.

Definicja 2.4 (DGA). Rdzniczkowaniem w algebrze z gradacjq A nazywamy endomorfizm mo-
dutu z gradacjg d : Ay — A, stopnia +1 taki, ze d(ab) = d(a)-b+(—1)Pa-d(b) dlaa € Ay, b € By.
Algebre z gradacjq i rézniczkq nazywa sie DGA ("Differential Graded Algebra”).

Definicja 2.5. Modut z gradacjq i rozniczkq stopnia —1 nazywa sie kompleksem taricuchowym, a
z rézniczkq stopnia +1 kompleksem kotaricuchowym. Moduty homologii kompleksu taricuchowego
sq modutami z gradacjg. Moduty homologii kompleksu kotancuchowego nazywajg sie modulamsi ko-
homologii. Cr bedzie oznaczaé kategorie kompleksow tarncuchowych R-modutéw i homomorfizmdow
stopnia 0.

Zad. 6. Zauwaz, ze kategoria Cp jest réwnowazna kategorii S,— moduléw z gradacja, gdzie
S, = R[t]/(t?) w ktorym deg(t) = —1. Analogicznie kategoria komplekséw kolaricuchowych jest
réwnowazna z kategoria S,— modutéw z gradacja, gdzie Sy := R[t]/(t?) w ktorym deg(t) = +1.

Zad. 7. Dla kompleksow lanicuchowych Cy, C% definiujemy w iloczynie tensorowym modultow
z gradacja Cy ® C} operatory dg(c® ') = d(c) @ ¢ + (=1)Pc® (') dlac e Cp i € Cy.

1. Sprawdzi¢, ze Cy, ® C’, jest kompleksem tanicuchowym.

2. Zdefiniowaé¢ rozniczke w module z gradacja Hom, (Cy, CY) i udowodni¢ izomorfizm kom-
pleksow taricuchowych Hom, (Cy ® C7, C,") ~ Hom, (Cy, Hom,(C%, C".)).

3. Wykaza¢, ze Hyo(Hom, (Cyx, C%)) = Hom(C\, C%)/ Homy (Cy, CL) =: [Cx, CL] gdzie Hom(C\, C%)
jest modulem homomorfizméw kompleksow taricuchowym stopnia 0, Hom,,,y(Cy, CY) ozna-
cza podmodul homomorfizméw tancuchowo $ciggalnych, a [Cy, C?] jest grupa klas larcu-
chowej homotopii homomorfizmow C, — C..

Zad. 8 (Struktury multyplikatywne). Dla kompleksow tancuchowych C., C. oraz homomorfi-
zmu R-modutow o : G ®g G — G” sprawdzi¢, ze ponizsze odwzorowania sa homomorfizmami
laricuchowymi oraz sa naturalne (sprecyzowaé w jakim sensie!) .

a) X : (C,@G)@(CLaG) = (C,C) G (crg)x(d®d)=crd®algry)
b) x : Hom(C, G) ® Hom(C’, G') — Hom(C\ @ C%,G), (¢ @ )(c® ) = a(¢(c) @ ()
¢) /:Hom(C, ® C.,G) @ (C. ® G') — Hom(C, G), (/¢ @ ¢')(c) :=a(p(c®)®d)
d) \: (Ci®C,®G) @Hom(C,,G") - CG", (c@d ®g)\v¥:=c®a(g®(d))

e) x: H(C,)® H(CL) — H(C., @ CL), [ x [¢] :== [c®¢].



Zad. 9 (Dla koneserow). Rozwaz kategorie A,—modutéw z gradacja i zdefiniuj w niej iloczyn
tensorowy jako funktor sprzezony do funktora Hom. Wykaz, ze podana wyzej definicja iloczynu
tensorowego komplekséw taricuchowych jest jej szczegblnym przypadkiem.

Zad. 10. Skonstruuowaé¢ sume prosta i produkt w kategorii algebr z gradacja (rozpatrzeé naj-
pierw przypadek algebr przemiennych bez gradacji).

Zad. 11. Zbadac¢ istnienie funktoréw dotaczonych do zapominania Algy — Modj,, gdzie K jest
cialem. | Wsk. Funktor wolnej algebry musi zachowywaé¢ sume prosta.|

3 Kategoria komplekséw laricuchowych

Zad. 12. Sprawdzi¢, ze kompleksy taricuchowe nad R wraz ze zbiorami morfizméw [C, C’] zde-
finiowanymi jako klasy tancuchowej homotopii przeksztalcen ltancuchowych tworza kategorie,
nazywang kategoriag homotopii komplekséw tancuchowych.

Zad. 13. Kompleks tancuchowy (C,, ) nazywa si¢ split exact jesli jest acykliczny oraz istnieje
homomorfizm stopnia 1: s,: C,, — Cjy1 taki, ze 9s0 = 9. Wykaz, ze (C, ) jest split exact
wtedy i tylko wtedy gdy jest Sciagalny.

Definicja 3.1. Walcem (cylindrem) odwzorowania taricuchowego f: B, — C nazywamy kom-
pleks
W(f)n := Bn @ Bp—1 ® C,, z rézniczkq O(b,b',c) := (0(b) + b, —0(V'),d(c) — f(V)).

Zad. 14. Sprawdz, ze W(f) jest kompleksem taricuchowym oraz wlozenie ¢: C\, C W(f)
t(c) := (0,0, c) jest quasi-izomorfizmem, a nawet tancuchowa homotopijna rownowaznoscia.

Zad. 15. Homomorfizmy taricuchowe f,¢g: Cy — D, sa tanicuchowo homotopijne wtedy i tylko
wtedy gdy rozszerzaja sie do odwzorowania taicuchowego okreslonego na walcu identycznosci na
Co: f+s+g:Cr,®Cr_1®Cp, — D,y

Definicja 3.2. Stozkiem przeksztatcenia taricuchowego ¢ : Cy — C. nazywamy kompleks (Cone,(¢), 09)
w ktorym Cone,(¢) := Cp_1 @ C! oraz 0%(c,d) := (=0(c), ¢(c) + '(d)).

Zad. 16. Zauwazy¢, ze stozek homomorfizmu taricuchowego jest kompleksem ilorazowym jego
walca.

Zad. 17. Sprawdzi¢, ze 0% jest r6zniczka, przyporzadkowanie homomorfizmowi jego stozka jest
funktorialne. Jesli ¢: C, C C. jest inkluzja to projekcja Cone, () — C./C, indukuje izomorfizm
homologii (jest quasi-izomorfizmem).

Zad. 18. Zdefiniowa¢ funktor zawieszenia kompleksu tancuchowego i skonstruowaé ciag Puppe
dla dowolnego homomorfizmu taricuchowego f: B, — C.

Zad. 19. W kategorii komplekséw tanicuchowych Cgr definiujemy korozwtdknienia jako monomor-
fizmy, rozwloknienia jako epimorfizmy i (stabe) rownowaznosci jako homomorfizmy kompleksow
lanicuchowych indukujace izomorfizmy moduléw homologii (nazywamy je quasi-izomorfizmami).
Wykaz, ze tak zdefiniowane (ko-)rozwloknienia i réwnowaznosci posiadaja wlasnosci analogiczne
to (ko-)rozwloknieri i homotopijnych réwnowaznosci w kategorii przestrzeni topologicznych.

Zad. 20. Kompleks taiicuchowy C, wolnych R-modulow, ktory jest ograniczony z dotu jest
lancuchowo Sciagalny wtedy i tylko wtedy gdy jest acykliczny (tzn. H(C) = 0). Podaj przyktad
kompleksu acyklicznego, ktory nie jest taiicuchowo $ciagalny.



Zad. 21. Jesli C jest acyklicznym kompleksem tancuchowym wolnych R-modultéw, to dla do-
wolnego R-modutu M kompleks C, ® M jest acykliczny.

Zad. 22. Wykaza¢, ze stozek homomorfizmu tancuchowego C(¢4) jest tanicuchowo $ciagalny
wtedy 1 tylko wtedy gdy ¢. jest tancuchowa homotopijna rownowaznoscia. [Wsk. Spanier Tw.
4.2.10]. W szczegdlnosci homomorfizm kompleksow wolnych modulow jest rownowznoscia wtedy
i tylko wtedy gdy indukuje izomorfizm homologii. [Por. twierdzenie Whiteheada|

Definicja 3.3. Uzupelnieniem kompleksu taricuchowego R-modutéw Cy nazywamy epimorfizm
e: Cy — R taki, ze €0 = 0 (czyli homomorfzim C, — R, gdzie R traktujemy jako kompleks skon-
centrowany w wymiarze 0). Kompleks tancuchowy uzupeliony to nieujemny kompleks (C, = 0
dla n < 0) wraz z uzupetnieniem e: Cy, — R. Jesli C, jest uzupetniony, to kompleksem zredu-
kowanym C. nazywamy kompleks tancuchowy okreslony nastepujgco: C,=C, dlan # 0 oraz
Co = kere.

Zad. 23. Jesli C, jest kompleksem uzupelionym, to kompleks zredukowany C, jest aricucho-
wo $ciggalny wtedy i tylko wtedy, gdy uzupelnienie C, < R jest réwnowaznoscia taricuchows
kompleksow .

4 Funktor homologii

Zad. 24. Definiujac odpowiednio homotopie jako homotopie taricuchowa przeksztatcen taricucho-
wych, zawieszenie kompleksu i stozek homomorfizmu jak wyzej wykazaé, ze funktory homologii
H; : CCr — R — mod spelniaja aksjomaty analogiczne do aksjomatéw KEilenberga — Steenroda
teorii homologii na kategorii przestrzeni topologicznych tzn. aksjomaty homotopii, ciaggu doktad-
nego, zawieszenia i wymiaru. Sformutowaé odpowiednik ciagu Mayera-Vietorisa dla kompleksow
tanicuchowych.

Zad. 25. Dla skierowanego systemu komplekséow tancuchowych funktor homologii jest prze-
mienny z granicg prosta. Dokladniej: jesli F': S — Cpr jest skierowanym systemem kompleksdw
tanicuchowych, to dla dowolnego n mamy izomorfizm colim s H, F' = H,(colim s F). Poda¢ przy-
ktad skoriczonego diagramu komplekséw tanicuchowych dla ktorego funktor homologii nie jest
przemienny z granica prosta.

Zad. 26. Podaj przyktad skierowanego odwrotnego diagramu komplekséw tancuchowych, dla
ktorego funktor homologii nie jest przemienny z granica odwrotna.

Zad. 27. Dla dowolnego kompleksu laiicuchowego C, istnieje wolny kompleks C, oraz epi-
morfizm f: C, — C,, ktory indukuje izomorfizm homologii f, : H(C,) — H(C,). Kompleks
C. jest wyznaczony jedoznacznie z dokladnoscig do lanicuchowej homotopijnej réwnowaznosci.
[p.Spanier].

5 Charakterystyka Eulera, liczba Lefschetza, szereg Poincaré

Zad. 28 (Liczba Lefschetza.). Dla endomorfizmu skoniczenie generowanej grupy abelowej ¢ :
M — M definiujemy jego $lad : Tr(¢) :=Tr(¢ ®id : M ® Q — M ® Q). Dla endomorfizmu ¢, :
M, — M, stopnia zero skoriczenie generowanej grupy abelowej z gradacjg definiujemy liczbe

Lefschetza L(¢s) := § (—1)9Tr(¢q). Udowodnié, ze:

qg=—00
1. L:Hom(M,, M,) — Z jest homomorfizmem;
2. Jesli ¢ : M, — M, i¢: Ny — N, to L(¢p @) = L(p)L(¢).



3. jesli ¢ : Cy — Cy jest endomorfizmem skoiiczenie generowanego kompleksu taricuchowego,

to L(¢) = L(H(9))-

Zad. 29 (Charakterystyka Eulera.). Dla skoriczenie generowanej grupy abelowej M definiujemy
rank(M) := dimg(M ®Q) a dla dowolnego ciala K, ranky (M) := dimx (M ® K). Dla skoriczenie

[e.e)
generowane]j grupy z gradacja M, definiujemy x(M,) := > (—1)?rank(M,) i odpowiednio

Xk (M,). Wykazaé, ze:
1. Jesli C jest acyklicznym kompleksem tancuchowym (tzn. H(C\) = 0), to x(Cx) =0

2. dla krotkiego ciaggu doktadnego skoiiczenie generowanych grup abelowych z gradacja:
0 — A, — B, — Cy — 0 zachodzi x(By) = x(A4«) + x(Cy).

3. X(Ax ® By) = x(As)x(Bx)

4. dla ograniczonego kompleksu taricuchowego wolnych skoticzenie generowanych grup abelo-
wych C., zachodzi rownosé x(Cy) = x(H«(Cy)) = xx (H«(Cyx ® K)).

Zad. 30 (Szereg Poincaré¢). Niech K bedzie cialem. Dla dowolnej przestrzeni wektorowej z

o0 :
gradacja V nad K definiujemy jej szereg Poincare Py (t) := Y. (dimg V;)t'. Wykazac, ze:

q=—00

a) Pv,av, (t) = Py, (t)PVQ (t)

b) Obliczy¢ szereg Poincare algebry tensorowej, algebry symetrycznej i algebry zewnetrznej ge-
nerowanej przez przestrzen wektorowa z gradacja.

c) Jesli M, jest skoniczenie generowanym modutem nad algebra wielomianéw z gradacja K|cy, .., ¢y
n .
gdzie deg ¢; = 2i, to szereg Poincare jest funkcja wymierng postaci Pys(t) = p(t)/ [] (1 —t%),
q=1

gdzie p(t) jest wielomianem.



