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1 Topologia zbieznosci punktowej

Przez Map (X,Y) bedziemy oznacza¢ zbior przeksztatcen ciaglych

(X,7x) — (Y, 7y), ktory mozna utozsamia¢ z podzbiorem produktu karte-
zjariskiego YX = [, cx Ys gdzie Voex Yy = Y. Zbiér Map (X,Y) mozna wiec
rozpatrywacé z topologia podprzestrzeni produktu kartezjariskiego. Topologia
ta nazywa sie topologia zbieznosci punktowej, bo jak wiadomo zbiezno$é cig-
gu elementéw iloczynu kartezjariskiego jest rownowazna zbieznosci wszyst-
kich ciggow wspotrzednych. Topologie t¢ oznaczamy 7, i nazywamy topologiq
zbieznosci punktowej. Topologia ta jest calkowicie wyznaczona przez topolo-
gie w Y, a topologia w X okresla jedynie jakie funkcje naleza do Map (X,Y).

2 Topologia zwarto-otwarta

Definicja 2.1 (Topologia zwarto — otwarta). (X, 7x), (Y, 7y ) — przestrzenie
Hausdorffa. Topologia zwarto — otwarta, oznaczana 7., nazywamy topologie
w zbiorze Map (X,Y’) generowana przez rodzine zbiorow

{{A,W) | A C X zwarty, W C Yotwarty},
gdzie (A, W) :={f € Map (X,Y) |f(A) Cc W}.

7 definicji topologii generowanej przez rodzine podzbioréw wynika, ze
baza topologii zwarto — otwartej sa skoriczone przeciecia zbioréw postaci
(A, W): (A, Wiy n---N (A, W,,) gdzie A; C X sa podzbiorami zwartymi,
a W; C Y podzbiorami otwartymi.

Stwierdzenie 2.1. Dla dowolnych przestrzeni Hausdorffa zachodzi inkluzja
topologii T, C Teo, a jesli (X, T) jest przestrzeniq dyskretng, to T, = T¢o.

Dowdd. Podzbiory skoriczone przestrzeni Hausdorffa sa zbiorami zwartymi.
O

Whniosek 2.1. (Map (X,Y),7¢,) jest przestrzeniqg Hausdorffa.



Zanim przejdziemy do dokladniejszej analizy topologii zwarto-otwartej
odnotujmy teorio-mnogosciowe wtasnosci konstrukeji zbioréw postaci (A, W).

Lemat 2.1. Niech X,Y bedg dowolnymi zbiorami, a dla ich podzbioréw A C
X, WcCW (A W):={f eMap(X,Y) |f(A) C W}. Dla rodzin podzbioréw

zachodzg nastepujgce réwnosci 1 inkluzje zbiordw:

1) A W) = (A, W) 2) (A W)= (A, [ W)

icJ ieJ ieJ ieJ
3) (A, Wi) c (U A, | W)
ieJ ieJ ieJ
Dowdd. Dowody 1), 2), 3) wynikaja natychmiast z definicji. O

Okazuje sie, ze rodzine zbioréw potrzebna do generowania topologii zwarto—
otwartej mozna istotnie ograniczyé¢, korzystajac z rodziny generujacej topo-
logie w (Y, 7y ) , np. z jej bazy.

Lemat 2.2. Jesli Ty = T (F) to rodzina {(A,W) | A C X zwarty, W € F}
generuge topologie zwarto-otwartg na Map (X,Y).

Dowdd. Oczywiscie rodzina Fyrap = {(A, W) | A C X zwarty, W € F} jest
zawarta w rodzinie generujacej topologie zwarto — otwarta (Def. 2.1). Trzeba
wiec pokazaé, ze dowolny zbior postaci (A, W) gdzie A C X jest zwarty, a
W C Y jest otwarty jest zawarty w topologii generowanej przez rodzine
FMap -

Z definicji topologii generowanej wynika, ze dowolny zbior W € 7 (F)
jest suma skonczonych przecieé¢ zbiordéw z rodziny F. Zauwazmy najpierw,

zejeSi W =Wy n..-NW, gdzie W; € F, to
(A, W) = (A ﬂw = ﬂ<A,m~> € T(Fntap )-
1

Pokazemy teraz, ze jesli W = |J W oraz dla kazdego zwartego podzbio-
ses

ru A C X oraz kazdego s € S, (A, W) € T(Fumap) to (A, W) € T(Fuap )-

W tym celu trzeba pokazaé, ze dla dowolnego f € (A, W) istnieje zbior taki,

ze fe (A, Wh)n---N (A, Wy,) C (A, W) gdzie A; C X sa podzbiorami
zwartymi oraz (A;, Ws) € T (Fuap )-

Dla dowolnego punktu a € A istnieje s(a) € S taki, ze f(a) C W), a
wiec z clagtosci f wynika, ze istnieje otoczenie a € cly(V,) C A takie, ze
f(cla(Va)) C Wyq). Zbiory {(Va}aca tworza otwarte pokrycie zbioru zwar-
tego A, mozna wiec wybraé¢ skonczone podpokrycie V,, U--- UV, = A.

n
Przecigcie zbiorow (1 (Aq,;, Wa,) spelnia nasze wymagania:
i=1

f € <Aa1»Wa1> M---nN <Aan’Wan> - (U Aaia U Wai) - <A,W>.



Pozyteczne bywa tez ograniczenie klasy zbioréw zwartych uzywanych do
generowania topologii zwarto — otwartej:

Lemat 2.3. Niech C = {Cs}ses bedzie rodzing zwartych zbiorow w (X, Tx)
z nastepujgcq wtasnoscig: dla kazdego zbioru zwartego A C X i otwartego
U D A istnieje skoniczenie wiele C; € C spetniajgcych A C Uy C; C U. Niech
B C Ty bedzie pewng bazg. Wtedy rodzina

FC,B)={{C,W) | CeF,WeB}
generuge topologie zwarto — otwartg w Map (X,Y).

Dowdd. Na mocy Lematu 2.2 wiemy, ze 7 (Feo) = 7 (F(All, B)) gdzie All
oznacza rodzine wszystkich podzbioréw zwartych, baza generuje topologie.
Poniewaz F(C,B) C T (F(All,B)) wigc podobnie jak w poprzednim lemacie,
wystarczy wykazaé ze dla kazdego elementu zbioru f € (C, W) istnieja zbiory
zwarte Cs,, ..., Cs, € C oraz otwarte Wy,...,W,, € Btakie, ze f € (A, W1)N
s N (A, Wh) € (C,W). Rozwazmy zbior otwarty U := f~Y(W) D C,
z zalozenia istnieje skonczona rodzina zbioréw C,,...,Cs € C taka, ze

n n
C C U Cs; C U. Przecigcie zbiorow () (Cs,, W,,) spelnia nasze wymagania:
i=1 =1

1=

n n

fe(Cs,, W) =(lJ Cs,, W) C (C,W).

=1 =1
O

Zbadamy przeksztalcenia ciagte przestrzeni Map (X,Y’) pochodzace od
odwzorowan X — X'iY — Y.

Stwierdzenie 2.2. f: (X,7x) — (X', Tx/), g: (Y, Ty) — (Y, Ty+) — odwz.
ciggte. Odwzorowania

f*:Map (X',Y) — Map (X,Y), f*(¢) :==¢o f
g« : Map (X,Y) — Map (X,Y") g.(¢)) :=g ot

sq cigglte w topologii zwarto-otwartej oraz zachodzq réwnosci (f1 o fo)s =

I35 0 f1, (g1092)« = g1« © gox, 1d% = 1d, Idy, = Id.

Dowdd. Ciagtos¢ wynika tatwo z teorio-mnogosciowych wlasnosci zbioréw
generujacych topologie. Zeby sprawdzi¢, iz f* jest ciagte wystarczy zauwazyc¢,
ze dla zbioréw generujacych topologie w Map (X, Y') zachodzi: (f*)~*((C, W)) =
(f(C),W), a wiec jest zbiorem otwartym w Map (X', Y).

Podobnie (g.)~*((C,W")) = ((C,g~*(W’))) jest zbiorem otwartym w
Map (X,Y). O

Uwaga 2.1. Jesli Y =Y’ = R", to odwzorowanie f* jest liniowe. Jesli Y, Y’
skoniczenie wymiarowe przestrzenie liniowe i g : Y — Y jest odwzorowaniem
liniowym, to g tez jest liniowe.



3 Topologia 7., a produkt kartezjanski

Stwierdzenie 3.1. Rzutowania na wspotrzedne p;: Y1 X Yo — Y;, 1 = 1,2
zadajg homeomorfizm:

(p1s, p2+): Map (X, V7 x Ya) = Map (X, Y1) x Map (X, Ya)

Dowdd. Ciagtosé odwzorowania (pis,p2.«) wynika z Stw. 2.2 a z definicji
produktu kartezjariskiego iz jest bijekcja. Wystarczy wiec pokazaé iz jest
otwarte. Na mocy Lematu 2.2 topologia w Map (X, Y] x Y3) jest genero-
wana przez zbiory postaci <C’,pi_1(Wi)> gdzie i = 1,2, W; € Ty, C C X
— zwarty. Dla i = 1 zachodzi r6wno$é zbiorow (pis,p2.)((C,py  (W1))) =
(C,W7) x Map (X,Ys) i podobnie dla i = 2, a wiec obrazy zbioréw ge-
nerujacych topologie w Map (X,Y; x Y2) generuja topologie w produkcie
Map (X, Y7) x Map (X, Y>). O

Stwierdzenie 3.2. Wiozenia v: Xi — X1][ Xo, k = 1,2 definiujg home-
omorfizm

(¢,05): Map (X1 [ X2.Y) — Map (X1,Y) x Map (X3,Y).

Dowdd. Dowod, ze odwzorowanie (t7,t5) jest ciagta bijekcja jest identyczny
jak Stw. 3.1. Dowod, ze rodzina generujaca baze w Map (X7 [[ X2,Y) prze-
chodzi na rodzine generujaca topologie w produkcie wynika natychmiast z
Lematu 2.3 oraz faktu, ze dowolny zwarty podzbior C C X; [] X2 jest sumg
roztacznych zwartych zbiorow C' = (C' N X;) U (C' N Xy). O

Interesujace jest, ze w terminach przestrzeni funkcyjnych mozna opisaé
odwzorowania dwoch zmiennych f: X x Y — Z jako rodziny odwzorowan
jednej zmiennej fr: Y — Z, fz(y) := F(x,y) parametryzowanie w sposob
ciggly przestrzenig X. O przestrzeni Y musimy jednak poczyni¢ dodatkowe
zalozenie:

Definicja 3.1. Przestrzeni Hausdorffa (Y,7y) nazywa sie lokalnie zwarta
jesli kazdy punkt y € Y posiada otoczenie V' > y takie, ze jego domkniecie
cly (V) jest zbiorem zwartym.

Uwaga 3.1. Przestrzenie zwarte sa lokalnie zwarte. Przestrzenie euklidesowe
nie sg zwarte, lecz sa lokalnie zwarte, bowiem domkniecia kul euklidesowych
sa zbiorami domknetymi i ograniczonymi, a wiec zwartymi.

Twierdzenie 3.1. Jesli Y jest jest lokalnie zwarta, to przeksztatcenie
Map (X x Y, Z) % Map (X, Map (Y, Z))
e(h)(2)(y) = h(z)(y) == h(z,y)

jest bijekcjg, a nawet homeomorfizmem przestrzeni odwzorowari z topologiq
zwarto-otwartq.



Dowod twierdzenia poprzedzimy lematem opisujacym topologie w prze-
strzeni Map (X x Y, 7).

Lemat 3.1. Zbiory (A x B,W) gdzie A C X, B CY sq zwarte a W C Z
otwarty generugjg topologie zwarto-otwartq w Map (X x Y, Z).

Dowdd. Sprawdzimy, ze rodzina zbioréw
{AxBCXxY:ACX, BC Y zbiory zwarte}

spelia zalozenia Lematu 2.3. Niech X x Y D U DO C bedzie otoczeniem
podzbioru zwartego. Dla kazdego punktu ¢ € C istnieja zbiory otwarte U, C
X, V. CY takie, ze U. x V., C U, a ze zwarto$ci C' mozna wybraé skoriczone
przykrycie otwarte U D (Ug, X Vo) U -+~ U (U, X Ve, ) D C. Poniewaz C
jest zbiorem zwartym, w to przykrycie mozna wpisac pokrycie C' zbiorami
domknietymi C; C U, x V,. Zachodza inkluzje

n

n
U pi(Co) x p2(Cy) € |J U, x Ve, U
i=1 =1

a zatem znalezliSmy przykrycie zbioru C' produktami zbioréw zwartych, za-
wartymi w danym otoczeniu U D C. O

Dowdd Twierdzenia 3.1. Dowod sklada sie z trzech krokow.

Najpierw musimy wykazaé, ze przeksztatcenie e jest dobrze zdefiniowane
tzn. dla odwzorowania ciagltego f : X XY — Z przyporzadkowane mu odwzo-
rowanie h(z)(y) := h(z,y) jest odwzorowaniem cigglym X — Map (Y, Z).
Zauwazmy najpierw, ze Vye xh(x) € Map (Y, Z), jest to bowiem obcigcie h do
poziomicy {z} x Y. Teraz sprawdzimy ciaglos¢ h: X — Map (Y, Z). Zalos-
my, ze h(z) € (C,W) co oznacza, ze h({z} x C) C W. Z ciaglosci h wynika,
ze istnieje bior otwarty G D {z} x C taki, ze h(G) C W, a ze zwartosci C
wynika (p.Lemat o tubie), ze istnieje otoczenie U > z takie, ze U x C' C G,
a wiec H(U ) C (C,W). Zauwazmy, ze dla poprawnego zedfiniowania prze-
ksztalcenia e zalozenie lokalnej zwartosci Y nie jest potrzebne.

Przyporzadkowanie h ~~ h jest oczywiscie réznowartosciowe. Pokaze-
my, ze jest bijekcja tzn. jesli odwzorowanie h: X — Map (Y, Z) jest ciagte,
to odpowiadajace mu odwzorowanie h(z,y) := h(z)(y) jest ciagle. Niech
h(zo,y0) € W tzn. h(zo) € ({yo}, W), a z ciaglosci h(zg) i lokalnej zwartosci
Y wynika istnienie otoczenia V 3 yq takiego, ze V jest zbiorem zwartym
i h(zo) € (V,W). Z ciaglosci h wynika, ze istnieje otoczenie U 3 zq dla
ktorego h(U) € (V, W), a wiec h(U x V) C W co konczy dowdd, ze przypo-
rzadkowanie h ~ h jest bijekcja.

Pozostaje sprawdzié, ze jest homoeomorfizmem. W tym celu wystarczy
zauwazyc, ze obraz rodziny zbioréw generujacych topologie w Map (X x
Y, Z), opisany w Lemacie 3.1 generuje topologie w Map (X, Map (Y, Z)). O



4 Topologia 7., a zbieznos$¢ jednostajna

Niech (Y, d) bedzie przestrzenia metryczna. Rozwazajac zbior przeksztatcen
ciaglych (X,7x) — (Y, 7 (d)) zauwazamy, ze metryke ds,, mozna zdefinio-
wal sensownie jedynie w podzbiorze sktadajacym sie z przeksztalcen ogra-
niczonych, podczas gdy topologia zwarto — otwarta okreslona jest w calym
zbiorze Map (X,Y'). Zajmiemy si¢ obecnie poréwnaniem topologii 7 (dsup)
w zbiorze ograniczonych przeksztatcen ciagtych Map,(X,Y’) oraz topologii
podprzestrzeni pochodzacej z topologii zwarto — otwartej w Map (X, Y).

Stwierdzenie 4.1. Dia dowolnej przestrzeni topologicznej (X, 7Tx) i prze-
strzeni metrycznej (Y,d) w zbiorze Map ,(X,Y") zachodzi inkluzja topologii
Teo C T (dsup). Jesli X jest zwarta, to Teo = T (dsup)-

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze dowolny zbiér generujacy topologie 7., na-
lezy do topologii 7 (dsyp). Na mocy Lematu 2.2 wystarczy sprawdzi¢ to dla
zbiorow postaci (C, By(yo,r)) gdzie C C X jest podzbiorem zwartym, a
B(yo,r) kula w przestrzeni (Y,d). Niech f € (C,B(yo,r)) Odwzorowanie
d(yo, f(—)): X — R jest ciagle, zatem ze zwartosci C' wynika, ze przyjmuje
swoje kresy; kres gorny oznaczmy 0 < ro < r, a przez ry := %(r —19) > 0.
Twierdzimy, ze kula By, (f,r1) C (C, Ba(yo, 7)) .
Niech g € Bq,,,(f,71). Dla dowolnego x € C' zachodza nier6wnosci:

d(yo, g()) < d(yo, f(z)) +d(f(z),9(x)) <rog+ri =19+ %(r —ro)<r

a wiec dla dowolnego elementu f € (C, By(yo,r)) istnieje kula w metryce
dsup 0 $rodku w tym punkcie, zawarta w (C, B4(yo,7)).

Wykazemy teraz rownosé topologii Zc, = 7 (dsup), gdy X jest przestrzenia
zwartg. W tym celu trzeba pokazac, ze dla dowolnej kuli By, (f,r) istnieje
zbior postaci (Cy, Wi) N---N{(Cy, Wy,) taki, ze

fe <Cle1> n---N <Cna Wn> C Bdsup(fa T)

Dla kazdego x € X wybierzmy otoczenie U, > x takie, ze

f(Uz) C Bq(f(x),%) =: By. Na mocy zwartosci X z pokrycia {Us;}zex
mozna wybraé pokrycie skoniczone Uy, U- - -UU,, = X. Pokazemy, ze dowolny
clement g € (Uy,,Byy) N -+ N (Usg,, By,) nalezy do kuli By, (f,r). Dla
dowolnego « € X wybierzmy U; 3 z. Zachodza nieréwnosci:

d(f(x),g(x)) < d(f(x), f(a:)) + d(f(z:), 9(z)) < g n g <r

oraz z definicji f € (Uy,, Byy) N+ N (Uy,, Bz,) C Ba,,, (f,7). O

Topolgia zwarto — otwarta jest nazywana takze topologia zbieznosci nie-
mal jednostajnej. Zeby wyjasnié¢ skojarzenie z nazwa znana z Analizy Ma-
tematycznej udowodnimy najpierw ogdélny fakt dotyczacy obcinania prze-
ksztalcenn do podzbiorow zwartych. Niech (X, 7x), (Y, 7y) beda dowolnymi



przestrzeniami Hausdorffa. Dla dowolnego zwartego podzbioru C C X in-
kluzja definiuje ciagle odwzorowanie ¢ : Map (X,Y) — Map (C,Y).

Stwierdzenie 4.2. Niech C oznacza rodzine wszystkich zwartych podzbioréw
przestrzeni X . Przekgtna rodziny odwzorowari {u¢}cec

i Map (X,Y) — ] Map (C,Y)  &(f) = {flc}cec
Céc

jest zanurzeniem homeomorficznym.

Dowdd. Odwzorowanie ¢ jest oczywiscie réznowartosciowe, bo zbiory jed-
nopunktowe sa zwarte. Topologia w produkcie [] Map (C,Y") jest genero-
ceC

wana przez zbiory p;l((K,W)) gdzie K ¢ C, W € Ty, a wigc topolo-
gia podprzestrzeni jest generowana przez przeciecia tych zbioréw z obrazem
te(Map (X,Y)). Z definicji zachodzi réwnosé zbiorow

Lc(Map (Xv Y)) ﬂp61(<K, W>) = LC(<K7 W>)

a wiec topologia podprzestrzeni jest generowana przez obrazy zbioréw gene-
rujacych topologie w Map (X,Y). O

Whniosek 4.1. Cigg odwzorowan f, € Map (X,Y) jest zbiezny w topologii
zwarto-otwartej do odwzorowania f € Map (X,Y) wtedy i tylko wtedy gdy
dla dowolnego zbioru zwartego C C X, ciag fnlc € Map (C,Y) jest zbieiny
do flc € Map (C,Y).

Z ostatniego wniosku wynika, ze jesli (Y, d) jest przestrzenia metryczna
to zbieznos¢ w sensie topologii zwarto-otwartej w Map (X, Y") jest doktadnie
znang z Analizy Matematycznej zbieznoscia niemal jednostajna (czyli na
zbiorach zwartych).

Na zakoriczenie podsumujmy zwigzki miedzy trzema topologiami w prze-
strzeniach odwzorowari: zbieznosci punktowej, zwarto-otwarta i zbieznosci
jednostajnej.

Twierdzenie 4.1. Dla dowolnych przestrzeni Hausdorffa (X,7x), (Y, Ty)
w zbiorze Map (X,Y") zachodzi inkluzja topologii T, C Tc,.

1. Jesli (X, T) jest przestrzenia dyskretng, to T, = Tc,.

2. Jesli (Y, d) jest przestrzeniq metryczng i Map,(X,Y) zbiorem ograni-
czonych, ciggtych odwzorowan, to zachodzi inkluzja topologii
7;0| Map b(Xa Y) C T(dsup)~

3. Jesli przestrzen (X, Tx) jest zwarta, to Teo = T (dsup)-



5 Twierdzenie Stone’a — Weierstrassa
Oznaczmy C(X) = Map (X, R) z topologia zwarto — otwarta.

Stwierdzenie 5.1. Dodawanie i mnozenie funkcji definiuje w C(X) struk-
ture pierscienia, przy czym oba dziatania sq ciaglte. Zerem jest funkcja stata
rowna zero; a jednoscig funkcja stata réwna jeden. Mnozenie przez funkcje
state i dodawanie okreslajq w C(X) strukture rzeczywistej przestrzeni wekto-
TOWE). U

Definicja 5.1. Podzbior A C C(X) nazywamy R-podalgebra, jesli jest
jednoczesnie podpierscieniem i podprzestrzenia liniowa C(X) (czyli jest za-
mkniety ze wzgledu na sume, iloczyn i zawiera funkcje stale).

Stwierdzenie 5.2. Dla dowolnego podzbioru D C C(X) istnieje minimalna
ze wzgledu na inkluzie R — podalgebra A(D) D D, ktorg nazywamy R —
podalgebrg generowang przez D.

Dowadd. Przeciecie dowolnej rodziny R — podalgebr jest oczywiscie R — po-
dalgebra. A(D) definiujemy wiec jako przekroj rodziny R — podalgebr zawie-
rajacych zbior D. O

Twierdzenie 5.1 (Stone! — Weierstrass?). Niech (Y,7y) bedzie dowolng
przestrzeniq Hausdorffa. Jesli D C C(Y') jest podzbiorem takim, Ze

1. funkcje z D rozdzielajg punkty w'Y tzn. dla dowolnych y1 # ys istnieje
funkcja f € D taka, ze f(y1) # f(y2),

2. D zawiera niezerowq funkcje statq,
to zbior A(D) jest gesty w C(X).

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia, przypomnimy jego klasyczne
zastosowania.

Przyktad 5.1 (Klasyczne Twierdzenie Weierstrassa.). Niech (Y, 7y) = ([0, 1], 7¢)
i rozpatrzmy D := {1,j: j(t) = t}. R-podalgebra generowana przez D to
po prostu algebra funkcji wielomianowych zmiennej ¢. Poniewaz topologia
zwarto — otwarta w C([0, 1]) to topologia wyznaczona przez metryke dsup, &
wiec tw. Stone’a — Weierstrassa w tym przypadku powiada, ze kazda funk-
cja ciagla jest granica jednostajng ciagu wielomianéw. Zauwazmy, ze funkcje
identyczno$ciowa mozemy zastapi¢ dowolna funkcja réznowartosciowg! Jesli

"Marshall Harvey Stone (New York 1903 - 1989 Madras, India) is best known for the Stone-
Weierstrass theorem on uniform approximation of continuous functions by polynomials. [Mac
Tutor]

2Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Ostenfelde, Westphalia 1815 - 1897 Berlin) is best
known for his construction of the theory of complex functions by means of power series. [Mac
Tutor]


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Stone.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Stone.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Stone.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
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zamiast odcinka rozpatrzy¢ calg prosta otrzymujemy wniosek, ze kazda funk-
cja f: R — R jest granica niemal jednostajnie zbieznego ciagu wielomianéw.
(przestrzen C(R) jest metryzowalnal).

Przyktad 5.2 (Wielomiany trygonometryczne). Zauwazmy, ze funkcje ciagte
f: R — R o okresie 2 mozna utozsamiaé z funkcjami okreslonymi na okre-
gu S'. Punkty okregu bedziemy parametryzowaé katem ¢ miedzy dodatnim
kierunkiem osi y = 0 oraz péliprosta wyznaczona przez dany wektor. Rozpa-
trzmy D := {sinne, cosng: n = 0,1,2,..} C C(S'). Ze wzoréw na cosinus
i sinus sumy katow tatwo wynika, ze przestrzen liniowa rozpieta na zbio-
rze D jest zamknieta ze wzgledu na mnozenie, czyli jest R—podalgebra. A z
twierdzenia Stone’a — Weierstrassa wynika, ze dowolna funkcja okresowa jest
granicg jednostajna ciagu funkcji postaci:

N
fn(®) = ao + Z(an sinng + by, cos ne)

n=1
Dowdéd twierdzenia poprzedzimy waznym lematem:

Lemat 5.1. Niech A C C(Y) bedzie podalgebrg. Jesli f € A, to |f| € A. Dia
dowolnych funkcji f,g € A funkcje min(f, g) i max(f,g) tez nalezq do A .

Dowdd. Poniewaz |f| = +/f? kluczowym kluczowym elementrem dowodu
bedzie obserwacja, , ze funkcja ¢: [0,1] — R, ¢(t) := v/t jest granica jedno-
stajna ciagu wielomianoéw py, (t) (czyli tw. Weierstrassa w bardzo specjalnym
przypadku). *

Niech f € A oraz |f| € N(C;, W;). Pokazemy, ze to otoczenie zawiera
pewna funkcje g € A. Niech € := min{d.(|f|(C;),Y \W;): i =1,...,n} > 0.
Wystarczy znalezé¢ g € A taka, ze || f|(c) — g(c)| < e dla ¢ € C := J] C;. Po-
niewaz C jest zwarty, funkcja f jest ograniczona, a wiec istnieje M > 0 takie,
ze |f(c)| < M dla ¢ € C. Stad wynika, ze |f| jest na C granica jednostajna
ciggu wielomianéw od funkcji f: p,(f2/B?) — /f2/M? = |f|/M.

Teza dla min(f, g) i max(f, g) tatwo wynika ze wzorow:

max(f,9) = 5((/ +9)+1f ~gl), min(f.9) = 5((f +9) ~ |f ~ g)).

O

Dowdd tw. Stone’a — Weierstrassa. Bedziemy dowodzi¢, ze zbior A(D) jest
gesty, a zatem poniewaz jest domkniety, musi byé¢ rowny C(X). W tym
celu trzeba sprawdzié, ze dowolny zbiér z bazy topologii zwarto—otwartej
N7 {A;, W;) przecina si¢ z A(D). Ustalmy zbior bazowy i funkcje f € N7 (A;, W5).
Bedziemy konstruowac funkcje g € A(D)NNT(A;, W;). Oznaczmy zbior zwar-
ty Z := Ul Ai C Y oraz € := min{d.(f(4;),Y \W;):i=1,...,n} > 0.
Dowod sktada sie z trzech krokéw.
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Krok 1. Dla dowolnych punktéw w y1 # y2 w Z oraz ai,az € R istnieje
[ € A(D) taka, ze f(y1) = a1, f(y2) = as.

Niech g bedzie funkcja rozdzielajaca y1, y2. Poniewaz funkcje state naleza
do A(D), a wiec funkcja

b—a
fly) =a+ m[g(y) —9g(y1)]

nalezy do A(G) i przyjmuje zadane wartosci w punktachyi, yo.

Krok 2. Dla dowolnej funkcji f € C(X) oraz zp € Z istnieje g € A(D) taka,
ze: g(z0) = f(z0) oraz g(z) < f(z) +edlaz e Z.

Z Kroku 1. dla kazdego z € Z istnieje funkcja h, € A(D) taka, ze
h.(20) = f(z0) oraz h.(z) < f(z) + §. (Jedli z # 2o mozna znalez¢ funk-
cje taka, ze h.(z) = f(z) + §, w przypadku z = 29, hz, = f.) Z ciaglodci
h, i f wynika, Ze istnieje otoczenie W (z) > z takie, ze h,(y) < f(y) + €
dla y € V(z). Zbiory {W(2)}.cz tworza otwarte przykrycie Z, a wiec moz-
na z niego wybraé¢ przykrycie skoriczone W(z1) U --- U W (zp,) D Z. Niech
g :=min{h.,,...,h,, } Z Lematu 5.1 wynika, ze g € A(D). Poniewaz dowol-
ny punkt z € Z nalezy do pewnego zbioru W (z;), wiec zachodza nieré6wnosci:
9(z) < h(2) < f(z) + e
Krok 3. Istnieje g € A(D) taka, ze: sup,cy |f(2) — g9(2)] < €, a zatem
g € A(D) N {As, i),

Dla dowolnego z € Z niech g, bedzie funkcja skonstruowana w Kro-
ku 2. Istnieje otoczenie V(z) > z takie, ze dla y € V(z) zachodzi nie-
rownosé: g.(y) > f(y) — €. Zbiory {V(z)}.ez przykrywaja Z a wiec moz-
na sposrod nich wybraé¢ przykrycie skonczone V(z1),...,V(z) 1 zdefinio-
waé¢ g = max{gs,...,Js, . Podobnie jak w Kroku 2. g € A(D) oraz
() — € < gu(2) < 9(2) < f(2) + € cayli sup,cz () — g(2)] < € co
nalezato dowiesé. O
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