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Wzory Viete’a w trójkącie
  Przyjmijmy w trójkącie standardowe oznaczenia:
A, B, C  -  wierzchołki trójkąta  ABC,
a, b, c    -  długości boków  BC, CA, AB  odpowiednio,
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      Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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   Możemy zauważyć, że wtedy: 
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   Stąd otrzymujemy następujące równości:

(1)                                            
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      Ponieważ  
[image: image6.wmf]2

sin

2

cos

2

ctg

a

a

a

×

=

×

=

-

r

r

a

p

  oraz  
[image: image7.wmf]2

cos

2

sin

2

sin

2

a

a

a

×

=

×

=

R

R

a

, więc  po prostych przekształceniach otrzymujemy równości:

                              
[image: image8.wmf](

)

(

)

.

4

2

cos

     

i

   

4

2

sin

2

2

Rr

a

p

a

a

p

R

ar

-

=

-

=

a

a


  Z „jedynki trygonometrycznej” mamy
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  Analogicznie otrzymujemy też równości: 
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Wynika stąd, że liczby  a, b, c  są pierwiastkami równania

 (3)                        
[image: image14.wmf](

)

.

0

4

4

2

2

2

2

3

=

-

×

+

+

+

×

-

Rrp

t

Rr

p

r

t

p

t

                   

  Ze wzorów Viete’a dla równania (3)  otrzymujemy równości:
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a jeśli uwzględnimy wzór  
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  Ze wzorów  (4)  wynika na przykład, że:
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Mamy też
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       Utwórzmy kolejną równość
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      Mamy więc
   
[image: image23.wmf]      
(7)                                  
[image: image24.wmf](

)

(

)

(

)

abc

a

c

c

b

b

a

+

+

+
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      Porównując równości  (6)  i  (7)  zauważyć możemy, że 
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     Przyjrzyjmy się jeszcze raz równości   
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Przyjmując w tej równości  
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Analogicznie otrzymujemy też równości
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  Oznacza to, że liczby  
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    Wzory Viete’a dla tego równania dają następujące równości

(10)                               
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  Jeśli wykorzystamy wzór na pole trójkąta  
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   Podobnie, jak wcześniej, możemy uzyskać szereg zależności między liczbami  p – a, p – b, p – c
i liczbami  r, R  i  p.

   Oto niektóre z nich.
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     Postępując podobnie jak przy wyprowadzeniu równości  (6)  możemy otrzymać następującą równość
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  czyli równość
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         Korzystając z równości   
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 ,  analogicznych równości 
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     Jeśli skorzystamy z nierówności   
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        Wykorzystując równości  (4)  i  (10)  możemy otrzymać następującą zależność
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     Jeśli skorzystamy ze znanej nierówności  
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         Z otrzymanej wcześniej równości  (11)  i z nierówności  (15)  wynika, że
 (19)                                 
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          Jeśli w równości   
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    Analogicznie otrzymamy też równości
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   Wzory Viete’a przyjmują tu postać
(22)                                          
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    Stąd możemy otrzymać na przykład następujące równości
(23)                                                       
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      Postępując podobnie jak przy wyprowadzeniu równości  (6)  stwierdzamy, że
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    a postępując podobnie jak przy wyprowadzeniu równości  (7)  stwierdzamy, że
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   Porównując wzory  (6), (7)  oraz  (25)  i (26)  możemy otrzymać następujące zależności
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       Z nierówności między średnią harmoniczną i średnią arytmetyczną oraz z równości  (24)  otrzymujemy nierówność
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     a z nierówności między średnią harmoniczną, średnią arytmetyczną i równości  (24)  otrzymujemy nierówność
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      Skorzystajmy ponownie z równości  
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    Podobnie stwierdzamy, że
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     Oznacza to, że liczby  
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  są pierwiastkami równania
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   Ze wzorów Viete’a dla tego równania otrzymujemy równości
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      Możemy stąd otrzymać też następującą zależność
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     Korzystając ze wzoru  
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     Wiadomo, że prawdziwe są równości
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   Korzystając ze wzorów  (34) , (39)  i  (40)  możemy zauważyć, że
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    Z twierdzenia sinusów mamy  
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   Otrzymujemy stąd równość
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  czyli , że
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    Jeśli we wzorach (42)  i  (43)  skorzystamy z nierówności  
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    Jako przykład wykorzystania wzorów  (34)  i nierówności między średnią harmoniczną i średnią arytmetyczną zauważmy, że prawdziwa jest nierówność
(46)                              
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      Rozpatrzmy teraz trójkąt i okręgi dopisane do niego. Niech  
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  oznaczają długości promieni okręgów dopisanych do trójkąta  ABC i stycznych odpowiednio do boków BC, CA  i  AB.
   Wiadomo, że wtedy 
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Uzasadnienie tych wzorów pomijam, gdyż nie one są istotą tej pracy, chociaż z nich tu korzystam.

     Przyjmijmy teraz w równości   
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       Po wykonaniu przekształceń otrzymamy równość
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    Oczywiście prawdziwe są też równości

                                     
[image: image131.wmf](

)

0

4

2

2

2

3

=

-

×

+

×

+

-

r

p

r

p

r

R

r

r

b

b

b


                                     
[image: image132.wmf](

)

0

4

2

2

2

3

=

-

×

+

×

+

-

r

p

r

p

r

R

r

r

c

c

c


co oznacza, że liczby  
[image: image133.wmf]c

b

a

r

r

r

 

,

 

,

  są pierwiastkami równania
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      Wzory Viete’a dla tego równania mają postać
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   Korzystając z nich oraz ze wzoru  
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   Podobnie jak wcześniej możemy i tu uzyskać szereg zależności między  
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   Oto niektóre z nich:
       
[image: image139.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

4

4

Rp

r

p

p

R

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

c

b

a

a

c

c

b

b

a

c

b

a

a

c

c

b

b

a

=

-

+

=

-

+

+

+

+

=

+

+

+


czyli

(51)                                           
[image: image140.wmf](

)

(

)

(

)

a

c

c

b

b

a

r

r

r

r

r

r

+

+

+

 
[image: image141.wmf]2

4

Rp

=

      

(52)                                    
[image: image142.wmf]r

r

p

p

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

c

b

a

a

c

c

b

b

a

c

b

a

1

1

1

1

2

2

=

=

+

+

=

+

+


   Zauważmy, że stąd i z równości  (24)  otrzymujemy zależność
(53)                                              
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   Postępując podobnie jak przy wyprowadzeniu wzoru  (6)  możemy otrzymać równość
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    Możemy zauważyć, porównując wzór  (54)  z równością  (13), że mamy też i taką równość
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       Możemy też utworzyć następującą zależność
(56)                     
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co w porównaniu ze wzorem  (17)   daje zależność
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        Możemy utworzyć tu kilka przykładowych prostych nierówności. 
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      Z nierówności między średnią harmoniczną i średnią geometryczną mamy
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skąd, po uwzględnieniu równości  (52)  otrzymujemy nierówność
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     A z nierówności między średnią harmoniczną i średnią arytmetyczną
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    Powróćmy znów do równości  
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   Podnosząc skrajne strony tej równości do kwadratu i uwzględniając, że 
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   Prawdziwe są też równości
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  są pierwiastkami równania
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    Wzory Viete’a dla tego równania mają postać
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  Z ostatniego z tych wzorów wynika natychmiast, że:
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    a stąd i z nierówności  
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     Rozpatrzmy okrąg styczny wewnętrznie do okręgu opisanego na trójkącie  ABC  i styczny jednocześnie „zewnętrznie” do tego trójkąta, czyli styczny do boku tego trójkąta w jego środku (jak na rysunku). Nazwijmy taki okrąg okręgiem „przypisanym” do trójkąta. 
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  Po przekształceniach otrzymujemy 
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Analogicznie otrzymujemy równości
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  Oznacza to, że liczby  
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     Wzory Viete’a dla tego równania mają postać
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   Możemy stąd otrzymać na przykład następujące wzory 
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 oraz kilka przykładowych nierówności z wykorzystaniem nierówności  
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   Wykorzystując wzór  
[image: image204.wmf]pr

S

=

  i to, że  
[image: image205.wmf]16

2

Rr

c

b

a

=

r

r

r

  możemy otrzymać wzór
(73)                                                 
[image: image206.wmf]R

p

S

c

b

a

r

r

r

4

=


Z równości  
[image: image207.wmf]a

r

cos

2

R

R

a

-

=

  wynika, że  
[image: image208.wmf](

)

a

r

cos

2

a

a

R

a

a

-

=

×

. Podobnie jest też 


[image: image209.wmf](

)

b

r

cos

2

b

b

R

b

b

-

=

×

  i  
[image: image210.wmf](

)

g

r

cos

2

c

c

R

c

c

-

=

×

.

       Dodając te równości stronami i uwzględniając wzór  (43)  stwierdzamy, że
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 Wstawmy teraz otrzymane wyrażenie na 
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    Jak zwykle, po prostych przekształceniach, otrzymamy równość
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    Podobnie, prawdziwe są też równości
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  Oznacza to, że liczby  
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     Wzory Viete’a dla równania  (76)  przyjmują postać
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    Możemy stąd otrzymać na przykład wzory 

                                                                                                                                                                (78)                              
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  Wykorzystując nierówność  
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        Z nierówności   
[image: image242.wmf]xyz

z

y

x

3

3

3

3

³

+

+

,  prawdziwej dla dowolnych nieujemnych  
[image: image243.wmf]z

y

x

,

,

                     i nierówności  
[image: image244.wmf]r

R

2

³

 możemy otrzymać nierówność
(83)               
[image: image245.wmf]3

3

3

3

3

3

3

24

2

tg

2

tg

2

tg

3

2

tg

2

tg

2

tg

r

c

b

a

c

b

a

³

×

×

×

×

×

×

³

×

+

×

+

×

g

b

a

g

b

a


   Spróbujmy wyprowadzić podobne zależności dla liczb  
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Oto inne przykładowe równości jakie można tu otrzymać
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    Utwórzmy i tutaj kilka przykładowych nierówności. Z nierówności  
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  Możemy też, wykorzystując nierówność  
[image: image269.wmf]r

R

2

³

 i równość  (89), otrzymać nierówność

(92)                                   
[image: image270.wmf]2

ctg

2

ctg

2

ctg

2

ctg

2

ctg

2

ctg

a

g

g

b

b

a

×

+

×

+

×



 EMBED Equation.3  [image: image271.wmf]9

³


a z równości  
[image: image272.wmf]p

R

r

4

2

tg

2

tg

2

tg

+

=

+

+

g

b

a

  wynika, że 
(93)                                                    
[image: image273.wmf]p

R

p

r

2

9

2

tg

2

tg

2

tg

9

£

+

+

£

g

b

a


*********************************************************************************

    Skorzystajmy jeszcze raz  z równości  
[image: image274.wmf]2

ctg

a

×

=

-

r

a

p

,  
[image: image275.wmf]a

sin

2

R

a

=

  oraz z równości  
[image: image276.wmf]a

a

a

a

a

sin

1

ctg

sin

1

cos

2

ctg

+

=

+

=

  i  
[image: image277.wmf]a

a

2

ctg

1

1

sin

+

=

. Wynika stąd, że 
[image: image278.wmf]a

a

a

2

ctg

1

ctg

2

ctg

+

+

=

   oraz, że 
                               
[image: image279.wmf](

)

a

a

a

2

2

ctg

1

ctg

ctg

1

1

 

2

+

+

=

+

×

-

r

R

p

.

   Przekształćmy tę równość do postaci   
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  Podobnie prawdziwe są też równości
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    Wynika stąd, że liczby  
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  a wzory Viete’a przyjmują tu postać
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    Z równości  
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i jeśli popatrzymy na pierwszy z rozważanych tu wzorów Viete’a, to zauważymy, iż wzór ten można zapisać w postaci

(97)                                          
[image: image293.wmf]g

b

a

ctg

 

ctg

 

ctg

+

+



 EMBED Equation.3  [image: image294.wmf]pr

c

b

a

4

2

2

2

+

+

=

            
skąd wynika, że
(98)                                       
[image: image295.wmf](

)

g

b

a

ctg

ctg

ctg

4

2

2

2

+

+

×

=

+

+

S

c

b

a


   Z równości  
[image: image296.wmf]a

a

tg

1

ctg

=

, gdy  
[image: image297.wmf]0

tg

¹

a

,  wynika, że jeśli trójkąt nie jest prostokątny, to liczby  
[image: image298.wmf]g

b

a

 tg

,

 tg

,

tg

  są pierwiastkami równania

(99)                            
[image: image299.wmf](

)

(

)

(

)

.

0

2

4

2

2

2

2

2

3

2

2

=

-

×

-

-

+

×

-

×

+

-

pr

t

Rr

r

p

t

pr

t

r

R

p


   Wzory Viete’a przyjmują tu postać
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     Zauważmy, że z otrzymanych wzorów otrzymujemy natychmiast równość
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prawdziwą w trójkącie nieprostokątnym. 
     Można by w podobny sposób otrzymać jeszcze wiele równości i nierówności, w których występowałyby różne elementy trójkąta, jednak ta praca nie miała na celu zebrania tu jak największej liczby takich zależności, ale pokazanie w jaki sposób można je otrzymywać, co z kolei mogłoby być inspiracją dla zdolnego i pracowitego ucznia, by takie zależności samemu tworzyć. Praca ta mogłaby być pomocą dla nauczyciela, który mógłby uczniowi wskazywać drogę do dalszych poszukiwań.
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