Czarownica w nieskonczonym lesie

Dawno dawno temu, kiedy Ziemia byla jeszcze plaszczyzna, rosnat nieskon-
czony las: w kazdym punkcie kratowym Ziemi (czyli punkcie o obu wspoirzed-
nych catkowitych) rosto drzewo.

Czarownica Mirostawa chciata zbudowaé sobie dom na drzewie. Czarownica
ma jednak bardzo duzo wymagan co do nowego domu:

e ma by¢ wielokatem wypuklym, by nie dalo si¢ w nim zgubi¢;

e ma by¢ zbudowany na jednym drzewie, zadne inne drzewo nie moze by¢
w Srodku budynku, bo to gtupio wyglada;

e dodatkowo, by sie dom sie¢ nie przewrdcil, powinien on byé¢ srodkowosy-
metryczny wzgledem pnia drzewa, na ktérym sie opiera;

e jego powierzchnia powinna by¢ jak najwieksza, w koncu Czarownice lubig
zy¢ wygodnie.

Czy Czarownicy uda sie zbudowaé¢ dom marzen? Sformulujmy zadanie w
jezyku matematyki: szukamy jak najwiekszego wielokata wypuktego srodkowo-
symetrycznego wzgledem punktu (0, 0), niezawierajacego innego punktu krato-
wego.

Wezmy taki wielokat F. Niech G = %F , czyli F' zmniejszony dwukrot-
nie przez jednokladno$é wzgledem punktu (0,0). Niech zo,y0 € Z 1 G' =
G + (z0,Y0), czyli G przesuniety o wektor (xg,yo); innymi slowy przesuwamy
wielokat G tak, by jego $rodek byt w punkcie (zg, yo). Zalézmy, ze (z,y) € GNG'.
Woéwezas A = (2z,2y) € F'i B = (2(x —20),2(y — y0)) € F. Wielokat F byl
srodkowosymetryczny, czyli A’ = (—2x,—2y) € F. Z warunku wypuklosci F
wynika, ze $rodek odcinka A’B nalezy do F. Srodek ten ma wspoélrzedne:
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Jest to punkt kratowy! Czyli, skoro F' bylo poprawnym domkiem Czarow-
nicy, to zg = yo = 0. Udowodnilidémy, ze rownolegte, przesuniete o wektor cal-
kowity, kopie wielokata G sg rozlaczne. Intuicja juz nam podpowiada, ze wobec
tego domek Czarownicy nie moze by¢ za duzy. Sprébujmy to pokazac.

Domek jest ograniczony — bo jest wielokatem; zalézmy ze zawiera si¢ w
kwadracie [—m, m] x [-m, m]. Wezmy bardzo bardzo duze M, duzo wigksze od
m. Dla kazdego punktu kratowego (xg,yo) speliajacego —M < zo,y0 < M,
tworzymy kopie wielokata G o érodku w tym punkcie kratowym. Kopie te sa
roztaczne — to udowodnilismy — i zawieraja si¢ w kwadracie [— M —m, M +m]?,
o polu 4(M +m)?. Kopii stworzyliémy (2M +1)? > 4M?2. Kopie maja takie same
pole; czyli kopia nie moze mieé¢ wiekszego pola niz
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co, dla duzego M jest dowolnie bliskie jednosci. Czyli G nie moze mie¢ wiek-
szego pola niz 1. G bylo pomniejszonym dwukrotnie wielokatem F', wiec F' ma
maksymalnie pole 4. Biedna Czarownica.



Zostawiajac Czarownice Mirostawe z jej problemem, sprobujmy uogdlnié
nasz wynik. Po pierwsze zauwazmy, ze nigdzie nie korzystalidémy z tego ze F jest
wielokatem, byta dla nas istotna wypuklos¢, érodkowosymetrycznosé i ograni-
czono$¢. Po drugie, sprobujmy przeprowadzi¢ nasz dowéd w n wymiarach. Nie-
wiele sie zmieni: bedziemy mieli (2M + 1)™ kopii zbioru G w kostce o objetosci
2" (M +m)™; wiec wciaz objeto$é G nie moze przekraczaé jednosci, czyli objetosé
domku Czarownicy — zbioru F' — wynosi maksymalnie 2.



