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Skojarzenia to bardzo popularny temat. Pojawiaja sie¢ w réznych miej-
scach zaréwno w informatyce, jak i w matematyce dyskretnej. Przypomnijmy:
w grafie nieskierowanym G zbiér krawedzi M nazywamy skojarzeniem, je-
$li zadne dwie krawedzie z M nie majg wspolnego konca. W tym artykule
zajmiemy sie¢ skojarzeniami w grafach kubicznych. Graf G nazwiemy kubicz-
nym, jesli kazdy wierzchotek G ma stopien doktadnie 3.

Majac dany graf G, przez V(G) i E(G) bedziemy oznaczaé¢ odpowied-
nio zbiér wierzchotkéw i krawedzi G. Ponadto oznaczmy n = |V (G)|. Dla
wierzchotka v przez N(v) bedziemy oznaczaé zbiér sasiadéw v; te notacje
rozszerzymy na podzbiory wierzchotkéw: N(S) = (U,eg N(v)) \ S. Skoja-
rzenie M w grafie G nazwiemy doskonalym, jesli ma ono rozmiar doktadnie
n/2, czyli kazdy wierzcholek G jest koncem jakiej$ krawedzi skojarzenia.
Na rysunku 1 pokazane sa dwa grafy kubiczne: pierwszy z nich ma dosko-
nale skojarzenie, a drugi nie ma. Czy tatwo jest odréznié¢ grafy kubiczne z
doskonalym skojarzeniem od tych, ktére takiego nie maja?

Rysunek 1: Dwa grafy kubiczne.

By odpowiedzie¢ na to pytanie, przypomnijmy sobie wpierw twierdzenie



Halla. Mamy graf dwudzielny H — dwudzielny, to znaczy, ze zbiér wierz-
chotkéw V(H) mozna podzieli¢ na dwie czeSci Va(H) i Vp(H) takie, ze
wszystkie krawedzie H tacza Va(H) z Vp(H). Interesuje nas to, czy w
tym grafie istnieje skojarzenie rozmiaru |V4(H)|, czyli takie, ze wszystkie
wierzchotki ze zbioru V4(H) sa skojarzone. Jesli istnieje zbiér S C V4(H)
taki, ze |S| > |[N(5)|, to ewidentnie takie skojarzenie nie istnieje: wierz-
chotki z S maja za mato sasiadow, by wszystkie byly skojarzone. Twier-
dzenie Halla orzeka, ze powyzszy warunek jest wystarczajacy: jesli dla kaz-
dego S C V4(H) mamy |S| < |[N(5)|, to w H istnieje skojarzenie rozmiaru
Va(H)

Twierdzenie Halla méwi o istnieniu duzych — kojarzacych wszystkie wierz-
chotki jednej czesci grafu — skojarzen w grafach dwudzielnych. A jak to jest
dla dowolnych graféw? O tym moéwi twierdzenie Tutte. Obierzmy dowolny
graf G i zastanéwmy sie, co moze przeszkadza¢ w tym, by G mial dosko-
nate skojarzenie. Wezmy dowolny zbiér wierzchotkéw S i wyrzuémy go z
grafu, otrzymujac graf G\ S. Sp6jrzmy na pewna spdjna sktadowa G \ S:
jesli ma ona nieparzyscie wiele wierzchotkéw, to w doskonalym skojarze-
niu musiataby istnie¢ krawedz taczaca wierzchotek z tej spdjnej sktadowej
z wierzchotkiem z S. Wobec tego nieparzystych sp6jnych sktadowych G\ S
nie moze by¢ wiecej niz |S|. Twierdzenie Tutte méwi, ze powyzszy warunek
jest wystarczajacy: jesli dla kazdego zbioru wierzchotkéw S, po wyrzuceniu
S w G pozostaje nie wigcej niz |S| nieparzystych spéjnych sktadowych, to
w G istnieje doskonale skojarzenie.

Spojrzmy jeszcze raz na rysunek 1. Dlaczego w prawym graf nie ma do-
skonatego skojarzenia? Wydaje sie, ze przeszkadza wierzchotek na samym
dole: wybierajac jedna z wychodzacych z niego krawedzi do skojarzenia, po
usunieciu z grafu tej krawedzi i jej koncéw, pozostaja trzy spdjne sktadowe,
w tym dwie o nieparzystej liczbie wierzchotkéw. Okazuje sie, ze to, co moze
przeszkadzac¢, by w grafie kubicznym istnialo doskonalte skojarzenie, to mo-
sty. Krawedz e jest mostem, jesli nie lezy w zadnym cyklu, tj. po wyrzuceniu
krawedzi e konice e lezg w réznych spojnych sktadowych.

Sprobujmy wykorzystaé twierdzenie Tutte, by wykazaé nastepujacy le-
mat: jesli graf kubiczny G nie ma mostéw, to ma doskonale skojarzenie.
Chcemy uzy¢ twierdzenia Tutte, wezmy wiec dowolny podzbiér wierzchot-
kéw S i zastanéwmy sie, ile moze byé spéjnych skladowych o nieparzystej
liczbie wierzchotkéw w G\ S. Wezmy taka spojna sktadowa G,. Zauwazmy,
iz taczny stopien wierzchotkéw G, to 3 - [V (G,)|: jest to liczba nieparzysta,
czyli, na mocy lematu o usciskach dtoni, nieparzyscie wiele krawedzi taczy
G, 7z reszta grafu. Jesliby taczyta G, z reszta grafu tylko jedna krawedz, to
bylaby mostem: wobec tego istniejg co najmniej trzy krawedzie taczace G, z
reszta grafu. Skoro G, byl sp6jna sktadowa G\ S, to te trzy krawedzie tacza
G, z S. Z drugiej strony, taczny stopien wierzchotkéw z S wynosi 3 - |S],
w G\ S moze by¢ zatem co najwyzej 3 - |S|/3 = |S| sp6jnych sktadowych
o nieparzystej liczbie wierzchotkéw, co konczy dowdd lematu. Warto zazna-



czy¢ tu, ze jesli graf kubiczny ma most, nie oznacza to, ze od razu nie ma
doskonatego skojarzenia.

Wiemy juz, ze jesli graf kubiczny nie ma mostow, to ma doskonate sko-
jarzenie. Ale ile ma tych skojarzen? Otéz, do konca nie wiadomo. W latach
70. ubiegtego wieku Léaszlé Lovéasz i Michael Plummer postawili hipoteze, ze
jest ich wykladniczo wiele: istnieje stala ¢ > 1, ze kazdy graf kubiczny bez
mostéw ma co najmniej ¢” doskonaltych skojarzen. Hipoteza ta zostata dosé
szybko udowodniona przez M. Voorhoeve’a dla graféw kubicznych dwudziel-
nych. Bardzo niedawno Maria Chudnovsky oraz Paul Seymour udowodnili
hipoteze dla graféw planarnych: pokazali oni, ze graf kubiczny planarny
bez mostéw ma co najmniej 27%/655978752 qoskonalych skojarzen. Z drugiej
strony, Esperet, Kral, Skoda i Skrekovski pokazali, ze w dowolnym grafie
kubicznym bez mostéw mamy co najmniej %n — 10 doskonatych skojarzen i
jest nadzieja na to, ze niedtugo powstanie dowdd, ze istnieje ich co najmniej
Cnlogn dla pewnej statej C. Jak widaé, jeszcze dtuga droga pozostata do
rozstrzygniecia hipotezy Lovasza—Plummera.



