Nier6wnosci na obrazkach

Nieréwnosci bywaja problematyczne. Ot, poréwnanie dwéch duzych wyra-
zen nagle ma by¢ prawdziwe np. dla dowolnych a, b, ¢ rzeczywistych dodatnich.
Pokazemy pokrétce, ze niejedna nieréwnoéé¢ da sie ,zobaczy¢”, i, na obrazku
nagle wszystko wydaje si¢ oczywiste.

Wiegkszosé Crzytelnikéw zna zapewne nieréwnosé Jensena. W wersji podsta-
wowej mowi ona, ze jesli f : R — R jest funkcjg wypuktla, to dla dowolnego n na-
turalnego, dla dowolnych x1, xs, ...z, € R, dla dowolnych wag t1,to,...,t, >0

o sumie 1, zachodzi:
D tif(@i) > FOQ tiws).
i=1 i=1

Na poczatek pokazemy, ze ta nieréwnosé jest oczywista. Przypomnijmy, ze
funkcja wypukla f to taka funkcja ciagla, ze zbiér punktéw nad wykresem
A = {(z,y) : f(x) < y} jest zbiorem wypuklym. Zauwazmy, ze dla kazdego
1 < i < n punkt X; = (x;, f(x;)) € A. Wobec tego, jesli w punkcie X; po-
lozmy wage t;, to Srodek cigzkoéci wag tez bedzie nalezal do A. Ten $rodek ma

wspoélrzedne:
X =" tX; = (O tiwi, y_tif(w:).
i=1 i=1 i=1

Skoro punkt X jest nad wykresem funkcji f, to

n n

f(z tiz;) < Ztif(xi)~

i=t =1

Koniec dowodu. Calo$é przedstawia ponizszy obrazek.
Z nieréwnoscia Jensena mozna juz bardzo duzo. Wezmy na warsztat wa-

riant zwyklej nieréwnosci $rednich mé” wiacej, ze dla dowolnych 0 < p < ¢, dla
dowolnego n naturalnego, dla dowolnych ay,...,a, > 0 zachodzi:

1« 3 L~ o\ ¢
p q
() < (z2d)"
i= i=1
Na rysunku lub rézniczkujac tatwo zobaczyé, ze funkcja f(x) = z7 jest wypukla

dla x > 0. Zastosujmy nieréwnos¢ Jensena dla z; = a¥, powyzszej funkeji f i
wag t; = % Otrzymamy:

Podnoszac obie strony do potegi % otrzymamy zadana nieréwnosc.

Prawie tak samo dowodzimy klasyczna nieréwno$¢ Cauchy’ego méwiaca, ze
dla dowolnego n naturalnego i dla dowolnych ai,...,a, > 0 zachodzi nieréw-
Nnos¢:




Zauwazmy, ze funkcja f(x) = — Inx jest funkcja wypukla dla 2 > 0. Zastosujmy
nier6wno$¢ Jensena dla tej funkcji, dla liczb x; = a; 1 wag t; = % Otrzymamy,
po przemnozeniu obu stron przez —1:

1 — 1 &
-~ E Inz; < lnﬁ E ;.
i=1 =1

Przyktadajac do obu stron rosnaca funkcje e® otrzymamy teze.

Teraz zastanéwmy sie nad troche innym problemem. Wezmy okrag o pro-
mieniu 1. Ktéry z tréjkatéw wpisanych w niego ma najwiekszy obwdd? Intu-
icja podpowiada, ze pewnie rownoboczny, tylko jak to uzasadni¢? Jesli «, 3,y
beda katami w tym tréjkacie, to z twierdzenia sinuséw obwdd bedzie wynosié¢
2sin a+ 2 sin § + 2 sin~y. Zauwazmy, ze na odcinku [0, 7] funkcja f(z) = —sinx
jest wypuktla, zastosujmy wiec nieréwnos$¢ Jensena dla tej funkcji, n = 3, wag
t; = % i zmiennych «, 8,~. Otrzymamy, po przemnozeniu obu stron przez —1:

1 1
g(sina—l—sinﬁ—&—sin’y) < sin (g(a—&—ﬁ—kf}/

Patrzac na obrazkowy dowdd nieréwnoéci Jensena tatwo zobaczyé, ze rownosé
zachodzi tylko dla tréjkata réwnobocznego.

Na koniec pozostawmy nieréwnosé¢ Jensena i sprobujmy udowodnié nastepu-
jaca nieréwnosé: dla dowolnych a, b, ¢ > 0 zachodzi:

\/az—ab+b2+\/b2—bc—|—(:2 > \/a2+ac+02.
WeZmy na plaszczyznie punkty X, A, B, C tak, by:
e [ XAl =ga, |XB|=0b,|XC|=¢

o [{AXB| =%, |{BXC|= %, |{AXC| = %.

Woéwezas, z twierdzenia cosinuséw, mamy: |AB| = va? — ab + b2, |BC| = Vb? — be + ¢2
i |AC| = va? + ac + ¢, wiec nasza nieréwnos$é to nieréwnosé tréjkata w trdj-
kacie ABC.



