Tile Covers

3 listopada 2021

1 Introduction

1.1 Podstawy 1D

Lemat 1. Unarny tekst n x m moze by¢ pokryty przez (unarnego) covera 1D dlugosci [ jesli | dzieli n
lub m (czyli nie wystarczy, ze dzieli iloczyn).

Dowdd. Kolorujemy elementy tablicy n x m na [ koloréw - k-ty wiersz cyklicznie zaczynajac od elementu
kmod! ((k—1) mod !+ 1 jesli chcemy numerowac od 1).

Kazdy prostokat tablicy o wymiarach 1 x [ lub [ x 1 zawiera po jednym wystapieniu kazdego koloru,
wiec pokrycie jest mozliwe tylko jesli kazdy kolor wystepuje tyle samo razy.

Licznosé wszystkich koloréw w pasku k x [ czy [ X k jest taka sama, wiec mozemy zredukowaé problem
do liczenia koloréw dla wymiaréw m,n < [. W tym wypadku jesli m # 0,n # 0, to kolor m wystepuje
min(n,m) > (n-m)/l razy, wiec pokrycie jest niemozliwe. Jesli | dzieli n (m), to do pokrycia calego
tekstu wystarczaja same wystapienia pionowe (poziome) - trywialne pokrycie. O

Jesli caly tekst nie jest unarny, zas kadydat jest, to nie moze on byé coverem. Dalej zaktadamy, ze
kandydat nie jest unarny. Zalézmy, ze pierwsza jego litera to a, za$ pierwsza litera rézna od a to b

Jesli pierwszy wiersz tekstu zawiera litere b (czy tam litere inna niz a), to moze ona zostaé¢ pokryta
wytacznie przez poziome jego wystapienie, tak wiec pierwsze wystapienie kandydata w pierwszym wierszu
(najlatwiej wykrywane pierwszym wystapieniem litery b) jest $cisle okreslone. Jednoczesnie wszystkie
litery przed jego poczatkiem musza zostaé¢ pokryte przez wystapienia pionowe.

Algorytm zachlanny:

Pokrywamy tekst od gory do dotu, od lewej do prawej.

Bierzemy pierwszy niepokryty element tekstu w kolejnosci czytania, szukamy pierwszego poziomego
wystapienia kandydata na prawo od niego w jego wierszu, ktory nie zawiera pokrytej pozycji (rownowaznie
szukamy pierwszego niepokrytego b). Pokrywamy ten fragment poziomo, za$ we wszystkich niepokrytych
literach przed jego poczatkiem zaczynamy wystapienie pionowe (moze by¢ tak, ze nie ma w tym wierszu
juz wystapienia poziomego, wtedy pokrywamy pionowymi wystapieniami pozycje do jego korica).

Jesli w dowolnym miejscu algorytmu natrafimy na mismatch (w tym wyjscie poza tablice), to kandydat
nie moze byé coverem. Jesli dojdziemy do samego korica bez takiego problemu, to kandydat jest coverem.

Twierdzenie 1. Algorytm zachlanny sprawdza konkretnego kandydata w czasie O(N).
Whiosek 1. Tekst moze byé pokryty konkretnym coverem tylko na jeden sposéb.

Obserwacja 1. Dla kandydatéw jednowymiarowych algorytm zachtanny zadziala rowniez w przypadku
unarnym (przy czym tutaj musimy mowié o pierwszym poziomym wystapieniu kandydata a nie o wysta-
pieniu litery b).

Fakt 1. Dla dowolnego k istnieje rosnacy ciag liczb n;, dla ktérego liczba dzielnikéw n; jest Q(logk ny)
(mozna wzia¢ P = Hlf pi, gdzie p; to i-ta liczba pierwsza, oraz n; = P!, wtedy liczba dzielnikow n; to
(I + 1)* - to wymyslitem tak na szybko ).

Dla dowolnego ¢ dla dostatecznie duzych n liczba dzielnikow jest O(n®) (tutaj znalaztem sformuto-
wanie twierdzenia w internecie, ale nie widze prostego dowodu).



Whiosek 2. Algorytm zachtanny znajduje wszystkie covery 1D tekstu w czasie N1 to(1),

Kandydaci z jednej grupy (prefiksy pierwszego wiersza, lub pierwszej kolumny) sa prefiksami dtuzszych
kandydatow z tej samej grupy.

Przys$pieszony algorytm zachtanny:

W preprocessingu obliczamy tablice PREF (najdtuzszy prefiks kandydata zaczynajacy sie na kon-
kretnej pozycji w stowie) dla najdtuzszego kandydata z grupy - to jest pierwszego wiersza lub pierwszej
kolumny (wlasciwie to pozZniej jest zauwazone, ze co najwyzej jedna grupa ma w ogole sens) oraz kazdego
wiersza i kazdej kolumny.

W trakcie dziatania algorytmu zamiast sprawdzaé czy na pozycji wystepuje kandydat w czasie linio-
wym robimy to w czasie stalym korzystajac ze struktury.

Aby zapamietaé ktére pozycje w wierszu zostaly juz pokryte przy pomocy pionowego wystapienia
kandydata (ktore zaczyna sie wyzej) posiadamy strukture zapamietujaca te pozycje w postaci przedzia-
t6w i aktualizujemy ja dynamicznie przechodzac do kolejnego wiersza. Jesli odleglo$¢ miedzy dwoma
sasiednimi przedzialami jest pomiedzy 1 a [ (dlugosé kandydata), dla opuszczanego wiersza, to kandy-
dat nie moze by¢ coverem (nie pokryliSmy pionowo, a poziome wystapienie si¢ nie zmiesci), tak wiec
przedzialow moze by¢ co najwyzej m/I.

Twierdzenie 2. Po preprocessingu w czasie O(N) przy$pieszony algorytm zachlanny sprawdza poje-
dynczego kandydata w czasie O(N/I).

Whiosek 3. Jako, ze suma odwrotnosci dzielnikow N jest O(loglog V), algorytm ten znajduje wszystkie
covery 1D w czasie O(N loglog N).

1.2 Bardziej zaawansowane 1D

Fakt 2. Cover musi by¢ borderem jednego (z czterech) ze stow 51855, gdzie $ jest znakiem spoza alfabetu,
S1 to pierwszy wiersz lub pierwsza kolumna, zas S to ostatni wiersz lub ostatnia kolumna.

Ponadto (w przypadku nie-unarnym) co najwyzej jedna z tych kombinacji moze generowaé covery i
mozna to wykry¢é nie patrzac na reszte tekstu (moze poza sprawdzeniem, czy jest on unarny).

Definicja 1. (W tej sekeji) Kandydatem dla tekstu dwuwymiarowego T' nazywamy stowo jednowymia-
rowe U, dla ktérego:

e U jest borderem odpowiedniej kombinacji pierwszy (wiersz/kolumna), ostatni (wiersz/kolumna)
(jedynej ktorej bordery moga by¢é coverami tekstu T')

e Stosunek ilosci liter kazdego typu dla U jest taki sam jak dla T'

e Ten odpowiedni pierwszy (wiersz/kolumna) moze by¢ pokryty bez przecie¢ wystapieniami stowa U
oraz literami a

Fakt 3. Jesli stowo U jest kandydatem /coverem, to stowo pierwotne Uy, takie, ze U = UF dla pewnego
k > 0, rowniez jest kandydatem /coverem.

Lemat 2. Wezmy dwoch kandydatow U, V', takich ze U jest pierwotne, oraz |U| < |V|. Wtedy V musi
by¢ potega U.

Dowdd. Zatozmy, ze 6dpowiedni"jest pierwszy wiersz. Wiemy, ze U jest borderem V', oraz ze pierwsze
wystapienie V' w pierwszym wierszu sktada sie z roztacznych wystapieri stowa U, wolnych liter a plus
sufiksu dlugosci < |U|, ktory jest prefixem U (byé moze pustym).

Wiemy wiec, ze ostatnie |U| liter V tworzy z jednej strony stowo U = U'WU" a z drugiej U"a'U’
(dowolny z tych blokéw moze by¢ pusty).

Dostajemy réwnanie na stowach U'WU" = U"a'U’, z ktérego otrzymujemy natychmiast W = a
(licznosé liter a po obu stronach réwnania)

Jest ono réwnowazne réwnaniu

(U'a)(U"a") = (U"a")(U'al), czyli zy = yzx, z ktorego otrzymujemy

U= (Xd)PX, U =(Xa)iX,U" = (Xa")" X, gdzie p=q+r+ 1.

Teraz:

l



zalozmy, ze X sklada sie z liter innych niz a (w przypadku unarnym lemat trywialnie prawdziwy)
zalozmy tez, ze V sklada sie z s pelnych wystapien U, t wystapieii wolnych liter a oraz suffixu a'U’,

poniewaz stosunek liczby liter a do pozostatych w stowach a oraz a'U’ moze byé tylko wiekszy niz w
stowie U jedyna mozliwoécig aby ten stosunek w stowach U i V' byt taki sam jest to, zeby s =1 = 0. To
jednak oznacza, ze stowo V' jest potega stowa U (skoro U jest pierwotne, to X = U). O

Whiosek 4. Istnieje tylko jedna grupa kandydatow (catkowite potegi jednego stowa pierwotnego).
Whniosek 5. To samo dotyczy coverow, jako ze cover jest kandydatem.
Whiosek 6. To stowo pierwotne moze zosta¢ wyznaczone w czasie O(N).
Dowdd. Algorytm:
1. Wyznaczamy stosunek liczby wszystkich liter w tekscie T

2. Wyznaczamy ktora para pierwszy (wiersz/kolumna), ostatni (wiersz/kolumna) jako jedyna moze
zawiera¢ kandydatow i tworzymy z nich stowo przedzielone litera spoza alfabetu

3. liczymy pierwotne bordery utworzonego stowa

4. idac od poczatku stowa zliczamy ilo$¢ kazdej litery (wystarczy ilos¢ liter a i liter "nie a”) i kiedy
dochodzimy do dtugosci bedacej dtugoscia bordera poréwnujemy stosunek iloci liter a do tego w
calym tekscie.

5. sprawdzamy ktorzy z tych "prawie pokrywaja” wybrany wiersz/kolumne.

Czas O(N + (n+m) -min(n,m)) - najdrozszym krokiem jest policzenie stosunku liter w tekscie, czyli
wcezytanie inputu. O

Whiosek 7. Najkrotszy cover, oraz to czy w ogole cover istnieje potrafimy wyznaczy¢ w czasie O(N).
Twierdzenie 3. Potrafimy wyznaczy¢ wszystkie covery w czasie O(N).

Dowdd. Algorytm:

1. sprawdzamy, czy najkrétszy element grupy kandydatow pokrywa tekst T', jezeli tak, to zapamietu-
jemy to pokrycie w postaci roztacznych prostokatow pokrywajacych tekst (poniewaz cover ten jest
nieunarny, to pokrycie jest jednoznaczne, oraz prostokaty sa jednoznacznie poziome lub pionowe)

2. jesli dwa prostokaty stykaja sie krotszymi bokami, to taczymy je w jeden wiekszy (mozemy to zrobi¢
w dowolnej kolejnosci - zawsze wyjdzie to samo)

3. zliczamy dlugosci powstatych prostokatow

4. potegi najkrotszego covera, ktére rowniez sa coverami, to te, ktérych dtugosci dziela dtugosci kaz-
dego z otrzymanych prostokatéw, czyli wystarczy policzy¢ najwiekszy wspoélny dzielnik dlugosci
prostokatow i zwroci¢ wszystkie jego dzielniki bedace wielokrotnosciami diugosci najkrotszego co-
vera.

O



1.3 Przypadek d x 1 (d <)

Lemat 3. Tekst unarny n x m moze by¢ pokryty przez (unarnego) covera d X | w dwoch przypadkach:
(a) d dzieli dtugosé jednego boku tekstu, zas [ drugiego

(b) nww(d, ) dzieli dtugosé jednego boku tekstu, zas dtugosé drugiego boku jest postaci a-d+b-1, dla
catkowitych a,b > 0.

Dowdd. 7 przypadku jednowymiarowego wynika, ze zarowno d jak i | musza dzieli¢ co najmniej jeden z
bokow (prostokat d x | mozna roztozy¢ na prostokaty 1 x d lub 1 x I, co tylko ulatwiloby pokrycie).

Jesli zachodzi przypadek (a), to istnieje oczywisty uklad prostokatow d x I, ktorym mozna pokry¢
prostokat n x m. Zalézmy wiec dalej, ze nww(d,l) dzieli m.

Jesli n mozna wyrazi¢ w postaci a-d+b-l, to pokrycie otrzymujemy poprzez polozenie a warstw poziomo
i b warstw pionowo (dzielimy tekst wedlug wysokosci na dwie czesci - a - d i b - [, pierwszg pokrywamy
uzywajac wylacznie wystapien poziomych, za$ druga uzywajac wylacznie wystapieri pionowych).

7 drugiej strony. Jezeli istnieje cover, to jego wystapienia dziela te kolumne, na rozlaczne odcinki
dlugosdci d oraz [, a wiec n musi byé¢ wyrazalne w powyzszej postaci. O

Lemat 4. Macierz d x [, w ktoérej: macierze d x d - skrajnie lewa i skrajnie prawa sa symetryczne, oraz
ktora posiada okres poziomy d rozbija sie na symetryczne macierze nwd(d, 1) X nwd(d, ). Co wiecej wiersz
i + nwd(d, 1) jest cyklicznym przesunieciem wiersza i o nwd(d, 1) pozycji.

Dowdd. Niech 1 < z =nwd(d,l) < d.

7 symetrii skrajnie lewej podmacierzy d x d wynika, ze podmacierze z X z na jej przekatnej sa sy-
metryczne. Analogiczna wlasnosé zachodzi dla podmacierzy na przekatnej skrajnie prawej podmacierzy
d x d. 7 poziomej okresowosci te macierze z X z wystepuja rowniez w skrajnie lewej macierzy d X d, jed-
nak (poniewaz z # d) nie na glownej przekatnej (tutaj przez pozostate przekatne mam na mysli gtowna
przekatna przesunieta cyklicznie w prawo). Korzystajac kolejny raz z symetrii skrajnie lewej macierzy
d x d pokazujemy ta wlasnos¢ dla kolejnej przekatnej (symetrycznej do tej poprzedniej). Korzystajac
z poziomej okresowosci przechodzimy do skrajnie prawej podmacierzy i tak dalej, az pokazemy ta wta-
snos¢ dla wszystkich podmacierzy z x z (I/z oraz d/z sa wzglednie pierwsze, wiec nie zapetlimy sie przed
przejsciem przez wszystkie przekatne).

Dla z =1 lub z = d lemat jest trywialny.

Wtasnosé ¢o wiecej"wynika z tego, ze macierze na pozostatych przekatnych sa cyklicznie przesunietymi
macierzami na gtownej przekatnej (przy czym to jest bardziej taka ciekawostka, bo aktualnie nie jest to
uzywane w algorytmie). O

Twierdzenie 4. W przypadku coveréw d x [ algorytm zachtanny réwniez dziata.

Dowdd. Zatézmy, ze wymiary kandydata oraz tekstu spelniaja wlasnosé okreslona w lemacie 3.
Rozwazmy przypadki:

0. Wszystko jest unarne - juz rozpatrzony w lemacie 3.

1. Przypadek pseudounarny - tekst podzielony na fragmenty nwd(d, ) sktada sie z samych fragmentow
symetrycznych - mozemy zastosowaé redukcje - zamiane blokow nwd(d, 1) x nwd(d, 1) na pojedyncze
litery (robimy to w czasie liniowym od wielkosci tekstu).

2. Kandydat jest unarny, za$ tekst nie, lub kandydat sklada sie z symetrycznych blokow nwd(d, 1) x
nwd(d, 1), za$ tekst nie - nie ma pokrycia.

3. Macierz utworzona z pierwszych d X d elementéw kandydata nie jest symetryczna - algorytm za-
chlanny dziala - kiedy staramy sie pokry¢ pierwsza leksykograficznie jeszcze nie pokryta pozycje,
to podmacierz d X d z lewym gérnym rogiem zawierajacym ta pozycje jednoznacznie wyznacza, czy
mozemy zaczal tu wystapienie poziome, czy pionowe (lub od razu odrzuca kandydata).

Analogicznie postepujemy gdy ostatnia macierz d x d nie jest symetryczne (tylko pokrywamy od
dolnego prawego rogu).



4. Kandydat nie ma okresu poziomego d (po podziale na macierze d x d (i jedng d x [ mod d) nie
wszystkie sg rowne pierwszej = “takie wystapienie litery innej niz a”).

Ten przypadek dziata analogicznie do przypadku jednowymiarowego - pierwsze wystapienie macie-
rzy roznej od tej pierwszej d X d i zaczynajacej sie na pozycji bedacej wielokrotnoscia d w pierwszym
niepokrytym wierszu implikuje pierwsze poziome wystapienie kandydata.

5. Kandydat ma okres poziomy d.

Jesli nwd(d,l) > 1, to korzystajac z lematu 4 zachodzi przypadek 1 lub 2. Zalézmy wiec, ze
nwd(d,l) = 1.

Zauwazmy, ze jesli chcemy zacza¢ wystapienie (poziome lub pionowe) po poziomym wystapieniu
kandydata (w tym samym wierszu), to nastepuje ztamanie okresu (w przeciwnym przypadku kan-
dydat mialby okresy d oraz | — d, a wiec i nwd(d,l) = 1, a wiec bylby unarny - przypadek 0 lub
2).

Tak wiec tutaj rowniez dziata algorytm zachtanny, z tg roznica, ze zamiast szukaé “pierwszej litery
roznej od a” (bloku d x d roznego od pierwszego) szukamy miejsca w ktorym tamie sie okres d (lub
np. mamy co$ juz pokryte pionowo).

O

Obserwacja 2. W przypadku 2D kazdy z przedstawionych algorytméw zachlannych moze zadziataé
blednie dla kandydata unarnego (w przeciwieristwie do przypadku 1D).

Obserwacja 3. W przypadku 3 (pierwsza macierz d X d niesymetryczna) zachlanny algorytm stworzony
dla przypadku 4 (macierz d x d symetryczna, ale kandydat nie ma okresu d) zadziala réwnie dobrze, przez
co dodatkowy algorytm zachtanny dla tego przypadku nie jest potrzebny.

Co wiecej algorytmy dla przypadkow 4 i 5 roznig sie tylko sposobem znalezienia pierwszego wysta-
pienia poziomego (na prawo od miejsca w danym wierszu), za$ pozostale rzeczy (kryterium znalezie-
nia/odrzucenia kandydata, znajdz pierwsze poziome wystapienie, a to co przed nim pokryj pionowo,
spamietuj to co zostato pokryte wystapieniem, ktore zaczynato sie wyzej) zostaja bez zmian.
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Przyktad 1.

Przyktad na uzycie algorytmu zachtannego z tamaniem okresu - pierwsze uzyte wystapienie covera w
pierwszym wierszu wystepuje dopiero przed miejscem ztamania okresu 2, pomimo tego, ze cover wystepuje
w tym wierszu tez juz wczedniej.

Inna sytuacja wystepuje przy znalezieniu ostatniego poziomego wystapienia, ktore zostato uzyte - w
przedostatnim wierszu okres nie tamie sie (po pozycji 2, gdzie konczy sie wystapienie pionowe), zas koniec
wystapienia poziomego wymuszony jest przez wystapienie pionowe, ktére zaczeto sie we wezesniejszym
wierszu.




