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Streszczenie
W pracy przedstawiono praktyczne zastosowanie zasady maksimum Pontriagina. Na podsta-
wie tego twierdzenia wyliczono optymalng ilo$¢ spotéw reklamowych oraz optymalny sposéb

inwestowania zwickszajacego atrakcyjnosé firmy, tak, by w okreslonym horyzoncie czasowym
uzyska¢ maksymalny dochod.

Stowa kluczowe

teoria sterowania, zasada maksium Pontriagina
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Tytul pracy w jezyku angielskim

Optimal management of television station. An aplication of control theory.
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Wprowadzenie

Wiasciwe zarzadzanie stacja telewizyjna wymaga uwzglednienia bardzo wielu czynnikow.
Optymalny rozwdj tego typu przedsiebiorstwa jest bardzo specyficzny i interesujacy, dla-
tego w tej pracy rozwazam wiasnie taki model firmy i stosuje do niego zagadnienia z teorii
sterowania. Teoria sterowania to jedna z galezi matematyki zajmujaca si¢ analizg i modelowa-
niem proceséw fizycznych, chemicznych czy spotecznych. W pracy skupiam si¢ na problemie
maksymalizacji ilodci kapitatu posiadanego przez stacje telewizyjna w chwili koncowej T'. W
tym celu tworze przyktadowy model przedsiebiorstwa, a nastepnie badam zaleznosci miedzy
zmiennymi. Czynniki uwzglednione w modelu sg najbardziej istotne w procesie determino-
wania dochodu stacji telewizyjnej. W pracy staram si¢ wyznaczy¢ dwa optymalne schematy
zarzadzaniem wybrana firma. Jest to ilo§¢ reklam umieszczanych w stacji oraz prawidlo-
wy sposob inwestowania w atrakcyjnosé stacji. Uwazam, ze te dwa problemy sa poddawane
czestym rozwazaniom w kazdej stacji telewizyjnej. W celu uzyskania wynikow powyzszych
rozwazan najpierw korzystam z twierdzenia o istnieniu sterowania optymalnego dla zagadnie-
nia w postaci Mayera. Nastepnie postuguje sie zasada maksimum Pontriagina. Dzieki temu
problem sprowadza si¢ do maksymalizacji funkcji Hamiltona.

Praca sktada si¢ z pieciu rozdzialow. W pierwszym rozdziale wyprowadzam matema-
tyczny model funkcjonowania stacji telewizyjnej oraz przedstawiam poruszane problemy. W
drugim zamieszczam definicje i twierdzenia, z ktorych korzystam w trakcie analizowania pre-
zentowanych zagadnien. Kolejne dwa rozdzialy dotycza rozwiazania poruszanych problemow.
Rozdzial ostatni zawiera wnioski dotyczace optymalnego zarzadzania stacja telewizyjng w
przedstawionym przeze mnie modelu.






Rozdzial 1

Przedstawienie problemu

Wybieram intensywnos$é¢ umieszczania reklam w stacji telewizyjnej tak, by zmaksymalizowaé
dochéd w okreslonym czasie.

Chce zmaksymalizowaé¢ Y (T') - catkowity dochdd stacji telewizyjnej w ustalonym prze-
dziale czasowym [0, T]. Moim sterowaniem jest intensywnosé¢ zamieszczania reklam w wybra-
nej stacji telewizyjnej - u(t). Wartosci sterowan znajduja si¢ w zwartym zbiorze sterowan
S = [Io, Ing].

Zadanie polega na znalezieniu optymalnego sterowania u* dla zasady maksimum sformu-
lowanej w postaci

mas (2 (T, u)

W swojej pracy rozwazam dwa problemy. Pierwszy z nich dotyczy optymalnego sterowania
intensywnoécia reklam umieszczanych w stacji telewizyjnej w celu uzyskania jak najwiekszej
ilosci kapitaltu w koncowym momencie czasu - T. W drugim problemie rozwazam problem
optymalnego inwestowania zapewniajacy maksymalizacje kapitatu w koncowej chwili T'.

1.1. Wyprowadzenie modelu

Przeanalizuje model dziatania stacji telewizyjnej opisanej za pomoca nastepujacych zmien-
nych:

Y'(t) - kapital stacji w chwili t
N(t) - ogladalnosé placéwki w chwili t
G(t) - koszty ponoszone przez stacje telewizyjna
P(t) - przychdd z reklam
I(t) - intensywno$¢ umieszczania reklam na antenie

Wszystkie przedstawione zmienne sg zalezne od czasu t, ktéry znajduje sie w przedziale
[0, T]. Przez ogladalnos$é placéwki rozumiem liczbe oséb, ktére w danym czasie ¢ wybieraja
analizowang stacje telewizyjna. Poczatkowo zakladam, ze koszty ponoszone przez stacje te-
lewizyjna okreslaja atrakcyjnos¢ danej stacji. Rozumiem przez to réznorodnosé programow,
wzgledy merytoryczne poruszanych tematéw, popularno$é prowadzacych oraz wszelkie kosz-
ty zwiazane z prowadzeniem dziatalnosci na okreslonym poziomie. Przez przychéd z reklam



rozumiem wplywy budzetowe zwigzane z wy$wietleniem spotu reklamowego przypadajacy za
okreslony czas antenowy.

Postuluje nastepujace zaleznoéci: Strumien wydatkow w biezacej chwili zalezy od kondycji
finansowej firmy:

Gt)=s-Y(t) (1.1)

gdzie
s obrazuje stalg ilo$¢ naktadow poniesionych w celu uzyskania okreslonej atrakcyjnosci stacji.
Oczywiscie s € (0,1)

Zakladam, ze przychdd stacji zalezy zaréwno od ogladalnosci stacji i intensywnoéci reklam.
Naturalna zaleznoécia jest zaleznosé¢ multiplikatywna:

P(t)=a-N(t)-I(t) (1.2)

gdzie
a to ustalona sita oddziatywania reklam na popyt odbiorcow

7 tak przyjeta zaleznoscig ilosé przypadkéw do rozwazenia znacznie wydtuza i utrudnia roz-
wigzanie. Dokonuje wiec linearyzacji powyzszego réwnania. Niech I*, oraz N* takie, ze:
|I* — I(t)| < €1, |N* — N(t)’ < €9

Zatem:

It)-N{t)=T"-N*"+I*(N(t) = N*)+ N*(I(t) = ") + €
[I(t) - N(t) —I"- N*| < |[I*(N(t) = N*)|+ |[N*(I(t) = I")| + € <
<€ -N({t)+e-I(t)+e <e

Wobec powyzszego linearyzacja wokdl punktéw dostatecznie blisko N (t) oraz I(t) pozwala
na zapisanie iloczynu w postaci sumy. Zatem, w dalszej czeéci pracy bede postugiwaé sie
nastepujaca zaleznoscia:

P(t)=a-N(t)+a-I(t) (1.3)

Zaktadam, ze strumien kapitatu stacji telewizyjnej jest roznica miedzy przychodem i kosz-
tami:

Zgodnie z (1.1) oraz (1.3) mozna przeksztalci¢ do postaci:

deit) — 0 N(t) +a-I(t) —s-Y(t) (1.4)

Kolejne zalozenie przyjete w modelu dotyczy zmian ilodci telewidzéw. Zakladam, ze sg uza-
leznione od funkcji uzytecznosci z ogladania danej stacji:
dN (t)

S = Lam,6)



Ze wzrostem intensywnosci powinniSmy spodziewaé sie spadku ogladalnosci danej stacji.
Wzrost kosztéw ponoszonych przez firme wpltywa na réznorodnoéé i jako$¢é programow, co su-
geruje zwiekszenie popytu na dana stacje telewizyjna. Wobec powyzszego funkcja L(I(t), G(t))
posiada dodatnia pochodna czastkowa po zmiennej G(t), natomiast po zmiennej I(t) - ujem-
na. Zakladam, ze funkcja L(t) przyjmuje nastepujaca postac:

L(t) = d-G(t) — g - (1)

gdzie

stala d obrazuje sile przyciagania danej stacji na podstawie poniesionych przez nia kosztéw,
a stala g wskazuje na nieche¢ odbiorcéw na podstawie ilosci reklam w stacji telewizyjnej.
Oczywiscie d, g > 0 Zgodnie z (1.1) mozna zapisaé jako:

Lit)=d-s-Y(t)—g-I(t)

dzieki czemu otrzymuje:

(ﬂzt(t):d-s-Y(t)—g-I(t) (1.5)

Dostaje nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych:

Y(t) = a-N@t)+a-I(t)—s-Y(t),
(1.6)
Nt) = d-s-Y(t)—g-1(t).

W powyzszym modelu sterowaniem jest intensywnos$é reklam na antenie telewizyjnej I(t),
gdzie I(t) nalezy do przedziatu [ly, Ips]. Przez Iy rozumiem minimalng ilo$é emitowanych
reklam tak, by nawet w tym przypadku stacja uzyskiwala nieujemne dochody z emisji, na-
tomiast za Ij; przyjmuje maksymalna, regulowana prawnie ilos¢ reklam. Zgodnie z rozpo-
rzadzeniem Krajowej Rady Radiofonii i Telewizji jest to 12 minut na godzine. Wartoscia
pozadana jest maksymalizacja koficowego dochodu, czyli max Y (t). Zaktadam, ze w czasie tg
mam dang liczbe widzéw N(0) = Ny oraz warto$é poczatkowa dochodu Y (0) = Yj. Rozwa-
zania prowadze przy zerowej stopie procentowej.

Zaltozenie, ze koszty poniesione przez firme decyduja o jej atrakcyjnosci moze by¢ zbyt ogdlne.
W pierwszym problemie na koszty G(t) sktadaja si¢ takie pozycje jak koszty zatrudnienia pra-
cownikow, prezenterow telewizyjnych, koszty transmisji i produkeji, zakupu nowych urzadzen
i koszty podatkowe. Nie wszystkie z powyzszych maja bezposredni zwiazek z atrakcyjnoscia
stacji. W problemie drugim dokonam wigc rozgraniczenia na dwa rodzaje kosztow:

K(t) - wydatki inwestycyjne decydujace tylko o atrakcyjnosci. Rozumiem przez to koszty
zatrudnienia prezenteréow telewizyjnych i produkcji programéw.

R(t) - pozostale wydatki w postaci zatrudnienia innych pracownikéw, amortyzacji oraz po-
datkow. Zakladam, ze ta cze$¢ wydatkéw jest uzalezniona proporcjonalnie od ilosci kapitatu.

R(t) =r-Y(t) (1.7)
Zatem funkcja kosztow w problemie drugim przyjmuje postac:

G(t) =r-Y(t) + K(t) (1.8)



Przyjmujac powyzsze zatozenia do pozostatych koncepcji przedstawionych w tym rozdziale
moge zapisa¢ nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych:

Y(t) = a-N@t)+a-I(t)—r-Y(t) - K(t),
(1.9)
N@t) = d-K(t)—g-I(t).

W powyzszym modelu sterowaniem sg wydatki inwestycyjne zapewniajace atrakcyjnosé stacji
telewizyjnej K (t), gdzie K (t) nalezy do przedziatu [0, Ky|. Nakladam dodatkowy warunek na
ilos¢ wydatkéw inwestycyjnych. Zakladam, ze catkowita warto$¢ inwestycji wynosi:

T
/‘Kmﬁ:A
0

Chce zmaksymalizowaé koncowy dochdd, czyli max Y (t). Zakladam, ze w czasie tp mam dana
liczbe widzéw N (0) = Ny oraz wartos¢ poczatkowa dochodu Y (0) = Yy. Wielkoé¢ intensyw-
nosci reklam I(¢) = I jest na stalym, zoptymalizowanym poziomie zgodnie z rozwiazaniem
pierwszego zagadnienia.

Podsumowujac, rozwazam nastepujace problemy:

Problem 1.
Problem optymalnej intensywnosci reklam w trakcie trwania czasu antenowego, tak by w
konicowym czasie T uzyska¢ maksymalng warto$¢ dochodu

max Y (t)

I(t)€[0,T]

Problem 2.
Problem optymalnego rozplanowania wydatkéw inwestycyjnych gwarantujacych atrakcyjnosé
stacji w celu maksymalizacji iloéci kapitalu w chwili konicowej T'.

max Y (t)
1(¢)€[0,T]

z warunkiem na calkowita warto$¢ wydatkéw inwestycyjnych:

T
/'Kmﬁ:A
0
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Rozdziat 2
Pojecia 1 twierdzenia

W tym rozdziale znajduja sie najwazniejsze definicje oraz kluczowe twierdzenia, ktérych uzyje
w dalszej czesci pracy.

2.1. Podstawowe pojecia

Rozwazam zagadnienie poczatkowe dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego

.’B(t) = f(t,x(t),u(t))
z(0) = xg

gdzie zg € R",x : [0,T] — R oraz u € U jest sterowaniem dopuszczalnym.

Definicja 2.1.1 Funkcjonal kosztu jest to funkcjonal V : R — R"™ postaci

T
v :/ L(t, x(t), u(t))dt + (T, =(T))
0

gdzie x(t) jest trajektorig odpowiadajacq sterowaniu u(t) € U. Koszt biezqcy odpowiada
funkegi L(t, xz(t), u(t)), natomiast koszt koncowy jest postaci ¢(T,x(T))

Definicja 2.1.2 Funkcja Hamiltona jest to funkcja postaci H(x,p,u,t) = p* f(t,z,u). Z
Hamiltonianem zwigzane sq¢ nastepujgce zalezno$ci wykorzystywane w zasadzie maksiumum
Pontragina:

) 0H
P= "%
. OH
o

Definicja 2.1.3 Zagadnienie optymalizacyjne Mayera jest postaci

T X(T
ueﬂﬁ;ﬂ( , X (T, u))

z warunkiem poczgtkowym
z(0) = xg

oraz koncowym
(T,z(T)) e S

gdzie S oznacza zbiér docelowy
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2.2. Twierdzenie o istnieniu sterowania optymalnego

Twierdzenie 1 Istnienie sterowania optymalnego dla zagadnienia Mayera [Twierdzenie 5.1.1.,
BP]

Zalozenia:
1. Zbior wartoéci sterowan jest zwarty T,

2. Funkcja f :]0,00)x R™ x U — R" jest ciggla wzgledem wszystkim zmiennych, rézniczko-
walna w sposéd ciggly wzgledem x € R,

3. Dla dowolnego (t,x,u) funkcja f spelnia |f(t(z,u)| < C(1+ |z|),

4. Zbior predkosci F(t,x) = f(t,x,u) : u € U jest wypukly dla wszystkich t € [0,T],z € R"
5. Funkcja ¢ jest ciggla,

6. Zbior docelowy S jest domkniety i zawarty w pewnym pasie [0,T] x R™,

7. Istnieje trajektoria x spelniajgca warunki poczatkowe i koricowe x(0) =z, (T,xz(T)) € S,

wtedy istnieje sterowanie optymalne dla zagadnienia:

T,X(T
oonax (T, X(T,u))

2.3. Zasada Maksimum Potragina

Zalozenialy
Zbior Q2 C R x R™ jest otwarty, funkcja f = f(x,t,u) jest ciagla na Q x U oraz rézniczkowalna
w sposOb ciagly wzgledem x i t. Funkcja ¢g jest rézniczkowalna w sposéb ciagly.

Twierdzenie 2 Zasada Maksimum Pontragina dla ustalonego czasu koncowego [Twierdzenie
6.1.1., BP]

Niech bedq spelnione zalozenia $ dla zagadnienia w postaci Mayera oraz niech v* : [0,T] — U
bedzie sterowaniem optymalnym dla problemu i x* trajektorig odpowiadajgcg temu sterowaniu.
Wowczas istnieje nietrywialny, ciggly wektor wierszowy p(+) taki, ze

p(t) - _%(‘T y D, U 7t)7

z warunkiem
p(T) = Vago(z(T,u"))

Niech p*(t) oznacza rozwigzanie powyzszego uktadu, wtedy:

H(z*,p*,u*,t) = max H(z", p*, w, t)
welU

dla prawie kazdego t € [0,

12



Twierdzenie 3 Zasada Maksimum Pontragina z zadanymi wiezami [Twierdzenie 6.3.1., BP]
Niech bedg spelnione zalozZenia <> z dodatkowym zaloZeniem, Ze wszystkie funkcje ¢; dla i =
1,..,k sq rézniczkowalne w sposéb ciggly oraz niech u* : [0,T] — U bedzie sterowaniem
optymalnym dla problemu i x* trajektorig odpowiadajgcq temu sterowaniu.

Dodatkowo zaklada sie, Ze wektory Vo; = (%, 8?1 8‘@2) dlai=1,2,..n sq liniowo niezaleine

w punkcie z*(T'). Wéwczas istnieje nietrywialny, ciggly wektor wierszowy p(-) taki, ze

p(t) - al’ (.’B y D, U 7t)a

Niech p*(t) oznacza rozwigzanie powyzszego ukladu, wtedy:

H(x*,p*,u*t) = u)ggl%f(a:*,p*,w,lt)

dla prawie kazdego t € [0,T]. Istniejg stale \o,..., k, gdzie Ao > takie, Ze

S (00 00
rep)(D) =20 (G 51t

13






Rozdziat 3

Rozwigzanie problemu 1

W tym problemie rozwazam zagadnienie maksymalizacji dochodu stacji telewizyjnej, czyli:

max  Y(t)
I(t)E[Io,I]M]

Zgodnie z nastepujacym ukladem réwnan rézniczkowych:
Y(t) = a-N@t)+a-I(t)—s-Y(t),

Nt) = d-s-Y(t)—g-1(t).

Dla utatwienia wprowadze nastepujaca notacje: Y (t) = x1(t), N(t) = x2(t), d-s = f
Dostaje nowa postaé¢ uktadu:

Z1(t) = a-zo(t) +a-ut)—s-xi(t),

Xo(t) = f-x1(t) —g-u(t).

3.1. Istnienie sterowania optymalnego

Uktad réwnan rézniczkowych spelnia zatozenia Twierdzenia o istnieniu sterowania optymal-
nego, poniewaz:

1. Zbiér wartosci sterowan jest domkniety i ograniczony, zatem jest zwarty,

2. Funkcje fi(t, 1, x2,u) oraz faot,z1,x2,u) sa ciagle wzgledem wszystkich zmiennych oraz
maja ciggle pochodne czastkowe zatem sa roézniczkowalne w sposéb ciggly,

3. Funkcje spelniaja réwniez ograniczenia postaci |f(t(x,u)| < C(1 + |z|), poniewaz obie
funkcje sa liniowe,

4. Liniowo$¢ f1 oraz fo zapewnia réwniez wypuktosé zbioru predkodci,

5. Funkcja ¢ = x1 zatem jest ciagla,
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6. Istnienie trajektorii: Zalézmy, ze intensywnosé¢ zamieszczania reklam wynosi Ip;. Wte-
dy zgodnie z twierdzeniem Picarda o istnieniu i jednoznacznoéci rozwigzania zagadnienia
Cauchy’ego istnieje trajektoria spelniajaca warunki poczatkowe i osiagajaca zbiér docelowy
S=TxR2
3.2. Zastosowanie Zasady Maksimum Pontragina
Hamiltonian rozwazanego uktadu wyglada nastepujaco:

H(p1,p2,t,x1,22) =pi(a-z2+a-u—s-z1) +p2(f 21— 9 u)

Chce znalez¢é sterowanie optymalne u* € U dla ustalonego punktu koncowego. Zgodnie z
zasadg maksimum Pontragina sterowanie optymalne maksymalizuje wartos¢ Hamiltonianu:

pi(azs + au — sz1) + p2(fr1 — gu) = glgg{pl(a@ +aw — sx1) + p2(fr1 — gw)} =
= p1axg — p1sT1 + p2fr1 + glg}i{w(—me + p1a)}
Sterowanie nalezy do przedziatu [Iy, Ins] zatem maksymalizacja Hamiltonianu polega na:
Ing gdy —g-p2+a-p1 >0
u= Ipgdy —g-pa+a-p;1 <0 (3.2)

7gdy —g-p2+a-p1 =0

o0H

W celu znalezienia optymalnego sterowania postuze si¢ zaleznoscia p = —%- dostaje:
o= L =p-s—pf
P = 9L =—pi-a
Zasada Maksimum Pontragina méwi réwniez o nastepujacym warunku:
¢ 99
T)=(z—,=—)=1(1,0 3.3
PT) = (G 50) = (1,0) (33)

Otrzymuje uktad réwnan rézniczkowych jednorodnych, ktéry mozna zapisaé w postaci
macierzowej:
poy_( s —f D1
P2 —a 0 P2
Licze wartosci wlasne macierzy:

det g -

oA ‘Z(S—A)(—/\)—MZO

Wobec powyzszego otrzymuje:

_ /g2 4
S A S+fa<0 Ay =

A= 2 2
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Zastosowane nieréwnosci wynikaja z dodatniosci a, f, s. Wektory wtasne dla obliczonych war-
tosci to:

s—+/s2+4fa s++/s2+4fa
Vi = B 2a Vo = o 2a

1 1

Czyli v1eM?t, vt tworza baze rozwigzan i wyznaczaja macierz fundamentalng et. Rozwia-

zanie ukladu jednorodnego jest postaci:

At —sTVsit4fa —s—1/s?+4fa

. i VA L eet
X — clL-e %a +co-e 5a

. e)\lt Aot

Cc1 +co-e

oraz z warunkiem:

Zgodnie z (3.3) wyznaczam stale ¢, oraz c:

ae~MT —ae

T Vafars 77 VAot 2

Otrzymuje nastepujace postacie funkcji p; oraz ps:

1
+e2(t=T) (8 + 2) (3.5)

p)y=ent-n( =5 1
2v/4fa+ s 2 2\/4fa + s?

_ ekl(t—T) a €>\2(t—T) —a
pa(t) = (m) i (m) (3:6)

Analizujac pochodne obu funkcji zauwazam, ze funkcja pa(t) jest malejaca:

op1 M (1 —S 1 _ s 1
e ) S —T— R} A2(t-T) S
ot 1 2y4Afa+s* 2 2 2y/4fa+ s> 2

2 _y om0
ot Vafa+ s2 Vafa+ s?

Poniewaz: A1 < 0, Ao > 0, oraz:

a —a
\/4fa+52 >0, \/4fa+32 <0

Na podstawie ogdlnych zalozen nie mozna stwierdzié, czy pi(t) jest réwniez funkcja male-

jaca, gdyz:
- +%>0,0ra2¥+%>0

2+/4fa+s? 2+/4fa+s?
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Zgodnie z (3.2) sterowanie optymalne zalezy od wartosci funkcji py (¢) oraz pa(t). Rozwiazanie
ponizszego rownania odpowiada sytuacji, w ktorej sterowanie optymalne przyjmuje wartosé
Iy

a-pi(t) —g-pa(t) >0

Podstawiajac réwnania na p;(t) oraz pa(t) otrzymuje zaleznosé:
yme-ny (=8 Wy oeeen (s 1
a-e + +e +
(2\/4fa+32 2) (2\/4fa+32 2

B Dl e B (] (N, I
Vafa+ s2 Vafa+ s?

W celu rozwiazania nieréwnosci warto postuzy¢ sie faktem, ze funkcja pa(t) jest malejaca.
Zatem réwniez g - pa(t), bo g > 0. Postaé¢ rozwiazania i istnienie punku przelaczenia jest
uzalezniona od wielkoSci obu funkcji w 0. Mozna to zilustrowaé na wykresie:

Rysunek 3.1: Wykresy funkcji p1(t) oraz pa(t)

7 rysunku mozna latwo odczytaé, ze w przypadku pierwszej sytuacji sterowanie optymalne
jest postaci u = Ip;. Poniewaz a - pi(t) > b- pa(t) na [0,7] Warunek bedzie speliony, gdy
a-p1(0) > g p2(0).

Warunkiem istnienia punktu przetaczenia jest a - p1(0) < g - p2(0). Wtedy istnieje 7, takie ze
a-pi1(7) = g - p2(7). Analogiczne wykresy mozna otrzymaé rozwazajac rosna postaé¢ funkeji

p1(t). Réwniez w tym przypadku, punkt przetaczenia istnieje, gdy a - p1(0) < g - p2(0).
Podsumowujac, sterowanie optymalne jest postaci:

Ipdlate [0,’7’)
u=« Iy dlate(r,T] (3.7)
?Tdlat =T

Wartosci funkeji w 0 sg nastepujace:

— 1 S 1
0 — )\1(_T) 78 + — + >\2(_T) - + —
p1(0) =e 5 h}”a T 2 e 5 —41"@ 2 3
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p2(0) = M) IS B CTC Y R
Vafa+ s2 Vafa+ s?
Przechodze do sprawdzenia, czy istnieje punkt przetaczenia:

a-p1(0) < g-p2(0)

alenen (=8 N Loeen( 8 LY _
2\/Afa+s2 2 2yAfa+s* 2

<g-

M T) ¢ 4T ¢
Vafa+ s2 Vafa + s?

(T (209 +sa—ayifat s < (-T) 2ag + sa + ay/4fa + s?
2v/4fa+ 52 2v/4fa+ s?

Zlogarytmowanie nieréwnosci bedzie mozliwe, gdy obie strony beda dodatnie.

2 V4 2 . . .
agtsataydfats’ 0, poniewaz state a, f, g, s sa wieksze od zera.
2+/4fa+s?

2ag+sa—ar/4fa+s?
2\/4fa+s2

jednego parametru. Np., dla ustalonego g = \/4fa + s2

Zeby nieréwnosé > ( zachodzita nalezy zalozy¢ wartosé przynajmniej

Po zlogarytmowaniu otrzymuje:

2ag + sa — av/4fa + s2 < M(=T) +1In 2ag + sa — a\/4fa + s2
2/4fa + s2 2 2v/4fa + s2

Ostatecznie mozna zapisac:

)\1(—T) + ln(

2ag+safa\/4fa+52

In <2ag+sa+aw /4 fa+s? )
T <

In 2ag+sa+ar/4fa+s?
2ag+sa—a\/4fa+52
(3.9)

= Vafa+ s2

. . . . 2 V4 2 . 4
Zauwazam, ze v > 0 poniewaz \/4fa + s2 > 0 oraz agtsatay/ifatst 1, czyli wartosé

2ag+sa—ar/4fa+s?

logarytmu jest dodatnia.
Zatem punkt przelaczenia istnieje, jezeli:

T <~ (3.10)

Punkt przelaczenia wyznaczam z warunku:
a-pi(7) =g p2(7)
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eneren (=8 1) L oeen LR |
¢ [e (2\/4]‘@—1—82 2) ‘ 2v/4fa+ s 2
=g- e)‘l(_T"‘T) L +e>\2(_T) —a
Vifa+s? Vifa+s2

Dla ustalonego g w tym przyktadzie moge zlogarytmowaé réwnanie:

2ag + sa — av/4fa + s2 No(—T4r) [ 2a9 + sa+a/4fa + s
=e
2v/4fa + s2 2\/4fa + s?

2 —a\/4 2 2 —av/4 2
M(=T +7)+In ag + sa —av/4fa+ s (=T 4 7) +n ag + sa —av/4fa+ s
2\/4fa + s? 2\/4Afa + s?

Co pozwala uzyskaé:

e/\l(*TJrT) (

n <2ag+sa+a Y 4fa+32> + MT — T

2ag+sa—a\/4fa+s2
T =
A2 — A1

(3.11)

Ostatecznie: dla T' < v sterowanie optymalne jest postaci:

Iydlate[0,7)
u=4q Ipydlate(r,T]
[Io,IM] dlat=r

Natomiast dla T" > ~ sterowanie optymalne przybiera postac:

u(t) = Iy dla t € [0, 7]

20



Rozdziatl 4

Rozwigzanie problemu 2

W tym rozdziale rozwazam zagadnienie maksymalizacji dochodu stacji telewizyjnej

max Y ()
K(t)eU

Zgodnie z nastepujacym ukladem réwnan rézniczkowych:
Y(t) = a-Nt)+a-I(t)—r-Y(t)— K(t),
N(t) = d-K(t)—g-I(t).

W tym problemie przyjmuje, ze wielko$¢ inwestycji jest stala, zoptymalizowana. Moge
wiec dokonaé¢ przeskalowania zmiennych oznaczajacych ilo$é¢ kapitatu i ogladajacych:

Y(t)— Y(¢) ./Ota-I(s) ds

N(t) — N(t) — /Otg L I(s) ds
Zgodnie z oznaczeniami z poprzedniego rozdziatu ukltad réwnan mozna zapisaé jako:
Zi1(t) = a-wzao(t) —r-21(t) — K(t),
Za(t) = b- K(t).
Dodatkowo zaktadam, ze dodatkowe koszty spelniaja ograniczenie:

T
/ K(t)dt = A
0

co zrealizuje przez wprowadzenie dodatkowej zmiennej:

353 (t) = u
1'3(0) = 0
T3 (T) = A
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Zatem koncowy uktad wyglada nastepujaco:

Z1(t) = a-xzot) —r-z1(t) — u,
1:2 (t) = b- u,
ZL;3(t) = U.
7 warunkami poczatkowymi:
21(0) = x4
r2(0) = a3
oraz warunkiem koncowym:
T3 (T) =A

W tym problemie chce uzyskaé:

I}Llea(}( do(z(T,u))

z zadanymi wiezami:
¢i(x(T,u)) =0
w tym zadaniu: ¢g(x(T,u)) = x1, 1 = x3 — A

4.1. Istnienie sterowania optymalnego

Uktad réwnan rézniczkowych spetnia zalozenia Twierdzenia o istnieniu sterowania optymal-
nego, poniewaz:

1. Zbiér wartosci sterowan jest domkniety i ograniczony, zatem jest zwarty,

2. Funkcje f1(t, 1, 22,73, u), fa(t, v1, 22,73, u), f3(t, 71, 72,73, u) sa ciagle wzgledem wszyst-
kich zmiennych oraz maja ciggle pochodne czastkowe zatem sa rézniczkowalne w sposob

ciagly,

3. Funkcje spelniaja réwniez ograniczenia postaci |f(t(x,u)| < C(1 + |z|), poniewaz obie
funkcje sa liniowe,

4. Liniowos$¢ f1 oraz fy tak samo jak w poprzednim przyktadzie zapewnia réowniez wypu-
ktos¢ zbioru predkosci,

5. Funkcja ¢ = x1 zatem jest ciagla,

6. Istnienie trajektorii: Zalézmy, ze u == Kg. Wtedy:

T T
/ udt:/ Kodt=K, - T
0 0
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Korzystam z zatozenia modelu:
T
/ udt=A
0

Ky-T=A

Istnienie rozwiazania zalezy od spelnienia warunku:

zatem

Koy T>J

4.2. Zastosowanie Zasady Maksimum Pontragina

Tworze Hamiltonian opisanego w tym rozdziale uktadu:

H(p1,p2,p3,t,x1,22) =p1(a-zo—r-x1 —u)+p2-b-u+p3-u

Chce znalezé sterowanie optymalne u* € U dla ustalonego punktu koncowego. Zgodnie z
zasada maksimum Pontragina sterowanie optymalne maksymalizuje wartos¢ Hamiltonianu:

pi(azy — rey —u) + pabu + pau) = %}({pl(m — 1T — w) + pabu + paw)} =
= praxy — pirey + glgg{w(—m + bpa + p3)}

Sterowanie nalezy do przedziatu [0, Ky| zatem maksymalizacja Hamiltonianu polega na:

Ko gdy —p1 +bpz2 +p3s >0
U= 0gdy —p1 +bpa +p3 <0 (4.1)

?gdy —p1 +bp2+p3=0
Wyznacze funkcje p1, ps, p3. Korzystam z zaleznosci:

) = —8—H(x* u, t)
p_ aw 7p7 9

nt) = =84 =p-r,

. 4.2
pg(t) = —% = —pl . a7 ( )
ps(t) = 5§ =0

Zauwazam, ze funkcja ps jest stala, poniewaz ma zerowag pochodng.
Do wyznaczenia funkcji p1, p2, p3 skorzystam z nastepujacej wlasnosci: Istniejg state A, .., Ag,
gdzie \g >, ze:

S (00 00
rep)(D) =20 (Gt 51t

Otrzymuje:
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P3 0 1
p1(T) = Ao
P2 (T) = 0
p3(T) = M\t

Wobec powyzszego ps = A1.
Rozwiazuje teraz p;. Jest to réwnianie rézniczkowe jednorodne:

p1(t) =rpr

dpy
b1

Catuje obustronnie i dostaje:

Inlp1| =rt+ C, gdzie C € R
p1 =et + Oy, gdzie C1 € R

Stata C'y wyznaczam z:

pi(T) = Ao
Clert = )\0
Cq = )\oefrT

Zatem:
1 (t) — )\Oer(t—T)

Teraz moge wyznaczy¢ po:
pa(t) = —pra = —Xoe" " Da

Catkuje obustronnie i otrzymuje:
pg(t) = _%er(t—T) + Cy, gdzie Cy € R

(9 wyznaczam z warunku:
P2 (T) =0

*¥€S(T‘T) +Cy=0

A
C, = 204
r
Otrzymuje: \
[
pa(t) = 7%[6 (t=T) _ 1]

Zatem funkcje p1, ps, p3 sa postaci:

I (t) _ /\Oer(t—T)
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Aoa

paft) = ~ 2Lt —
S
p3(t) =\
Zalezy mi na znalezieniu wartosci wyrazenia
Aoab ab

Aoe" D1 4+ =)
r T

—p1+bpa+p3s=—\ +

Jest to funkcja malejaca, zatem moze istnie¢ tylko jeden punkt przetaczenia. Sterowanie
optymalne jest wiec postaci:

Ko gdy =M1 + 2222 — 2gert=T)[1 4 2b] > ¢
u= 0 gdy =\ + % — e D1 + %b] <0 (4.3)

? gdy —A1 + 2222 — N\gert=T[1 4 2] = ¢
Punkt przelaczenia wyznaczam z warunku:

—p1 +bp2 +p3 =0

ab

Aogab
-1+ ¢ — )\oer(t_T)[l + 7] =0
Otrzymuje:
t* =in(o)+T
gdzie
_ %T +ab
r+ ab

Gdy t* € [0,T] wtedy istnieje punkt przelaczenia. Wartosé t* zalezy od wartosci In(o), ktéry
zalezy od niewiadome;j :\\—(1). Wartosé¢ o mozna wyznaczyé z:

T
/ widt =A
0

T * T
/ w¥dt = / w*dt + 0dt
0 0

t*
A = Kot* = Ko[in(o) + T

A*K()T
oc=¢€e Ko

Zeby zachodzilo rozwigzanie musi zachodzi¢ KoT > A. Ostra nieréwno$é gwarantuje,ze In(o)
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jest ujemny.
Punk przetaczenia jest postaci:

A— KoT A
=—+

T=_—

t*
Ky Ko
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Rozdziatl 5

Wnioski

7 rozwazan przedstawionych w poprzednich rozdziatach mozna wyciagnaé¢ nastepujace
wnioski dotyczace optymalnego zarzadzania stacja telewizyjna.

W pierwszym problemie strategia optymalnego lokowania iloéci reklam zalezy od ustalo-
nego czasu koncowego i wielkoéci zastosowanych parametréw. Na wynik koncowy maja wplyw
takie parametry jak: czes¢ kapitatu finansujaca biezace wydatki firmy (wspélczynnik s), sita
oddzialywania reklam na popyt odbiorcéw (wspélczynnik a), sily przyciagania danej stacji
(wsp6lezynnik d) oraz niecheci odbiorcéw do danej stacji na podstawie iloci reklam (wspo6t-
czynnik g). Jezeli zachodzi:

T < v dla v jak w (3.9) sterowanie optymalne polega na umieszczaniu minimalnej ilosci
reklam do pewnej chwili 7 jak w (3.11) oraz maksymalizacji tego wspolczynnika w kolejnym
przedziale czasowym.

T > ~ optymalne jest umieszczanie maksymalnej ilodci reklam w stacji telewizyjne;j.

Uzyskany wynik jest zgodny z postepowaniem wielu stacji telewizyjnych. Dane dotyczace
przychodow z reklam i ich iloSci mozna poréwnaé empirycznie na podstawie cotygodniowych
raportow Nilsen Audience Measurement. Zgodnie z raportem z dnia 10.05.2015 dochody TVN
byly drugie co do wielkosci innych stacji telewizyjnych, a audycje reklamowe i telesprzedaz
stanowily ponad 25% czasu antenowego. Najwiekszy dochdéd w tym okresie uzyskal Polsat.
Programy o charakterze promocyjnym stanowily ok. 18% czasu antenowego. W przypadku
tej firmy zachowanie mozna poréwnaé do sytuacji, w ktorej istnieje punkt przetaczenia, wte-
dy $rednia ilos¢ reklam w danym okresie bedzie stosunkowo mniejsza. Roznice w koncowym
dochodzie obu firm moga wynika¢ z odmiennego ustalonego czasu koncowego, ktéry okresla
maksymalizacje ilosci kapitatu. W przypadku TVN polityka zarzadzania stacja moze polegac
na maksymalizacji dochodu w pewnym czasie T,, > 7 a Polsatu dla Ty < .

7 raportu mozna rowniez uzyskaé¢ wnioski na temat istotnosci wspoétczynnikow uzytych w
modelu w ksztaltowaniu sie dochodéw firmy. Stacja TVP 1 z najwicksza ogladalnoscia uzy-
skata czwarty co do wielkoéci przychdd. Zatem sita oddzialywania reklam na popyt odbiorcow
(wspélczynnik a) jest jednym z kluczowych parametréw w prezentowanym w pracy modelu.
Réwnie wazna jest atrakcyjnoéé danej stacji. Przykladem moze by¢ stacja Teleb, ktorej do-
chéd jest niewielki a reklamy stanowia prawie 50% czasu antenowego i oferta programowa
jest uboga w poréwnaniu z innymi firmami.
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Zgodnie z danymi istotng role w ksztaltowaniu sie dochodu firmy stanowi jej atrakcyj-
noé¢. Drugi problem dotyczyl sytuacji optymalnego sposobu inwestowania gwarantujacego
duzg ogladalnos$¢ z ograniczonym pulapem inwestycyjnym. Zalozenie o okreslonej ilosci wy-
datkéw inwestycyjnych jest czesto przyjmowane w prawidlowym zarzadzaniu firma, nie tylko
w przypadku stacji telewizyjnych.

W drugim przypadku rozwiazanie optymalne jest postaci:

Jezeli jest spelniony warunek Ky -1 > A to optymalnym rozwiazaniem jest inwestowanie do
momentu 7 = KAO oraz w nastepnym przedziale czasowym nie czyni¢ juz zadnych wydatkow
inwestycyjnych.

Zas gdy K- T = A to nalezy inwestowaé¢ z najwiekszg intensywnoscia Ko przez caly badany
okres, czyli [0, T].

Wyniki sg réwniez zgodne z danymi. Odwolujac sie po raz kolejny do raportéw Nilsen Au-
dience Measurement to wtadnie stacje o najwiekszej roznorodnosci maja najwicksze dochody.
Stacje tematyczne cieszg sie zdecydowanie mniejszg popularnoécia jak i przychodami z reklam.

Podsumowujac, przytoczone strategie pozwalaja na maksymalizacje ilosci kapitatu po-
siadanego przez stacje telewizyjnag w chwili koncowej rozwazajac ilos¢ reklam lub wydatki
zwiekszajace atrakcyjno$¢ firmy. Otrzymane rezultaty potwierdzaja cotygodniowe raporty.
Nalezy jednak pamietaé, ze przytoczony model jest modelem teoretycznym i uproszczonym.
Zeby méc zastosowaé wyniki w praktyce mozna rozwazyé wiecej szczegdléw w postaci okre-
su w jakim chcemy uzyska¢ maksymalizacje dochodu. Preferencje odbiorcéw réznia sie w
zalezno$ci od okresu wakacyjnego lub zimowego. Réwniez mozna pokusié sie o lepsza precy-
zje dochodéw firmy, gdyz przychody z reklam stanowia jedynie o wiekszosci zyskow.Dobrym
przyktadem moga by¢ stacje panstwowe majac inne Zrodia finansowania, sposoéb i polityke
zarzadzania firma.
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