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Wprowadzenie

Intensywny rozwo6j matematyki stosowanej sprawia, ze réznego rodzaju modele matematycz-
ne sa obecnie coraz czesciej i z coraz wiekszym powodzeniem stosowane w wielu obszarach
ludzkiego zycia. Niniejsza praca dotyczy matematycznego modelowania ruchu ulicznego.

Aby zapewnié¢ bezpieczenistwo i komfort uczestnikom ruchu drogowego, zarzadzajacy in-
frastrukturag drogows powinni by¢ wyposazeni w precyzyjne narzedzia pozwalajace im przewi-
dywaé i odpowienio reagowaé na réznego rodzaju sytuacje na drogach takie jak tworzenie sie
korkéw, wypadki. Wiedze o mechanizmach tworzenia si¢ korkéw mozna wykorzystaé np. przy
projektowaniu autostrad, dbajac o jak najefektywniejsze rozmieszczenie $wiatet i punktow
poboru oplat.

Badania modeli opisujacych ruch uliczny zostaly zapoczatkowane przez Lighthilla i Whi-
thama w roku 1955 w ich pracy On kinematic waves II: A theory of traffic flow on long,
crowded roads uzupeinionej rok pézniej przez Richardsa w pracy Shock waves on the high-
way. Zostal w niej zaproponowany model LWR (od nazwisk autoréw). Jest to model ma-
kroskopowy, gdzie modelowana wielkoscia jest gestosé samochodéw na drodze. O tej pory
powstalo wiele innych modeli (w tym dyskretnych), jednak niniejsza praca skupia sie wlasnie
na oryginalnym modelu LWR.

Rozdzial pierwszy zawiera wyprowadzenie réwniania modelu. W rozdziale drugim zostaja
wprowadzone podstawowe pojecia i metody zwiazane ze skalarnymi prawami zachowania,
czyli klasa réwnan, do jakiej nalezy wspomniane réwnanie. Wreszcie, w ostatnim rozdziale
opisane sg przykladowe sytuacje w ruchu drogowym.






Rozdziatl 1

Prawo zachowania

1.1. Wyprowadzenie

Niech p(z,t) bedzie gestoécia samochodéw w punkcie z € R i chwili t € RT. Liczba samocho-
déw znajdujacych sie¢ w przedziale (z1,z2) w chwili ¢ wynosi

Z2
/ p(z,t)dx
z1

Przez v(z, t) oznaczmy predko$é samochodéw w punkcie z i chwili ¢. Liczba samochodéw prze-
jezdzajacych przez ustalony punkt x w czasie t wynosi p(z, t)v(z,t). Zaktadajac, ze calkowita
liczba samochodéw jest zachowywana (samochody nie sa niszczone ani nie powstaja nowe)
mozemy dla ustalonego przedzialu (z1,z2) zapisaé prawo zachowania w postaci catkowej.

Z2
dt Jo,

Zaktadajac, ze funkcje p i v sa odpowiednio regularne mozemy scatkowaé powyzsze roéw-
nanie wzgledem czasu.

plx,t)dx = p(x1,t)v(z1,t) — p(x2, t)v(x2,t) (1.1)

/ttz /:2 pi(x, t)dzdt = /ttz(p(ml,t)v(ffl,t) — p(xg, t)v(xe,t))dt (1.2)

/ / p(x, t)dxdt = _/;2/ Oxlp(z, t)v(x, t)|dzdt (1.3)

to xo
/ / po(,1) + Dup(a, Dyv(z, )] dadt = 0 (1.4)
t1 x1
Jako, ze x1 1 x9 oraz ty i ta byly dowolne, z rownania 1.4 otrzymujemy nastepujace prawo

zachowania
9p  9(pv)
ot ox

-0 . (1.5)

1.2. Model LWR

Réwnanie 1.5 nalezy uzupelnié¢ zadajac warto$¢ predkosci v. Modelujac sytuacje na drodze
musimy uwzglednié¢ istnienie maksymalnej gestosci ppmaz, przy ktérej samochody sa ustawio-
ne jeden za drugim. Oczekujemy réwniez, ze gdy p = pPmaz to v = 0. Ponadto gdy p = 0 to
UV = Umag, gdzie Unmae, to maksymalna dopuszczalna predko$é na drodze. W wielu modelach



ruchu ulicznego przyjmuje sie, ze predkosé v zalezy wylacznie od gestosci p tzn. v = v(p). Na-
turalny i najprostszy model spetniajacy powyzsze wymagania to model Lighthilla-Whithama-
Richardsa.

U = Umas(1 — —2—) (1.6)
Pmazx
Wéwczas prawo zachowania przyjmuje postaé
pt + 8m[pvmam(1 S )] =0 (17)
pmaa:

Powyzsze réwnanie mozna uproscié¢ skalujac je do postaci bezwymiarowej. Niech L i T beda
jednostkami odpowiednio odlegtoéci i czasu takimi, ze vyq: = % Podstawiajac

=7, =L, u:l—piﬁ
otrzymujemy w ten sposob
1 Pmax Pmazx
— O 1— =t s, 1.
Op = 700 5~ (1~ u)] o Ot (1.8)
Oulptman(l — L) = L0y fomaa P (1 — )2 (14 )] =~ () (1)
L 2 2 2T 2

max

Powyzsze obliczenia prowadzg do nastepujacego réwnania w nowych zmiennych x* i t*

2

_ Pmaz _ Pmax X u- _
0 s — P 0y () = 0 (1.10)
’I,L2

Piszac x zamiast x* i t zamiast t* oraz dodajac warunek poczatkowy otrzymujemy zagad-
nienie Cauchy’ego

u2

ut+(2

)z =0 (1.12)

u(z,0) = up(x) (1.13)

Taka uproszczona forma wyjsciowego modelu (tzw. toy model) ulatwi nam analize zagad-
nienia , a rOwnanie 1.12 to tzw. nielepkie réwnanie Burgersa.



Rozdziatl 2

Skalarne prawa zachowania

W tym rozdziale zajmiemy si¢ badaniem skalarnych praw zachowania, czyli réwnan po-
staci

u + [f(w))e =0 (2.1)

gdzie u = u(z,t) € R jest nieznana funkcja oraz f : R — R jest funcja gladka.
Réwnania tego typu wystepuja w opisie wielu zjawisk fizycznych m.in. w mechanice ptynéw
i opisie ruchu ulicznego. V2V poprzednim rozdziale zetkneliSmy sie juz ze skalarnym prawem
zachowania przy f(u) = %, czyli z nielepkim réwaniem Burgersa (dalej bedziemy pisaé
po prostu réwanie Burgersa). Przytoczona w dalszej czesci rozdzialu teoria stosuje sie do

ogoblnych rownan typu 2.1, jednak nasza uwaga bedzie w duzej mierze skupiona na réwnaniu
Burgersa.

2.1. Réwnanie Burgersa i metoda charakterystyk
Dane jest nastepujace zagadnienie Cauchy’ego

us + uu, =0 reR, t>0
u(z,0) = up(x) reR (2.2)

Do jego rozwigzania zastosujemy metode charakterystyk. W tym przypadku réwnania
charakterystyk przyjmuja postaé

z(0) = xg (2.3)

Zakladajac, ze z(t) oraz u(z,t) € C' sa rozwiazaniami odpowiednio réwnan 2.2 i 2.3
obliczmy



Oznacza to, ze u jest stala na charakterystykach

u(z(t),t) = u(x(0),0) = ugp(zo)

(2.5)
a same charakterystyki sa prostymi postaci

x(t) = uo(xo)t + xo (2.6)

Mozemy teraz geometrycznie skonstruowaé rozwiazanie zagadnienia 2.2. Chcac znalezé

u(z,t) sprawdzamy jaka charakterystyka 2.6 (tzn. dla jakiego xg) przechodzi przez punkt
(z,t) i zadajemy warto$é¢ u(z,t) = ug(xo).

Przyklad 1 (zastosowanie metody charakterystyk) Dane jest nastepujace zagadnie-
nie Cauchy’ego

ur + uthy, =0 t>0

0 :x<0
up(z) =4 = 2 €][0,1] 27)
1 zxz>1

Rozwiazanie geometryczne:

Rysunek 2.2: Wykres rozwiazania
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Przyklad 2 Rozwazmy nastepujacy warunek poczatkowy dla rownania Burgersa:

1 :x2<0
u(z) =4 1—x :2€][0,1] (2.8)
0 :z>1

Dla tak wybranego warunku poczatkowego dostajemy nastepujace obrazki:

X

15

Rysunek 2.4: Wykres "rozwiazania”

W tym przypadku ciagle rozwiazanie istnieje tylko dla ¢ < 1. Charakterystyki przecinaja
sie w punkcie ¢ = 1 i po tym czasie cigglte rozwigzanie przestaje istnie¢. Ogdlnie, najmniej-
szy taki czas tpin, W ktorym wystepuje przeciecie charakterystyk nazywamy momentem
przelamania (ang. breaking time). Powstaje problem, co dzieje sie z rozwiazaniem dla
t > tmin. Aby sie z nim uporaé nalezy wprowadzi¢ nowe, ogdlniejsze pojecie rozwigzania
tzw. stabe rozwigzanie. W szczegdlnosci bedziemy musieli dopusci¢ istnienie niecigglo$ci
rozwiazan. Wprowadzenie uogélnionych rozwiazan moze powodowaé utrate jednoznacznosci.
Aby wybraé jedno ,wlaéciwe” rozwigzanie podamy pewne ograniczenia w postaci warunkéw
(zwiazanych z fizyczna interpretacja réwnania) jakie musi spelniaé¢ rozwiazanie.

2.2. Moment przetamania

Aby obliczy¢ moment przelamania rozwazmy dwie rézne charakterystyki (dla zagadnienia
Cauchy’ego 2.2) startujace z punktéw z; i xe, ktére przecinaja sie¢ w pewnym punkcie ¢.

11



Witedy:

xr1 + U(](xl)t =x9 + u[)(xg)t (2.9)
Wryliczajac t otrzymujemy
— A
po T2 < (2.10)
uo(z1) — up(z2) uo(z1) — up(z1 + Ax)

Przechodzac do granicy z Az — 0 dostajemy

1
t:_ZIES (2.11)

Chcac znalez¢ najmniejszy (dodatni) taki czas szukamy minimum
1

timin = Min[————

zeR uo(aj)] (2.12)

2.3. Stabe rozwigzania

Wprowadzimy teraz zapowiedziane wczesniej pojecie stabych rozwiazan dla zagadnienia Cau-
chy’ego

u + [f(w)]z =0

u(z,0) = up(x) (2.13)

dla ¢t > 0.

Niech u bedzie klasycznym rozwiazaniem 2.13 oraz ¢ € C&, gdzie C¢ to zbiér funkcji klasy
C' o zwartym noéniku. Wtedy (supp ¢) N (t > 0) C D, dla pewnego prostokata D 0 <t < T,
a < x < b wybranego w taki sposéb, ze ¢ = 0 na prostych t = T, x = a, x = b. Mnozac
réwnanie 2.13 przez ¢ i catkujac po poélptaszcezyznie {t > 0} otrzymujemy

t>04/€R(ut+fz)¢dxdt:/D/(ut—i-fx)gzﬁdxdt:a/l)O/T(ut—i—fgg)qutda::O (2.14)

Caltkujemy przez czesci

b T b b T
//utqﬁdtdm = /u¢|ioT daz—//ugbtdtdzn =
a 0 a a 0
b b T
:/—uo(x)qb(x,O) dﬂz—//uqﬁtdtd:c
a a 0
oraz

T b T T b
[ [ feododr= [ gor=bde~ [ [ s,
0 a 0 0 a

Dodajac powyzsze sktadniki dostajemy

12



//(wm + f(u)dy) dz dt + / uppdr =0 (2.15)
t=0

t=0

Pokazalismy, ze jesli u jest klasycznym rozwiazaniem zagadnienia 2.13 to spelnione jest
roOwniez rownanie 2.15.

Definicja 2.3.1 (Stabe rozwiazanie). Ograniczong i mierzalng funkcje u(x,t) nazywamy
stabym rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego 2.13 z ograniczonym i mierzalnym warunkiem
poczgtkowym ug jesli dla kazdego ¢ € C§ zachodzi 2.15.

Motywacja dla wprowadzenia pojecia stabych rozwiazan bylo dopuszczenie istnienia roz-
wiazan, ktore nie sg ciggle. Okazuje sie, ze juz sam warunek 2.15 dostarcza pewnych ograni-
czen na zachowanie nieciaglosci.

Niech I bedzie krzywa, wzdluz ktorej u ma nieciagloéé (skok). Po obu stronach I' funkcja
u jest gtadka i ma dobrze zdefiniowane granice. Przez p oznaczmy wybrany punkt na krzywej
I', a przez D kulg o érodku w p. Ponadto niech I" bedzie opisywana w D przez z = x(t) a D
i Dy oznaczaja czedci kuli wyznaczone przez I'.

Y

Rysunek 2.5: Obszary catkowania

Zalézmy, ze ¢ € C}(D).

o://(u¢t+f¢x)dxdt://(uqbt+f¢$)dxdt+//(u¢t+f¢x)dxdt (2.16)
D D1 Do

Zakladajac, ze u jest klasy C' w D; mozemy skorzystaé z twierdzenia Greena.

k3

//(uqbt—l—f%)dmdt://(ué)t—i—(fqb)zdmdt ““-Gé“"“/—¢uda;+¢fdt:/¢(—udx+fdt)
D; D; D;

(2.17)
Jako, ze ¢ = 0 na brzegu D to odpowiednie catki po 0D; réwne sa catkom wzdtuz I'.

Q2
/ $(—uds + f dt) = / (—wyd + f(u) dt)
D, Q1

13



oraz
Q1 Q2
/¢(—u dx + fdt) = /qﬁ(—ur dx + f(uy) dt) = /qﬁ(ur dr — f(uy) dt)
Dy Q2 Q1

gdzie kolejnoéé¢ granic catkowania w powyzszej réwnosci jest konsekwencja przeciwnej orien-
tacji krzywej I' wzgledem orientacji brzegu Da. Ponadto w; = lim,_,,4)- u(w,t) oraz u, =
lim, ., 4)+ u(,t). Po dodaniu obu sktadnikéw otrzymujemy:

0= [ o=(u =) da + (f() = f(ur)) ) (218)
T

7 dowolnosci ¢ wynika

dr _ f(w) = f(ur)
T (2.19)

Zalezno$¢ 2.19 ma w mechanice plynéw swoja nazwe.

2.4. Warunek Rankine’a-Hugoniot’a

Predko$é s(t), z jaka porusza sie nieciaglosé w stabym rozwiazaniu skalarnego prawa zacho-
wania postaci 2.1 jest zadana wzorem

s(t) =

i jak pokazaliémy w poprzednim rozumowaniu wynika z samego réwnania 2.15. Wzor ten
nazywany jest warunkiem Rankine’a-Hugoniot’a.

flw) = f(ur)

U — Uy

(2.20)

Mozemy teraz wréci¢ do Przykladu 2, gdzie rozwazaliSmy réwnanie Burgersa z warun-
kiem poczatkowym

1 :x<0
up(x)=¢ 1—z :x€][0,1] (2.21)
0 :z>1
Obliczajac moment przelamania otrzymujemy t,;, = minger[———] = —-L =1 Zatem

ug ()
ciagle rozwiazanie bedzie istniato tylko dla ¢ < 1. W tym przypadku metoda charakterystyk

pozwala nam poda¢ jawny wzor tego rozwiazania.
Przypomnijmy, ze charakterystyki réwnania Burgersa to proste postaci

x(t) = uo(zo)t + xo (2.22)
oraz, ze rozwiazanie jest wzdtuz nich state. Odwracajac zalezno$¢ 2.22 znajdziemy roz-
wiazanie u(z,t) = ug(xo(z,t)).
o 29 < 0= ug(xg) =1

Zatem dla charakterystyki startujace z ¢ maja postaé z:(t) = t+xq oraz 9 = x —t < 0.
Stad u(z,t) =1dlaz <t

o 2o € [0,1] = up(zg) =1—xp
z(t) = (1 —zo)t +x0 = 20 = T4

Zatem dla x >t A 3:<1U(33a75):%

e xp>1=u(x,t)=1dlaz>1

14



Podsumowujac, dla ¢t < 1

1 <t
u(z,t) =4 =% <z <1 (2.23)
0 x> 1

Dla t > 1 skorzystamy z warunku Rankine’a-Hugoniot’a, ktéry dla réwnania Burgersa

upraszcza sie do postaci:
2 2
s= U WU (2.24)
2(uy — uy) 2

W naszym przypadku v; = 1, u, = 0, zatem s = %
Dla t > 1 przyjmujemy

e <l
wen={5 2SI 22

YLaczac 2.23 z 2.25 otrzymujemy stabe rozwiazanie réwnania Burgersa z warunkiem po-
czatkowym 2.21.

ﬂo:%@—n+1

z(t) =1t i
fi

Rysunek 2.6: Stabe rozwiazanie

15






Rozdziat 3

Modelowanie sytuacji na drodze

W tym rozdziale zajmiemy si¢ analiza prostych sytuacji na drodze, rozwiazujac rownanie
Burgersa z modelu LWR z odpowiednio dobranymi danymi poczatkowymi.

Definicja 3.0.1. Prawo zachowania us + [f(u)], = 0 z dolgczonym warunkiem poczgtkowym
postact

w x <0
uo(x):{ ui x>0 (3.1)

gdzie uj, ur € R nazywamy problemem Riemanna.

3.1. Sytuacja I

Opiszemy proces tworzenia si¢ korka na drodze. Powiedzmy, Zze samochody dojezdzaja z
umiarkowana gestoscia do konca korka w punkcie x = 0. W rozdziale pierwszym, aby uprosci¢
rownanie prawa zachowania, dokonaliémy zamiany zmiennych: v =1 — pi%' Zatem gestosci
maksymalnej odpowiada teraz u,., = —1. Problem Riemanna przedstawia sie nastepujaco:

ur + uuy =0

. 0 :2<0 (3.2)
“0(‘”)_{ 1 :2>0
Twierdzenie 3.1.1. Rozwigzaniem zagadnienia 3.2 jest dlat > 0 oraz x € R jest
w(z,t) = 0 :x<—%t (3.3)
’ - -1 :x > _it )

Dowdd. Jak widaé juz sam warunek poczatkowy jest nieciagly i od samogo poczatku bedzie-
my stosowa¢ warunek Rankine’a-Hugoniot’a. Dla problemu Riemanna przyjmuje on postaé

5= % co w tym przypadku daje s = —%. A wiec 7skok” w stabym rozwigzaniu obserwu-
jemy wzdluz prostej z(t) = —%t, ktéra okresla potozenie koncéwki korka w chwili ¢. Stabe
rozwigzanie ma postac:
0 :x<—3t
_ 2 4
O

Zmniejszajac (lub zwigkszajac) gesto$é u; zmniejszylibySmy (odpowiednio zwigkszyliby-
$my) tempo tworzenia sie korka.

17



Rysunek 3.1: Sytuacja I

3.2. Sytuacja II

Rozwazmy tym razem zagadnienie postaci

u + uugy =0

-1 :2<0
uo () = 1 :2>0

~

(3.5)

Modeluje on nastepujaca sytuacje. Dla x < 0 do momentu ¢ = 0 samochody stoja w korku
przed czerwonym $wiattem ustawionym w x = 0. W ¢ = 0 Swiatlo z czerwonego zmienia sie

na zielone.

Rysunek 3.2: Charakterystyki

Okazuje sie, aby zadaé¢ rozwigzanie na obszarze, ktérego nie pokrywaja charakterystyki

nie wystarcza sam warunek Rankine’a-Hugoniot’a.

18



Zdefiniujmy

—143 _143
-1 < ;2t -1 < +2t
2 <x <0 E t<ax <O
we)={ 2 T2 ISISY ey =y 2 T SRS (3.6)
-3 0<a< 2t —2 0<a< 2t
-3+41 —2+1
1 x> 22 1 x> 22

Zaréwno uy jak i wy spelniaja warunek Rankine’a-Hugoniot’a. W analogiczny sposéb
mogliby$émy zdefiniowaé nieskoniczenie wiele takich rozwigzan (zmieniajac wartosci stanéw
posrednich u pomiedzy —1 a 1). Potrzebujemy zatem dodatkowych kryteriéw wyboru ”wta-
Sciwego” rozwiazania.

3.2.1. Warunki entropijne

7 pomoca przychodzi fizyczna interpretacja réwnania. Nalezy wybraé¢ rozwiazanie najbardziej
"sensowne” z fizycznego puntu widzenia. To co rézni rozwiazania u; i ug od rozwiazania z
Sytuacji I jest kierunek charakterystyk. W Sytuacji I charakterystyki byty skierowane w
kierunku nieciagtosci, natomiast w przypadku u; i uo charakterystyki startuja z nieciagtosci i
sg skierowanie na zewnatrz. Wymogiem na to, aby charakterystyki byty skierowane w strone
nieciaglosci jest nastepujacy warunek.
Dla réwnania Burgersa:
u” (1) < s(t) <ut(t) (3.7)

Ogodlniej, dla prawa zachowania (przy zalozeniu wypuklosci f):

Flu™ (1) < s(t) < f'(u™(t)) (3-8)

Warunki te sa interpretacja fizycznej zasady moéwiacej, ze w zjawiskach fizycznych entropia
nie maleje. Stad ich nazwa to warunki entropijne.

Jako, ze uj i ug nie spelniaja warunkéw entropijnych potrzebujemy skonstruowaé takie
rozwigzanie, ktore bedzie je spelniato.

3.2.2. Fale rozrzedzeniowe

Ponizsze rozumowanie przeprowadzimy przy zalozeniu, ze f jest funkcja wypukta. Zauwazmy,
ze jesli u(x,t) jest rozwiazaniem problemu Riemanna to réwniez u(ax, at) dla o > 0 nim jest.
Zatem mozemy przyjac, ze u = u(§) dla § = §. Obserwacja ta prowadzi do nast¢pujacych
obliczen.

we+ [F()] = — () + F @O @] = (Fw@) - @ =0  (39)
Co w nietrywialnym przypadku (u/(£) # 0) implikuje
J(©) -7 =0 (3.10)
Pamietajac, ze f jest wypukla otrzymujemy
u(©) = ()7'(3) (3.11)

Rozwiazanie postaci 3.11 nazywamy falg rozrzedzeniowa.
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Twierdzenie 3.2.1. Rozwigzaniem zagadnienia 3.5 przyt > 0 i x € R spelniajgcym warunki
entropijne jest

-1 < =1
u(z,t) = 7ot <x<t (3.12)
1 x>t

Dowdd. Dla x < —t oraz x > t rozwiazanie jest zadane przez charakterystyki.
Znajdujemy postaé fali rozrzedzeniowej zgodnie z 3.11 obliczajac

2
n—1L U= \pn-1,7 z
Iy (2 y== 3.13
G =G =t (313)
Zatem
u(z,t) = % (3.14)
Dla (z,,tn) — (t, —t)
W, tn) = %" noee, g (3.15)
oraz dla (x,,t,) —— (t,t)
Tn n—oo
w(xp, ty) = P 1 (3.16)

n
Rozwiazanie 3.12 jest ciagle, wiec spelnia warunki entropijne. Mozna uznacé je za najbar-
dziej odpowiednie z fizycznego punktu widzenia.

O]
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