
Póªgrupy operatorów � ¢wiczenia 9 z 10.05.05r.

Uzupeªnienie do zaj¦¢ z 26.04 : uzasadnimy, »e�
ARe
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= (Arjuj;rjuj) : (1)

Otó»:

juj rjuj = 1

2
rjuj2 = 1

2
r((Re u)2 + (Imu)2) = Re urReu+ Im ur Imu;

Re(�uru) = Re[(Re u� i Imu)r(Re u� i Imu)] = ReurReu+ Imur Imu:

Dziel¡c strony powy»szych równo±ci przez juj dostajemy (1).

Zadanie 1. Zaªó»my, »e X � przestrze« Hilberta, A operator samosprz¦»ony i A > 0.

Wtedy e�At jest samosprz¦»ony.

Z de�nicji

e�At =
1

2�i

Z
�

(�+ A)�1e�td�

przy czym mo»emy zaªo»y¢, »e � = f�; arg j�j = �g, gdzie � 2 (�
2
; �). Niech �R :=

� \B(0; R), wtedy

e�At = lim
R!1

1

2�i

Z
�R

(�+ A)�1e�td�:

Natomiast

Z
�R

(�+ A)�1e�td� =

RZ
0

(rei� + A)�1ere
i�tei�dr �

RZ
0

(re�i� + A)�1ere
�i�te�i�dr:

Zatem0
@Z
�R

(�+ A)�1e�td�

1
A
�

=

RZ
0

(re�i� + A)�1ere
�i�te�i�dr �

RZ
0

(rei� + A)�1ere
i�tei�dr;

co po uwzgl¦dnieniu wspóªczynnika przed caªk¡ daje
�
e�At

�
�

= e�At.

Zadanie 2. Zaªó»my, »e X � przestrze« Hilberta, A operator samosprz¦»ony i A > 0. Wtedy

A� jest samosprz¦»ony.

Z de�nicji dla � > 0

A�� =
1

�(�)

1Z
0

t��1e�Atdt:
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Zatem korzystaj¡c z poprzedniego zadania

�
A��

�
�

=
1

�(�)

1Z
0

�
t��1e�At

�
�

dt =
1

�(�)

1Z
0

t��1e�Atdt = A��:

Gdy � > 0, to A� := (A��)
�1
, zatem (A�)

�

=
h
(A��)

�1

i
�

=
�
(A��)

�
�
�1

= (A��)
�1

= A�.

Zadanie 3. Je»eli A > 0, A samosprz¦»ony, to A wycinkowy.

Szukamy ' 2 (0; �
2
) i M takich, »e

S' := f�; ' � j arg �j � �; � 6= 0g � �(A); (2)



(�� A)
�1


 � M

j�j : (3)

Zauwa»my, »e �(A) � f�; Re� > 0; Im� = 0g, zatem (2) zachodzi dla ka»dego ' 2 (0; �
2
).

Znajdziemy teraz staª¡ M = M(') speªniaj¡c¡ oszacowanie (3).

Przypadek Re� < 0. Niech f 2 H, wtedy istnieje u 2 D(A) takie, »e

�u� Au = f: (4)

Mno»¡c strony (4) skalarnie przez u dostajemy �kuk2� (Au; u) = (f; u): Porównuj¡c cz¦±ci

rzeczywiste i urojone otrzymujemy równo±ci

Re�kuk2 � (Au; u) = Re (f; u); (5)

Im�kuk2 = Im(f; u): (6)

Równo±¢ (5), po uwzgl¦dnieniu tego »e A > 0, daje nam�Re�kuk2 � �Re (f; u) � kfkkuk;
zatem

�Re�kuk � kfk: (7)

Natomiast z (6) mamy Im�kuk2 � kfkkuk, wi¦c po podzieleniu przez wspólny czynnik i

uwzgl¦dnieniu (7) dostajemy

kuk �
p
2

j�j kfk: (8)

Przypadek Re� = 0. Równo±¢ (6) daje j�jkuk2 = j Im (f; u)j � kfkkuk, czyli kuk � kfk

j�j
.

Przypadek Re� > 0. Niech � speªnia

j Im�j
Re�

� tg': (9)

Z (6) otrzymujemy tg'Re�kuk2 � j Im�jkuk2 = j Im (f; u)j � kfkkuk; czyli

tg'Re�kuk � kfk: (10)
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Z (6) mamy j Im�jkuk2 � kfkkuk, zatem tg'j Im�jkuk � tg'kfk: Nierówno±¢ ta, razem z

(10) daj¡ oszacowanie

kuk � (1 + tg2 ')
1

2

tg'

kfk
j�j :

W szczególno±ci, bior¡c ' = �
4
dostajemy



(�� A)�1


 �

p
2

j�j dla � 2 S�

4
:

Zadanie 4. Niech H := L2((0; �)), A := ��, D(A) := H2((0; �)) \ H1

0
((0; �)). Niech

f�ngn2N � D(A) \ C1((0; �)) b¦dzie zbiorem unormowanych funkcji wªasnych A, tj.

A�n = �n�n dla n 2 N . Uzasadnimy, »e

D(A) = fu 2 L2((0; �));

1X
n=1

(u; �n)
2�2n <1g: (11)

Je»eli u 2 D(A), to Au 2 L2((0; �)), zatem Au =
1P
n=1

(Au; �n)�n =
1P
n=1

(u;A�n)�n =

1P
n=1

(u; �n)�n�n, czyli
1P
n=1

(u; �n)
2�2n <1 (w drugiej równo±ci skorzystali±my ze samosprz¦»ono±ci

A, w trzeciej z de�nicji funkcji �n).

Je»eli u 2 L2((0; �)) i
1P
n=1

(u; �n)
2�2n < 1, to mo»emy zapisa¢ u =

1P
n=1

(u; �n)�n i ��u =

��
1P
n=1

(u; �n)�n w sensie dystrybucyjnym. Wobec powy»szych zaªo»e«, to ostatnie jest równe

1P
n=1

(u; �n)(��)�n =
1P
n=1

(u; �n)�n�n 2 L2((0; �)). Zatem��u =
1P
n=1

(u; �n)�n�n 2 L2((0; �)).

Niech w 2 D(A) speªnia ��w = ��u. Wtedy ��w 2 L2((0; �)) i tak jak wy»ej otrzymu-

jemy ��w =
1P
n=1

(w; �n)�n�n, wi¦c
1P
n=1

(u; �n)�n�n =
1P
n=1

(w; �n)�n�n, st¡d u = w 2 D(A).

Poka»emy, »e

e�Atu =

1X
n=1

(u; �n)e
��nt�n: (12)

Korzystaj¡c z zadania 1 mo»emy napisa¢

e�Atu =

1X
n=1

(e�Atu; �n)�n =

1X
n=1

(u; e�At�n)�n: (13)

Z okre±lenia funkcji �n mamy A�n = �n�n, zatem (�+ A)�n = (�+ �n)�n. Je»eli � 6= ��n
dla n 2 N , to (�+�n)

�1�n = (�+A)�1�n. Mno»¡c strony tej równo±ci przez e�t, a nast¦pnie

caªkuj¡c po krzywej � (z de�nicji e�At), dostajemy

1

2�i

Z
�

e�t

�+ �n
�nd� =

1

2�i

Z
�

(�+ A)�1e�t�nd�;
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co oznacza, »e e��nt�n = e�At�n. Zatem podstawiaj¡c t¦ równo±¢ w (13) otrzymujemy (12).

Teraz poka»emy, »e

A�u =

1X
n=1

(u; �n)�
�
n�n: (14)

Niech � > 0. Wtedy

A��u =
1

�(�)

1Z
0

t��1e�Atudt =
1

�(�)

1Z
0

t��1

 
1X
n=1

(u; �n)e
��nt�n

!
dt =

1

�(�)

1X
n=1

1Z
0

t��1(u; �n)e
��nt�ndt =

�
z := �nt

	
=

1

�(�)

1X
n=1

1Z
0

z��1���n (u; �n)e
�z�ndz =

1

�(�)

1Z
0

z��1e�zdz

1X
n=1

���n (u; �n)�n =

1X
n=1

���n (u; �n)�n:

Niech f := A�u = (A��)
�1
u. Wtedy A��f = u i na mocy poprzedniej cz¦±ci u =

1P
n=1

(f; �n)�
��
n �n,

zatem (u; �n)�n = (f; �n)�
��
n �n dla ka»dego n 2 N . Po przemno»eniu stron przez ��n i

zsumowaniu otrzymujemy

1X
n=1

��n(u; �n)�n =

1X
n=1

(f; �n)�n = f = A�u;

co dowodzi (14).

Zadanie domowe. Wykaza¢, »e t�


A�e�At



 �! 0, gdy t! 0.
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