Poélgrupy operatoréw — ¢wiczenia 9 z 10.05.05r.

Uzupetnienie do zaje¢ z 26.04 : uzasadnimy, ze

<ARe <|u|vu> Re <|—Z|vu>> — (AV|ul, V|u]). (1)

Otoz:

lu| V]u| = —V|u|2 V((Reu)? + (Imu)?) = ReuV Reu + ImuV Im v,
Re(aVu) = Re[(Reu — zIm u)V(Reu —iIlmu)] = ReuV Reu + ImuV Im u.

Dzielac strony powyzszych rownosci przez |u| dostajemy (1).

Zadanie 1. Zalozmy, ze X — przestrzen Hilberta, A operator samosprzezony i A > 0.
Wtedy e~ jest samosprzezony.

Z definicji
1
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= A+ A d\
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r

przy czym mozemy zatozy¢, ze I' = {\; arg [\| = 0}, gdzie 0 € (5, 7). Niech I'p :=
I'n B(0, R), wtedy
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Natomiast
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Zatem
/()\—FA)_IG/\td)\ — /(re—ia_'_A)—lerewte_wdr B /(Tew —f-A)_lerewtewdr,
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co po uwzglednieniu wspolczynnika przed calks daje (e*‘”)>k =e A,

Zadanie 2. Zalézmy, ze X — przestrzen Hilberta, A operator samosprzezony i A > 0. Wtedy
A® jest samosprzezony.

Z definicji dla o > 0
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Zatem Kkorzystajac z poprzedniego zadania

1
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Gdy @ > 0, to A = (A~) ", zatem (4%)" = [(4) '] = [(A )] = (40 = A

e Mdt = A7
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Zadanie 3. Jezeli A > 0, A samosprzezony, to A wycinkowy.

Szukamy ¢ € (0,%) i M takich, ze

Spi={X ¢ <|ag N <7, A#0}C p(A), (2)
M
Jon- 47 < ®

Zauwazmy, ze 0(A) C {A; ReX > 0,Im )\ = 0}, zatem (2) zachodzi dla kazdego ¢ € (0, 7).
Znajdziemy teraz stala M = M (p) spelniajaca oszacowanie (3).
Przypadek Re A < 0. Niech f € H, wtedy istnieje u € D(A) takie, ze

Au — Au = f. (4)

Mnozac strony (4) skalarnie przez u dostajemy M||u||? — (Au,u) = (f,u). Poréwnujac czesci
rzeczywiste i urojone otrzymujemy réwnosci

Re Allull* — (Au,u) = Re (f, u), (5)

Im Alful|* = Im (£, ). (6)

Rownosé (5), po uwzglednieniu tego ze A > 0, daje nam — Re A||u||> < —Re (f,u) < ||f||||v]],
zatem

= ReAfJul < |1l (7)

Natomiast z (6) mamy Im A|lul[?> < ||f]|||u||, wiec po podzieleniu przez wspoélny czynnik i
uwzglednieniu (7) dostajemy
V2

[Jull < WHfII- (8)

Przypadek Re A = 0. Rownos¢ (6) daje [A|[|u]|®> = [Tm (f, u)| < ||fIl|wl], czyli ||ul| < %

Przypadek Re A > 0. Niech ) spetnia

| Im A|
0 >t
Rey 2 89 (9)

Z (6) otrzymujemy tg o Re Allul|? < [Tm All|ul]® = [Tm (f,u)| < [[f[}/|ul], czyli

tg e Re Aflull < [ £]]- (10)



Z

(6) mamy | Im A|||u]|? < || f]]||u]], zatem tg | Im A|||u|| < tg@||f||. Nierownosé ta, razem z
(10)

daja oszacowanie
1
—tge A

W szczegolnosei, biorac ¢ = 7 dostajemy

V2

A=A < 55
o) < 3

dla A€ S&.

Zadanie 4. Niech H := L?((0,7)), A := —A, D(A) := H?*((0,7)) N Hy((0,7)). Niech
{n}nen € D(A) N C>((0,7)) bedzie zbiorem unormowanych funkcji wlasnych A, tj.
Ao, = M\, dla n € N. Uzasadnimy, ze

D(A) = {u € L*((0,7)); > (u,¢n)’\} < 00}. (11)
Jeseli u € D(A), to Au € L2((0,7)), zatem Au — ffl(Au, )bn — ffl(u,A%)% _

o0 o0
ST (U Pp) A, czyli Y (u, dn)* N2 < 0o (w drugiej rownosci skorzystalismy ze samosprzezonoscei
n=1 n=1

A, w trzeciej z definicji funkcji ¢,).

Jezeli u € L*((0,m)) 1 Y. (u, dp)*\2 < oo, to mozemy zapisa¢ u = Y. (u, ¢p)Py 1 —Au =
n=1 n=1

o
—A > (u, ¢p) ¢y w sensie dystrybucyjnym. Wobec powyzszych zalozen, to ostatnie jest rowne

n=1

Zl(u ) (=A)bu = 3 (1, 62)Auda € L2((0,m). Zatem —Au = 3 (u, du)Authy € L((0,7)).

n=1 n=1

Niech w € D(A) spelia —Aw = —Au Wtedy —Aw € L*((0,7)) i tak jak wyzej otrzymu-
jemy —Aw = Z (w, dn) Andp, Wiec Z (, D) Anon = D (W, Pn) A, stad u =w € D(A).

n=1 n=1 n=1
Pokazemy, ze
e My = Z(u, bn)e b, (12)
n=1

Korzystajac z zadania 1 mozemy napisac

e~ My = i(e‘Atu, bn)n = i(u, e M) Pn. (13)
n=1 n=1

Z okreslenia funkcji ¢, mamy A¢p, = A\, ¢, zatem (A + A)d, = (A + \p)dp. Jezeli X # — N,
dlan € N, to (A+A,) " td, = (A +A4)"1,. Mnozac strony tej rownosci przez e, a nastepnie
catkujac po krzywej T' (z definicji e=), dostajemy

1 eM

o | AN+ N\,
T

qbnd)\——/ A+ A) teMp,d,



co oznacza, ze e g, = e ¢, . Zatem podstawiajac te rownoéé w (13) otrzymujemy (12).

Teraz pokazemy, ze
A% =Y (U, $n) A3 (14)

Niech ao > 0. Wtedy

w1 [t L [ (S0 e, ) it =
A U_F(a)o/t e tUdt_F(a)O/t I(Z(u,¢n)e t¢n) dt =

n:l n:l
1 r —1 7z = —a
F—/z dzZ)\ U, b H_X;)\n (4, Pn) P
0 n=

Niech f := A% = (A~*) " u. Wtedy A~®f = uina mocy poprzedniej czesci u = . (f, dn) X, oy,
n=1

zatem (u, ¢n)on = (f, dn)A, %@, dla kazdego n € N. Po przemnozeniu stron przez A\ i
zsumowaniu otrzymujemy

> N, bn) by = Y _(f bn)b = f = A%,
n=1 n=1

co dowodzi (14).

Zadanie domowe. Wykaza¢, ze t“ HAae*AtH — 0, gdy t — 0.



