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Chcemy pokazaé, ze wtedy
on = @ (W L) (1)

W tym celu korzystamy z twierdzenia Banacha - Steinhausa:

Twierdzenie 1 (Banacha - Steinhausa) Niech X,Y - przestrzenie topolo-
giczne, liniowe, I' - rodzina odwzorowan cigglych z X wY. Dla © € X, ozna-
czamy:

I'z)={Az:AeT}CY
B ={x € X :T(z) — ograniczone}

Jesli B jest zbiorem drugiej kategorii, to B = X i rodzina I' jest rodzing odwzo-
rowan réwnocigglych.

W naszym przypadku X = L9 Y =R, ' = {p,} C LP = (L?)*. Dlax € L9,
I'(z) = {pn(z)} C R. Wéwcezas zbiér B ma nastepujaca postaé:

B ={x € L?: Ip0Vn on(x)[(M}

Zauwazmy, ze D C B. D jest zbiorem drugiej kategorii, wiec B tez jest
zbiorem drugiej kategorii, a co za tym idzie, B = L9.

Twierdzenie Banacha-Steinhausa implikuje, ze {¢,, } jest wspélnie ograniczo-
ne, czyli ||¢n || (M (co. Gdy to wiemy, mozemy ltatwo dokonczy¢ dowdd zbieznosci
(1).

Rozwazmy réwnanie przewodnictwa cieplnego (w réznych przestrzeniach):

Ut = Au
u(0) = ug (2)
uor =0

a) Uklad (2) generuje pélgrupe mocno ciagta w L?, u(t) = T(t)ug jest roz-
wiazaniem (2), o ile ug € D(A).

b) A jest operatorem dysypatywnym w LP, p € (1,00), czyli u(t) = T(t)ug
jest rozwiazaniem (2), o ile ug € D(A) = WP 0 W,P.

c) —A jest operatorem wycinkowym w L2, wiec u(t) = T (t)ug jest rozwiaza-
niem (2), o ile ug € L?

d) Duzi$ pokazemy, ze —A jest wycinkowy w LP, gdzie p € (1, 00)



Oznaczmy A = A, wowezas D(A) = W2P N WP, (A — A)u = f, niech tez
Q C R”™ ograniczony, 02 € C*.

M
Au — Au = f - ||U||LP < m”fHLp
Operator —A jest dodatnio okreslony, wiec mozna wziaé¢ a = 0.

Bierzemy réwnanie \u — Au = f i mnozymy je stronami przez i|u|P~2,
nastepnie calkijemy po 2. Dostajemy:

Aal, ~ [ Autalap=) = [ falur-? 3
Q Q
Szacujemy | [, fululP=2| < || f|l e |lul|},. Calkujemy przez czedci:
7/ Au(u|uP~?) = / VuV (a|ulP~2?) +0
Q Q
Oznaczmy I = VuV (ii|u|P~2). Przeprowadzamy teraz szereg przeksztalcen:
20u|Vu| = V|u]? = V(u) = uVa + aVu (4)

p—2 -2 p—2 -2
ViuP~2 = V(ju?)= = pT(|u|2)T_1(uVﬂ+ﬂVu) - pT|u|p_4(uVﬂ+ﬁVu)

I =VuV(auP~?) = (VuVa) [ulP~2 + VuaV (julP~?) =

_9 5

=(Vu, Va)|u|P~% + p—Q [u[P~ Vi, (uVa + aVu)) ©)
Pokazmy, ze:

1 1
|ul?(V|ul, V|u|) = §<ﬂVu,uVﬂ> + iﬁ%@Vu, aVu)

Korzystajac z 4, podstawiamy |u|V|u| = 1 (uVa + aVu):

|u|?(V]ul|, V|u|) == (uVu + aVu, Vi + aVu) =

(W (Va, Va) + [u>(Va, Vu) + |[u)®(Vu, Va) + @ (Vu, Vu)) =

1
(aVu,uVa) + 53‘%(11Vu, aVu)

OSSNy,

Ostatnie przeksztalcenie opera si¢ na fakcie ze u?(Vi, Va) i 4?(Vu, Vu) sa
sprzezone, zas z + z = 2Rz.
7 tej réwnosci wynika, ze:

(aVu, uVa) = 2/ul*(V|u|, V|u|) — R{(aVu,aVu) (6)



Mozna tatwo obliczy¢, ze:
R(uVu, uVu) = R(aVu), R(aVu)) — (F(aVu), S(aVu)) (7
Pokazemy teraz, ze (zadanie domowe):
(R(@Vu), R(aVu)) = [ul*(V|ul, V]ul)

7 jednej strony
R(aVu) = RuVRu + SuVSu,

7 drugiej strony
[ul*(Vul, V]ul) = ([u|V|ul, [u]Vul),
zas ) )
|u|V]u| = §V(|u|2) = §V(§R2u + S%u) = RuVRu + SuVu

Laczac réwnosei 6 i 7 i podstawiajac uzyskany przed chwila wynik, dostaje-
my:
(aVu,uVa) = |u|*(Vu|, V]u|) + (S(@Vu), S(aVu)) (8)

Wréémy teraz do I oraz réwnosci 5:

-2
I =(Vu, Va)ulP~2 + pT P~ (Vua, (uVi + aVau)) =

p—2 p—2

=(aVu,uVa)|uP~* + T|u\p_4(ﬂVu, uva) + lu[P~H{aVu, uVu)

FLaczymy pierwsze dwa skladniki i korzystajac z réwnosci 8, dostajemy:
_bp—2 Dy ip—dcnfs . P—2 a4, _
I —§|u\ (Vl]u|, Vl]u|) + §|u| (S(aVu), S(aVu)) + T|u| (aVu, aVu)

Wréémy wiec do catki:

-2
/ g / P2 @V, eV )+
Q Q 2

+ / 5 (P (Vlul, V]ul) + [ul? = (3(aVu), S(@Vu)))

Zauwazmy, ze pod druga calka mamy tylko rzeczywiste funkcje.

-2
ST = pT|u|p_4%<aVu,ﬂVu>

S1] <(p = 2)[ul"~*|(R(aVu), S(aVu))| <
<(p — 2)|ulP~HR(@Vu), R(@Vw))? (S(aVu), S(aVu)) =

(p — 2)[ulP~*ul*(V]u], V]ul) 2



Teraz czesé rzeczywista (wieksza od zera, wiec nie potrzebujemy modutu):
+2, U a
P23 L Vi, S V)

+2
I=[up22T2 pr=
R [l 5 (Vlul, V]u|) + 5 l ol

Stad:
|| 2
L < -
RI "~ p+1
Wracamy do réwnoéci 3, dzielimy na cze$é rzeczywista i urojona i podsta-

wiamy uzyskane wcze$niej wyniki

éR/ I+ ReAlull?, < &e/ Falulr=?
Q Q

2
——a%/ T+ |ulf?, < %/ fa|u|P~2
+1 Jo Q

Stad:
1+n
P S v v v,
uller < g e
gdzie n < p%, wiec
n
lulle < 57 l1fllze
RY



