Wyktad AF dn. 5.12

Uktlady ortonormalne i bazy w przestrzeniach Hilberta

Definicja 1. Uktad wektorow przestrzeni Hilberta, {xq}aca nazywa sie uktadem ortonormalnym -
ON, jesli
[2]lo =1 (1)

(Za,23) =0 a#p. (7).
Stwierdzenie 1. Jesli x,, a € A jest u.o. to jest to uktad Inz.

Dowadd. A.a. Zatézmy, ze istnieja a, nie wszystkie rowne zero. ze

N
Z (a;Ta; = 0.
i=1

Mnozymy skalarnie przez Ta, tO
N . )
Ao, 1
O:Zaai(xai,xaj): { OCMJ #]a
i=1 ’
O

Twierdzenie 1 (ortogonalizacja Schidta). H Hilberta, {x1,...,z,} uktad Inz. Wtedy istnieje troj-
kgtna macierz przejscia

ail
a1 a2
ap1 ak2 ... apg,

gdzie ag,, > 0, t.ze

k
Y = Zaki, i {y1,...,yr} jest uktadem ON.
i=1

Dowdd. Indukcja, ajy = 1/|z1||. Zatozmy teraz, ze n > 11 {y1,...,yn} jest u.o. Kladziemy

n

Tn+1 — Z(%H,yk)yk = Tpy1.
k=1

Oczywiscie, Zp,4+1 # 0 oraz

(Znt1,Yk) = (Tnt1,Uk) — (Tns1,96) = 0.

Ktadziemy,
Tn+1 _ Tpr " (T, Yi) .
[Znsall N Znall = N2l

Yn+1 =

O

Definicja 2. Uktad ON S w przestrzeni Hilberta nazywa sie bazq, o ile nie istnieje uktad ON S’
t.ze S" 2 S.



Twierdzenie 2. Kazda przestrzen Hilberta ma baze.

Dowdd. Poprzednie tw. pokazuje, ze w przestrzeni Hilberta H istnieje uktad ON. Zawsze w zbiorze
uktadéw ortonormalnych mozemy wprowadzi¢ porzadek czesciowy, C. Lemat Kuratowskiego-Zorna
daje teze. O

Uwaga. Jesli A jest dowolnym zbiorem wskaznikow, a, > 0 dla o € A oraz ) c 4 a0 < 00, to
najwyzej przeliczalnie wiele elementéw jest niezerowych. Istotnie, dla n € N

1

A, ={ay, > —
n

|2

to

21:#‘4”.

M>> a> -

acA BeA
Twierdzenie 3. H Hilberta, S = {xq}aca uktad ON. Wtedy dla kazdego x € H mamy:
(a) Ypea (@ za)> < ||z||?, jest to nierdwnosé Bessla;
(b) S jest bazg wtw dla kazdego x € H, x =3 ,c A(%, Ta)Za;
(c) S jest bazq wtw dla kazdego v € H, Y oca |(z,24)|* = ||2]|?, jest to tozsamosé Parsevala.

S|

Dowdd. (a) Niech B C A bedzie skoniczony. Oczywiscie,

0 < 1) (x,2a)za —z|?

a€eB
= | Z (:c,xa)xa||2 -2 Z (z,2q)(Ta, ) + ||:1:H2 tw. Pitagorasa
aceB a€eB
= D @) =2 (@ 2a)? + [|2]%.
a€eB a€eB

Zatem,

> > ) |2, za) .

acB
Po wzieciu kresu po B C A dostaniemy,

Iz >

> @ za)l* =3 |(z,20) .

sup
BCAep acA

(b) Zalozmy, ze S jest baza. Twierdzimy wtedy, ze jesli dla kazdego @ € A mamy (z,z,) = 0, to
x = 0. Gdyby tak implikacja bylta falszywa, to istniatby zg € H, ze ||zo|| = 1 oraz S' = S U {zo}
jest uktadem ON i 8" 2 S co przeczy maksymalnosci S.

Wezmy teraz Y ,c4(Z, Zq)Za, na mocy (a) to wyrazenie jest dobrze okreslone. Wezmy zg € S i
liczymy

(w - Z(x>$a)xa7xﬁ) = (x>$ﬁ) - Z (:vaa)(xavxﬁ)

a€cA acA
= (x,23) — (z,23) =0.
Oznacza to, ze & = Y ,c 4(%,Ta)Za, tym samym S jest maksymalny.

(c) Jesli S jest baza, to x = > ca(Z,q)xq. Dzieki (a) czyli nierownosci Bessla ten szereg jest
zbiezny bezwzglednie, mamy

0=z = > (z,2a)zal* = llz* = D (2, 2a) .

acA aEA



Gdyby S nie bylo baza, to istnialby uktad ON S" 2 510 # 29 € S’ \ S a wtedy
lzoll* = > (2, 2a)]* =0
acA

a to jest sprzecznosc. O
Przyktadem bazy w L? jest uklad trygonometryczny.

Stwierdzenie 2. Uktad funkcji {xlﬁeikt}kez tworzy uktad ON w L?(0,27) i jest to baza.

2

Dowdd. Aby wykazaé nasza teze wystarczy udowodnié, ze jeli funkcja f € L2(0,27) jest prostopa-
dla do wszystkich \/%eikt, k € Z, to f =0 p.w. Inaczej, jesli

" fe *dt=0 = f=0pw. (1)
0

Skoro, f € L*(0,27), to f € L*(0,27). Polozmy wiec

Ft) = /0 " fs) ds.

Calkowanie przez czesci w (1) daje,

2 ) 2m ) o .
0= ft)dt = F(t)e—%kt iz%w +ik F(t)e—zkt dt = F(27) — F(0) + ik F(t)e_““t dt,
0 0 0
.
2m )
0=Fk [ F(t)e *dt.
0

Uwaga. Moze sie pojawi¢ watpliwo$é, czy mozemy catkowaé przez czesci, bo f nie jest nawet ciggla.
Odniose sie do tego w przysztosci.
Skoro dla kazdego 0 # k € Z mamy

2m
/ eFtdt =0,
0

to dla dowolnej stalej ¢ dostaniemy

/O 27T(F(t) —c)e *tat =0, keZ\{0}. (2)

Stala ¢ moze by¢ tak dobrana, aby (2) zachodzito takze dla k = 0. Dostaniemy wtedy funkcje ciagta
F — ¢, ktora jest prostopadta do wszystkich e®**.

W tym momencie zauwazamy, ze kazda funkcja moze by¢ przyblizana wielomianami trygo-
nometrycznymi. Wynika to z tw. Stone’a-Weierstrassa. Dokladniej, dla kazdej funkcji okresowej
f € C[0,27] i dla kazdego € > 0 istnieje funkcja o postaci

U(t) = Z Akeikt,

k=—n

i taka, ze
o= fllco,en < e (3)

3



Uwaga, (3) nic nie moéwi o szeregach Fouriera.
Aby uzasadni¢ ten fakt utozsamiamy f. okresowa z f. na S C R%:

f(.%',y) - ¢(t)>

gdzie (z,y) = (cost,sint). Dzieki tw. Stone’a-Weierstrassa istnieja wielomiany P i Q na S' i takie,
7€ . .

sup |[RF — P| < =, sup [SF - Q| < =.

st 2 st 2

Zatem,
sup|F — P —Qi| < e.
Sl
Skoro , , , ,
ezt + e—zt ezt _ e—zt
cost = ——, sint = ———,
2 2
to

n k n
P+iQ=7 > an(e") (e = 3 Aue™ = 0(t).

k=01=0 k=—n
Zatem |p(t) — o(t)| < e dla t € [0,2m).
Tozsamosc (2) daje [i™ ¢(t)(¢ — o)(t) dt, a stad
2w 2r
932 = [T lofdr= [ awe - o) ar
< ¢llzzllé = allzz < [|6] pze(2m) '/ — 0.

Zatem ||¢||r2 = 0, czyli F(t) = c tj.

c= [ f(s)ds=F(t),

0
W szczegolnosci dla ¢ = 0 dostaniemy ¢ = F'(0) = 0. O
Przyklady
(1) Ortonalizacja uktadu 1,¢,¢2,... w L?(—1,1) prowadzi do uktadu ON Legendre’a,
dn
P, =cp—— (1),
Cn o ( )

| Pnllr2 = 1, wielomiany { P, } tworza baze.

Whiosek 1. Osrodkowa przestrzer Hilberta jest izometrycznie izomorficzna z €2. Izomorfizm jest
zadawany wzorem,

x— {cn},

gdzie ¢, s¢ wspdtczynnikami rozwiniecia x w wybranej bazie.

Przyktady 3 (¢wiczenia)
Uklad Rademachera {r,} w L?(0,1),

ro = 1, Ty, = sgn (sin(2"7t))

jest ON, ale nie jest baza.
Z nowych wynikéw mamy



Twierdzenie 4. Dla kazdego r € N istnieje 1 € C" N L2(R), ||| 2 = 1 takie, ze
b =250(@r k), jkeL
jest bazg ON w L%(R). To sq falki (Guy David, Wavelets and singular integrals).

Gdyby zostalo troche czasu, to mozna ja wypelnié¢ pogadanka nt. baz w przestrzeniach Banacha:
Hammela, Schaudera, i in. Warto wspomnie¢ o uktadzie Haara w LP(0,1) i o tym, ze jest baza.



