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Trzy najważniejsze typy pytań w teorii Równań Różniczkowych Cząstkowych 
 
● Problem istnienia 
Czy równanie w ogóle ma rozwiązanie? Dla jakich warunków 
początkowych/brzegowych istnieją rozwiązania? 

● Problem regularności 
Jeżeli rozwiązania istnieją, to w jakim sensie są rozwiązaniami? Jak są 
regularne? Ile razy są różniczkowalne? Jak duży jest zbiór punktów, w 
których nie są klasy C1, C2, C∞? 

● Problem stabilności i jednoznaczności 
Jak rozwiązania zależą od warunków początkowych/brzegowych? Czy 
dla ustalonych warunków początkowych/brzegowych istnieje dokładnie 
jedno rozwiązanie? Czy zaburzywszy nieznacznie warunki 
początkowe/brzegowe otrzymujemy rozwiązanie bliskie wyjściowemu? 
Czy/jakie metody numeryczne mogą nam dać, choćby w przybliżeniu, 
prawidłowe rozwiązania równania? 

Nas interesuje głównie środkowe pytanie, dla zagadnień eliptycznych i 
parabolicznych. 



Co wiemy po standardowym kursie RRCz? 
 
Eliptyczne i paraboliczne równania liniowe: 
Rozwiązania są tak gładkie, jak pozwalają warunki zadania  
Jeżeli współczynniki równania, brzeg obszaru i warunki brzegowe/początkowe są 
gładkie, to rozwiązanie też jest gładkie. 
 
A co, jeżeli  
 
● równanie nie jest liniowe? 
● brzeg nie jest gładką rozmaitością? 
● warunki brzegowe/początkowe nie są regularne? 

 
Mogą pojawić się osobliwości. Chcemy wyjaśnić, co uważamy za osobliwości, 
jakich typów osobliwości możemy się spodziewać  i jak dużo ich rozwiązanie 
może mieć. 
 
 
 



Problemy z regularno±ci¡ brzegu obszaru

Wiadomo, »e je»eli obszar Ω ma gªadki brzeg, to rozwi¡zania

równania

∆u = f w Ω, u|∂Ω = 0

s¡ gªadkie, o ile f jest funkcj¡ gªadk¡ i rozwi¡zanie jest jedyne.

Natomiast niegªadko±¢ obszaru mo»e powodowa¢ nieregularno±¢

rozwi¡za« równa« eliptycznych i ich niejednoznaczno±¢. Naj-

prostszym przykªadem takich obszarów s¡ wielok¡ty. S¡ to bar-

dzo wa»ne przykªady, bo wszelkie obliczenia naukowe s¡ prowa-

dzone w obszarach wielok¡tnych/wielo±ciennych. Z tego wªa±nie

powodu post¦p bada« w ostatnich latach jest dzieªem numery-

ków.

My przedstawimy klasyczne wyniki P.Grisvarda i nowe prace

F.Assous-P.Ciarleta.



Zagadanienia paraboliczne: Teoria Fujity

Do±¢ ªatwo mo»na pokaza¢ przykªad równania parabolicznego,

którego rozwi¡zania staj¡ si¦ nieograniczone w sko«czonym cza-

sie (mówimy wówczas, »e wybuchaj¡). Systematyczne badanie

takich rozwi¡za« zapocz¡tkowaª w latach 1960' Hiroshi Fujita.

Teoria Fujity wybuchaj¡cych rozwi¡za« jest od tego czasu inten-

sywnie rozwijana.

Chcemy zaprezentowa¢ jej pocz¡tkowe stadia na podstawie prac

samego Fujity, a potem przedstawi¢ bardziej wspóªczesne wy-

niki, pokazuj¡ce struktur¦ wybuchaj¡cego rozwi¡zania, zawarte

w sªynnych pracach Gigi i Kohna.



Zagadanienia eliptyczne z krytycznym wzrostem

Nieliniowe równania eliptyczne, w których czªony ni»szego rz¦du

(ni» rz¡d równania) s¡ a priori tylko caªkowalne. Przy tak sªa-

bych zaªo»eniach zawodz¡ wszystkie standardowe narz¦dzia teorii

regularno±ci.

Wa»ne przykªady:

• przeksztaªcenia harmoniczne mi¦dzy rozmaito±ciami,

• H-ukªady: równania powierzchni o zadanej, niestaªej ±redniej

krzywi¹nie i ich uogólnienia w wy»szych wymiarach,

• wiele innych zagadnie« o motywacji geometrycznej i/lub wa-

riacyjnej.



Zagadanienia eliptyczne z krytycznym wzrostem

W±ród tych zagadnie« zdarzaj¡ si¦ ukªady równa« maj¡ce

• wszystkie rozwi¡zania gªadkie,

• rozwi¡zania, które s¡ gªadkie poza zbiorem maªym,

• rozwi¡zania bardzo osobliwe.

Zachowanie rozwi¡za« zale»y od struktury nieliniowych czªonów

równa«; cz¦sto pomaga dodatkowa informacja/zaªo»enie pocho-

dz¡ce ze sformuªowania wariacyjnego (np. »e rozwi¡zanie jest

minimum pewnego funkcjonaªu energii) lub geometrycznej inter-

pretacji zagadnienia. Jest te» kilka wa»nych, otwartych proble-

mów.



Uwagi

Seminarium przeznaczone jest dla osób zainteresowanych rów-

naniami ró»niczkowymi cz¡stkowymi, dlatego liczymy na stu-

dentów, którzy zaliczyli ju» Równania Ró»niczkowe Cz¡stkowe I.

Oczywi±cie wszelkie inne przedmioty analityczne (Teoria Miary,

Analiza Funkcjonalna, inne przedmioty monogra�czne i fakulta-

tywne zwi¡zane z RRCz, Geometria Ró»niczkowa) b¦d¡ przy-

datne, ale nie s¡ warunkiem koniecznym uczestniczenia w semi-

narium.

Program seminarium obejmuje bardzo ró»ne zagadnienia, o roz-

maitej trudno±ci - dla ka»dej zainteresowanej osoby znajdziemy

co± miªego i rozwijaj¡cego.

Serdecznie zapraszamy

Paweª Goldstein, Piotr Rybka, Anna Zatorska-Goldstein


