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Zagajenie tematu

Bedziemy dowodzi¢:

Twierdzenie (Lebesgue’'a o rézniczkowaniu funkcji monotonicznej)

Niech f bedzie funkcja niemalejaca okreslona na przedziale otwartym (a, b).
P> Woéwczas f jest rézniczkowalna prawie wszedzie.
> Jezeli przedziat (a, b) jest ograniczony, to jej pochodna jest catkowalna oraz
zachodzi nieréwno$¢ fab < f(b) — f(a).

Bedziemy méwié o zewnetrznej mierze Lebesgue’a (na R) i oznaczaé ja L.

Tego twierdzenia nie da si¢ wzmocni¢, gdyz dla kazdego zbioru E zerowej miary
istnieje ciggta niemalejaca funkcja nierézniczkowalna w kazdym punkcie zbioru E.

Réwnoé¢ we wzorze na catkowanie pochodnej f/ zachodzi wtedy i tylko wtedy, kiedy
jest absolutnie ciagfa.

Funkcja schody Cantora jest przyktadem na to, ze ta réwnos¢ nie musi zachodzié.
Mozna j3 nawet zmodyfikowaé tak, zeby byta Scisle rosnaca a zeby jej pochodna
zerowata sie prawie wszedzie.



Lemat pokryciowy Vitaliego

Bedziemy korzystaé z takiej wersji (juz w brzmieniu jednowymiarowym)

Twierdzenie

Niech E bedzie zbiorem o skonczonej mierze i niech rodzina F bedzie subtelnym
pokryciem zbioru E. Wéwczas dla kazdego ¢ > 0 istnieje skoiczona rodzina parami
roztacznych przedziatéw {/}]_; € F, spetniajaca

L E\Olk <e.

k=1

Jest to bezposrednia konsekwencja wniosku do twierdzenia Vitaliego z Evans, Gariepy.
Przez 5 %« B oznaczamy kulg o tym samym $érodku co B i 5 razy dtuzszym promieniu.

Twierdzenie

Niech F bedzie subtelnym pokryciem zbioru E kulami domknietymi takimi, ze
sup{diam B : B € F} < co. Wéwczas istnieje przeliczalna podrodzina G C F taka ze
dla kazdego skofczonego podzbioru {Bi, ..., Bn} C G mamy

m
E\ Uk:l By C UBEQ\{Bl,...,Bm} 5xB.
Przypomnijmy, ze pokrycie subtelne to takie, ze dla kazdego punktu znajdziemy ciag
kul, ktérych promienie zbiegaja do zera i ktére zawieraja ten punkt.



Gérna i dolna pochodna funkgcji

Definicja (Gérna i dolna pochodna)

f(x+t)—f(x)

Df(x) = limj_,o+ supgcjej<n S DF(x) = limy_, g+ infoq) < LEH=

Lemat

Niech f bedzie funkcja niemalejaca na [a, b]. Wéwczas dla dowolnej o > 0 mamy

L{x € [a,b] : Df(x) > a} < L -[f(b) — f(a)].

Zauwazmy, ze to automatycznie daje nam L{x : Df(x) = co} = 0.
Dowéd lematu.
> Niech E = {x € [a, b] : Df(x) > a}. Wezmy o’ € (0, ) i wybierzmy wszystkie
takie przedziaty [c, d], ze f(d) — f(c) > a’(d — c). Tworza one subtelne pokrycie
zbioru E.
» Ustalmy 1 > 0, z lematu pokryciowego Vitaliego mozemy wybraé skoriczona
podrodzine przedziatéw roztacznych{[c, dk]}kN:1 taka, ze
N . N
LIE\ Uy [ex: di]) < m. Wéwezas L(E) <+, (dk — ck)-

> Dalej mamy L(E) <71+ 2 ST f(dk) — fa) < n+ L[f(b) — £(a)].

Nieréwnosci wynikaja z wyboru przedziatéw i monotonicznosci . Przejscie do
granicy zn — 0 i o/ — « daje teze. O



Dowdd rézniczkowalnosci p.w. funkcji monotoniczne;j

Twierdzenie

Niech f bedzie funkcja niemalejaca okreslona na przedziale otwartym (a, b). Wéwczas
f jest rézniczkowalna prawie wszedzie.

Dowaéd.

»> BSOG zaktadamy, ze (a, b) jest ograniczony. Ustalmy € > 0.

> Zbiér punktéw nierézniczkowalnodci to zbidr {x € (a, b) : Df(x) > Df(x)}.
Potézmy E = {x € (a, b) : Df(x) > a > > Df(x)} dla pewnych wymiernych
a > 3. Wystarczy pokaza¢d, ze L(E) = 0.

> Wezmy zbiér otwarty Q zawierajacy E, L(E) < L£(2) + . Wybierzmy przedziaty
[e,d] C Q, takie ze f(d) — f(c) < B(d — ¢). Tworza one pokrycie subtelne E.
Z lematu Vitaliego mozemy wybraé {[cy, di]}N_, t.ze L(E \ Uk[c;<7 di]) < e.

» Po zastosowaniu lematu do kazdego ze zbioréw E U [ck, di], dostajemy

N

L(E)y<e+ 23" F(dk) — f(ck)

> Korzystajac z wyboru przedziatéw [ck, di], otrzymujemy
L(E)<e+ g ZLVZI dy — ck. To sa roztaczne przedziaty zawarte w Q zatem
sume ich dtugosci mozemy oszacowaé przez L(Q) < L(E) +«.

» Zatem mamy

L(E)<e+ g(ﬁ(E) +e).
> Zbiegamy z ¢ — 0, pamigtamy, ze B <1 otrzymujemy teze. O

[e3



Dowdd drugiej czesci

Twierdzenie

Ponadto, jezeli przedziat (a, b) jest ograniczony, to f/ jest catkowalna oraz zachodzi
nieréwnosé [ < f(b) - f(a).
Dowaéd.
» Przedtuzmy f na (b, b + 1), ktadac tam f(b). Niech g, = n(f(x + %) — f(x)).
> Wiemy juz, ze gn zbiega prawie wszedzie do f’, jest to ciag funkcji nieujemnych.
Lemat Fatou daje nam fab f’ <liminf fab &n-

1 1
> Poniewaz f jest rosnagca mamy fab gn = n( bb+” f— faa+” f) < f(b) — f(a).

» Przyktadamy liminf do lewej strony i dostajemy teze.



Dziekuje za uwage!

Jakie$ pytania?

Notka bibliograficzna: korzystatam z podrecznika Royden, Fitzpatrick, Real analysis.



