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1. Zmienne Xn przyjmuja̧ wartości w przedziale [0.1] oraz limn→0EX
k
n =

1
k+1 dla k = 0.1, . . . . Udowodnij, że limn→∞ P (a ≤ Xn ≤ b) = b − a dla
wszystkich 0 ≤ a ≤ b ≤ 1.

2. Zmienna losowa X ma funkcjȩ charakterystyczna̧ ϕ. Udowodnij, że ϕ jest
okresowa z okresem t0 > 0 wtedy i tylko wtedy gdy P (X ∈ 2π

t0
Z) = 1.

3. Zmienne X1, X2, . . . sa̧ niezależne o jednakowym rozk ladzie takim, że
EXi = 0, EX2

i = σ2. Udowodnij, że dla dowolnej funkcji f : R → R
różniczkowalnej w 0

√
n(f(

Sn
n

)− f(0))→ N (0, σ2(f ′(0))2) wed lug rozk ladu,

gdzie jak zwykle Sn = X1 +X2 + . . .+Xn.

4. Zmienne X1, X2, . . . sa̧ niezależne o rozk ladzie jednostajnym na [0, 2].
Udowodnij, że zmienne Mn = X1X2 · · ·Xn sa̧ zbieżne p.n.p., ale nie w
L1.

5. Rzucamy kostka̧ dopóki nie zostana̧ wyrzucone wszystkie możliwe liczby
oczek. Oblicz wartość oczekiwana̧
a) liczby oddanych rzutów
b) sumy wyrzuconych oczek.

6. Rozpatrzmy  lańcuch Markowa na zbiorze liczb ca lkowitych z macierza̧
przej́scia P = (pxy) dana̧ wzorem

p0,k =
1
3

dla k = −1, 0, 1,

pk,k−1 = q, pk,k+1 = p dla k ≤ −1,

pk,k−1 = p, pk,k+1 = q dla k ≥ 1,

gdzie q = 1 − p oraz p ∈ (0, 1). Wykaż, że  lańcuch jest nieprzywiedlny i
nieokresowy. Dla jakich wartości p,  lańcuch ten jest powracalny?

7. Niech (Wt)t≥0 bȩdzie procesem Wienera, zaś Ft = σ(Ws : s ≤ t). Znajdź
funkcje f : [0,∞)→ R taka̧, że

(eiWt+f(t),Ft) jest martynga lem.

Wszystkie zadania bȩda̧ oceniane w skali 0-10, do otrzymania oceny bardzo
dobrej wystarczy poprawne rozwia̧zanie 6 zadań.


