Zadania z Proces6w Stochastycznych 1

1.

10.

Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Poissona sa
niemalejace, przyjmuja wartosci z Z, maja wszystkie skoki réwne 1 oraz
daza do nieskonczonosci.

. Wykaz, ze moment pierwszego skoku w procesie Poissona

Sy :=inf{t: Ny > 0}

jest zmienna losows, o rozkladzie wykladniczym z parametrem A.

. Niech

Sk :=inf{t: N; = k}

bedzie momentem k-tego skoku w procesie Poissona. Wykaz, ze odstepy
miedzy skokami

Ty = 51,1y =53 — 51,73 = 53 — 5o, ...

sg zmiennymi niezaleznymi o jednakowym rozkladzie wykladniczym.

. Udowodnij, ze limy_ o & St =Apn.

. Niech Nt(l) i Nt(Q) beda niezaleznymi procesami Poissona. Wykaz, ze Nt(l)—l—

Nt(Q) jest procesem Poissona

. Udowodnij, ze lim;_, % =0 p.n.

. Udowodnij, ze nastepujace procesy tez sa procesami Wienera

a) X; = —W; (odbicie)
b) Y; = ¢ ¥/2W,, ¢ > 0 (przeskalowanie czasu)
c) Zt =tWy,, dlat > 0 oraz Zy = 0 (inwersja czasu)
d) = Wiyt — W, T >0
) Vi=Wdlat<T, V; =2Wpr —W,dlat > T, gdzie T > 0.

. Niech 7, = {t(n t(n) .,t(n }, gdzie a = t(n) < ti”) < ... < t =b

bedzie ciagiem podzialéw odcinka [a,b] oraz ||m,| = max \tk - t(n N
oznacza $rednice m,. Udowodnij, ze

En
E t<"> t<">

k=1

2 5b—a,n—oowL*Q,F,P),

jedli ||m, || — 0 oraz S, — b—a p.n., jesli >, 7| < co.

. Udowodnij, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera maja nieskon-

czone wahanie na kazdym przedziale.

Znajdz rozklad wektora losowego (Wi, , We,,..., Wy ) dla 0 < t1 < ta <
<ty
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1. Udowodnij, ze jedli zbiér A € B(RT) to istnieje zbiér przeliczalny Ty C T
taki, ze jesli 2,y € RT oraz z(t) = y(t) dlat € Totox € A<y € A.

2. Niech T' = [a,b] a < tg < b, wykaz, ze nastepujace zbiory nie naleza do
B(RT).
Ay = {z € RT: supsejaple] < 1}
Ay = {z € RT: t — x; ciagle na [a,b] };
Az = {z e RT: lim;_4, 7, = 0}:
Ay ={z e RT: t — x, ciagle w to}.
Wykaz mierzalnosé tych zbioréw przy zalozeniu ciaglosci (prawostronnej
ciaglodci) trajektorii tzn. wykaz, ze wszystkie te zbiory po przecieciu z
C(T) (RC(T) odp.) naleza do B(RT) N C(T) (B(RT) N RC(T) odp.).

3. Wykaz, ze dla dowolnej rodziny miar probabilistycznych p; istnieje rodzina
niezaleznych zmiennych losowych X; taka, ze Xy ~ p.

4. Wykaz, ze istnieje proces spelniajacy warunki (W0)-(W2) definicji procesu
Wienera.

5. Wykaz, ze istnieje proces (X)i>0 0 przyrostach niezaleznych, startujacy
z 0 taki, ze X; — X5 ma rozklad Cauchy’ego z parametrem ¢ — s (proces
taki nazywamy procesem Cauchy’ego, badZ procesem 1-stabilnym).

6. Niech f = 37" aily, 4., gdzie 0 < tg < t; < ... < t, bedzie funk-
cja kawalkami stala. Przyporzadkujmy takiej funkcji zmienng I(f) =
St ai(Wy, — Wy, ). Udowodnij, ze
a) I(f) jest zmienna losowa o rozktadzie normalnym N (0, 0%), gdzie o7 =
I A (x)da
b) zmienne I(f1),1(f2) dla fi, fo postaci jak wyzej maja laczny rozkiad
gaussowski oraz Cov(I(f1),1(f2)) = [y f(2)g(x)dx
c) Przeksztalcenie I rozszerza si¢ do izometrii z L2([0, 00)) w L?(Q) i wla-
snoéci a) b) zachodza dla f, f1, fo € L*([0,00))

d) Przeksztalcenie I z punktu c¢) po przeskalowaniu przez odpowiednia
stala jest izometrycznym wlozeniem L2([0,00)) w LP(Q) dla dowolnego
1<p<oo.

Tak zdefiniowane I(f) nazywa sie calka Wienera-Paleya i sie czesto ozna-

cza I(f) = [;° f(s)dWs.
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1.

Rozpatrzmy nastepujace 3 wlasnosci proceséw

a) ciaglodé trajektorii

b) stochastyczna ciagtosé (tzn. X, L Xs gdy t — s)

¢) ciaglto$é wg p-tego momentu (tzn. E|X; — X5|P — 0 gdy t — s).
Jakie implikacje zachodza miedzy powyzszymi wlasnosciami?

. Udowodnij, ze jesli proces spelnia warunki (W0)-(W2) to ma modyfikacje

o ciaggtych trajektoriach.

. Wykaz, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera sa lokalnie holde-

rowskie z dowolnym wykladnikiem v < 1/2.

. Wykaz, ze trajektorie procesu Wienera nie sg lokalnie 1/2-holderowskie

. Wykaz, ze trajektorie procesu Wienera z prawdopodobienstwem 1 nie sg

jednostajnie ciagle na [0, 00)

. Scentrowany proces gaussowski nazywamy utamkowym ruchem Browna,

jesli B| X, —X|? = |t—s|? (taki proces istnieje dla 0 < o < 1). Udowodnij,
ze uwtamkowy ruch Browna ma ciaglta modyfikacje. Co mozna powiedzie¢
o holderowskosci jej trajektorii?

. Pokaz, ze jesli X ~ Poiss(\) i A < 1 to dla dowolnego p > 0, E|X,|P <

CpA, gdzie C, = E|X1|P < co. Wywnioskuj stad, ze w Twierdzeniu o
ciagtej modyfikacji zatozenie 3 > 0 jest istotne.
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1.
2.

Policz funkcje kowariancji mostu Browna W; — tW;.

Wykaz za pomoca funkcji kowariancji, ze procesy z zadania 7 z 1 serii sg
procesami Wienera.

Wykaz, ze proces Ornsteina-Uhlebecka Gy = e~ ‘W,2: jest procesem sta-
cjonarnym.

Niech X1, X5, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkladzie z dystrybuanta F'. Niech
n i X; <t
i s U pgy g,
n

Wykaz, ze skoficzenie wymiarowe rozktady proceséw /nY (™ zbiegaja przy
n — oo do rozkladu pewnego procesu gaussowskiego Z, wyznacz funkcje
wartosci Sredniej i kowariancje Z.

Niech X = (X}):>0 bedzie procesem o niezaleznych przyrostach, zas Fi
filtracja generowana przez X. Wykaz, ze dla £ > s zmienna X; — X jest
niezalezna od sigma ciata F;, a je$li X ma prawostronnie ciggle trajektorie
to réwniez od Fiy.
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W ponizszych zadaniach przyjmujemy, ze (Fi):er jest ustalong filtracja, zas
T zmienng losowa o wartosciach w T'U {o0}.

1.

Dla T ={1,2,...} wykaz, ze T jest momentem zatrzymania wtedy i tylko
wtedy gdy {r=n} e F,dlaneT.

. Niech T'={1,2,...}, I'1,T'3, ... beda borelowskimi podzbiorami R, a X,

ciagiem F,-adaptowalnym. Okreslamy indukcyjnie dla ¢ = 2,3, ...
71 :=inf{n: X, € I'1} oraz 7, := inf{n > 7,_1: X,, € T';}.

Wykaz, ze 7; sa momentami zatrzymania.

. Zalézmy, ze T jest przedzialem i okreslmy

Fiy = ﬂfs, Fi_ = O’(U Fs).

s>t s<t

a) Wykaz, ze filtracja F;4 jest prawostronnie ciagla tzn Fry = Fpy.

b) Udowodnij, ze jedli F; = F;X jest filtracja generowana przez proces X
o lewostronnie cigglych trajektoriach to F;— = F;.

¢) Niech T = [0,00), A € F oraz X; = (t — 1)*I4. Znajdz F/X.

d) Dla X jak w punkcie ¢) okreSlmy 7 := inf{¢: X; > 0}. Wykaz, ze 7 nie
jest momentem zatrzymania wzgledem F7X ale jest momentem zatrzyma-
nia wzgledem ffi.

. Zalozmy, ze T jest przedziatem, wykaz, ze

a) jesli 7 jest momentem zatrzymania to {7 < t} € F; dla wszystkich ¢
b) jesli {r < t} € F; dla wszystkich ¢ to 7 jest momentem zatrzymania
wzgledem Fyy.

. Niech T'= [0, 00), a 7 bedzie momentem zatrzymania, ktére ze zmiennych

74 1,72,7 — 1 musza byé momentami zatrzymania?

. Niech T' = [0, 0), a X; procesem F;-adaptowalnym o ciaglych trajekto-

riach. Wykaz, ze dla A otwartego 74 := inf{t: X; € A} jest momentem
zatrzymania wzgledem Fiy.

. Wykaz, ze jedli 7 i o sa momentami zatrzymania to zdarzenia {7 <

o}, {r =0} i{r <o} naleza do Fr, F, i Frpo-

. Wykaz, ze jedli 7 jest momentem zatrzymania to proces X; := Ijg - (t) jest

progresywnie mierzalny.

. Wykaz, ze jesli o jest momentem zatrzymania, 7 > o oraz 7 jest F,

mierzalny to 7 jest momentem zatrzymania.
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1. Sprawdz, ze nastepujace rodziny sa martyngalami
a) (Ny — )\t,ftN)t>o
b) (Nt = At)* = AL, V)0
¢) (exp(AW; — 251), FIV)10.

2. Wykaz, ze dla x > 0

1 2 1 2
- emE2 < P(W, > < —z7/2
(& S Z2T) e .
10(z + 1) Wi 2o < 7

3. Wykaz, ze limsup,_, \/ﬁ = 1 p.n. (prawo iterowanego logarytmu
dla procesu Wienera).
Wskazowki
a) Wykorzystujac nieréwnosé¢ z wykladu

u2

Vu,s>0 P(sup |[Ws| > u) <e™ =
0<t<s

wykaz, ze dla € > 0 znajdziemy o > 1 takie, ze

P sup @ ———=2>1+¢)< 0
,;1 <angtgan+1 2tInint ) )

. . . . [We|
i wywnioskuj stad, ze limsup,_, NeBEYY < 1pn.

b) Wykorzystujac zadanie 2 udowodnij, ze dla ¢ > 0 znajdziemy C' > 1
takie, ze

> P(Wenn —Wen > (1—€)(V2C"H Inln C"H 4+ V2C" Inln C™)) = oo

n=1

wywnioskuj stad, ze

. WCn+1 — WCn
lim sup

>1—¢cpn.,
n—oo V20"t Inln C*+1 4+ /2C" Inln O™ - P

S W,
a nastepnie, ze limsup,_, \/ﬁ > 1.

4. Nieznacznie modyfikujac powyzsze rozumowanie wykaz, ze lim sup,_, ., \/% =
nin

1 p.n., a liminf;_, \/% = —1 p.n..

Wykaz, ze lim Supt_>0+ \/#W =1 p.1..
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1. Niech W; = (W},..., Wg) bedzie d wymiarowym procesem Wienera, a
o € R4
a) Wykaz, ze |[W; — x|?>~¢ jest nieujemnym podmartyngatem
b) Udowodnij, ze |W; — x|?>~% zbiega przy t — oo do 0 wedtug prawdo-
podobienstwa i p.n. 1 wywnioskuj stad, ze lim;_, o |W;| = co p.n.
c) Wykaz, ze dla prawostronnie ciagltego martyngatu (X;):>, zachodzi

Vaso AP(sup Xy > A) <supEX; + EX,
¢

t>a
d) Wykaz, ze P(Jp=oW; = x0) = 0.
2. Niech W; bedzie jednowymiarowym procesem Wienera oraz
T = 1nf{t > 0: W = a}, 7, :=inf{t > 0: [W;| = a}.

Rozpatrujac martyngaty W; i W2 — t wykaz, ze
a) 7, < oo p.n. dla wszystkich a € R

b) P14 < 73) = 725 dla a,b > 0.

¢) Ef, =a? dlaa > 0.

d) Er, A7_y =abdlaa,b>0.

e) Et, = oo dla wszystkich a # 0

3. Rozpatrujac martyngaly M} = exp(AW; — \?t/2) oraz N} = (M} +
M;)‘) /2 wykaz, ze przy oznaczeniach poprzedniego lematu zachodzi dla
wszystkich a, A > 0
a) Ee e = e~aV2A

b) Ee~*« = (cosh(av/2\))~".

4. Wykaz, ze martyngat Mt)‘ z poprzedniego zadania jest zbiezny p.n. i znajdz
jego granice. Czy jest on zbiezny w L'?

5. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem F}V.
a) Wykaz, ze (Wioan, Fran)o, jest martyngalem.
b) Udowodnij, ze jesli Er < oo to Esup,, W2,, < .

c¢) Wykaz, ze jedli Er < co to EW2 =E7 i EW, =0
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1.

Zalozmy, ze przestrzen standéw E jest przeliczalna. Wykaz, ze wowczas

a) (X¢)ier jest procesem Markowa wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnych
th <ty <...<tpiky,..., k, € F takich, ze P(th = k17...,th71 =
kn—l) 7é 0

P(th == kn‘th == kl, .. .,th71 == knfl) == P(th = kn|th71 == knfl).

b) (X¢)teT jest procesem Markowa z macierza przejécia P*¢ wtedy i tylko
wtedy gdy dla dowolnych t; <ty < ... <t,iky,....kn€FE

P(Xy, =Fki,.... Xy, =kn) =P(Xy, = k1)t 0o (K1, k2) Dty (kn—1, kn)-

n

Wykaz, ze proces Poissona N, jest procesem Markowa i znajdz macierz
przejscia.

Wykaz, ze proces (—1)V jest procesem Markowa i znajdz macierz przej-
$cia.

Niech X,Y beda zmiennymi losowymi, zaé G-o cialem takim, ze X jest
G-mierzalne, zas Y jest niezalezne od G. Wykaz, ze dla dowolnej funk-
cji f(z,y) mierzalnej i ograniczonej E(f(X,Y)|G) = p(X) gdzie p(z) =
Ef(z,Y).

Korzystajac z poprzedniego zadania udowodnij, ze jesli X = (X;) jest pro-
cesem o przyrostach niezaleznych to X jest procesem Markowa z funkcja
przejscia P (z,I) = P(X; — X, € T' — ).

Z zadania 2 wynika w szczegélnosci, ze proces Wienera jest procesem Mar-
kowa czyli réwniez i proces (W_;)i<o. Znajdz funkcje przejscia dla tego
procesu.

Zatézmy, ze X1, Xo, ... sa zmiennymi o jednakowym rozktadzie p, Sy =
22:1 X, My = max(Xy,...,X). Czy nastepujace procesy muszg byé
procesami Markowa, jesli tak to znalezé odpowiednie funkcje przejscia

a) Xl, Xg, e

b) So, S1,52,. ..

¢) ST SF. St

d) My, My, M3, . ..

e) SO,SO\/517SO \/Sl \/527...

) (Sus M)

Czy procesy (|Wi|), (tWy2) sa procesami Markowa? Jesli tak to znajdz
funkcje przejscia.
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1.

Zal6zmy, ze przestrzen standéw E = {1,2}. SprawdZ réwnania Chapmana-
Kolmogorowa dla macierzy

pt_ L3427 2274
T 5\ 3-3e ¥ 24374 )¢

Zalézmy, ze dla s < t, Ps(x,-) jest rozkladem normalnym o $redniej
M2 1 wariancji o2 ;. Jakie warunki musza spelniaé¢ my, i 02, by istniata
rodzina Markowa o funkcji przejscia Ps 4?7

Procesy X i Y; sa procesami Markowa, czy z tego wynika, ze proces
(X4, Y:) tez jest procesem Markowa?

Sprawdz, ze procesy Wienera i Poissona sa procesami fellerowskimi.

Wykaz, ze proces Wienera ma mocna wlasno$¢ Markowa wzgledem filtracji
F.

Niech W} bedzie procesem Wienera startujacym z 0 oraz dla a # 0

Tq = inf{t: Wi = a}.

a) P(r, <u,W, €T) =P(7, <u, W, € 2a —T);

b) P(7, < u) =2P(W, > a) dla a > 0.

¢) Ta ~ a’7y;

d) Taqp ~ 7o + T dla a,b > 0, gdzie T}, jest niezalezna kopia 7p;
) ST +t1 ~ (\/g-i- \/E)QTl dla s,t > 0.

) Znajdz rozktad zmiennej supgc;<, Wi

Wykaz, ze jesli 7 jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji F2;, to
proces (Wiyr — Wi)e>o jest procesem Wienera niezaleznym od F.
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1.

Zalézmy, ze X, jest rodzinag Markowa na dwuelementowej przestrzeni sta-
néw z macierza przejscia
1 ( 34277 2277 )

Pt_

T 5\ 3-3eT 24347

a) Znajdz generator A pélgrupy generowanej przez X,

b) Znajdz rozktad stacjonarny p dla P?

¢) Sprawdz, ze pA = 0 i uzasadnij, ze to réwnanie jest spelnione w ogélnym
przypadku.

Wykaz, ze jesli f € Co(R), a P! jest poélgrupa generowana przez proces
Wienera to t — P!f jest ciagta.

Niech A bedzie generatorem polgrupy zwiazanej z procesem Wienera. Wy-
kaz, ze jesli f € C&Q)(R) to f € Dy oraz Af =1 f".

Udowodnij, ze dla d wymiarowego procesu Wienera C&Q) (RY) € Dy i
Af = 1Af dla f e CP (RY).

Niech X; = ¢7?'W,2t. Wykaz, ze X jest jednorodnym procesem Markowa
i znajdz Af dla odpowiednio gladkiej funkcji f.
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