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Ponizsze notatki powstaja na podstawie wyktadéw ze Wstepu do Proceséw Stocha-
stycznych, prowadzonego w semestrze wiosennym 2023/24. Gwiazdkami oznaczono tresci,
pobieznie oméwione w czasie wyktadu, ktére nie beda wymagane na egzaminie.

U Czytelnika zaklada si¢ znajomosé podstawowych faktéw z zakresu kursowego wykta-
du z rachunku prawdopodobienstwa. Wszystkie potrzebne wiadomosci mozna znalezé w
podrecznikach [1] i [2].

Wigkszo$é materialu wyktadu mozna znalezé w ksiazkach [3] i [7]. Obszerne notatki do
wykladu byly tez przygotowane przez prof. Talarczyk-Noble [6]. Ambitniejszemu Czytel-
nikowi polecamy monografie [5].

Autor z géry przeprasza za wszystkie nieScistosci i omytki mogace sie pojawié¢ w tek-
Scie i jednoczesnie zwraca sie z prosb$ do Czytelnikéw, ktorzy zauwazyli btedy lub maja
jakie$ inne uwagi na temat notatek o ich zakomunikowanie osobiste lub wystanie na adres
emailowy rlatala@mimuw.edu.pl z podaniem wersji notatek (daty), ktérej dotycza.
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1 Podstawowe Przyklady Proces6w Stochastycznych

Zaczniemy od podania podstawowych definicji uzywanych podczas calego wyktadu. Poda-
my tez dwa podstawowe przyklady proceséw stochastycznych - proces Poissona i proces
Wienera.

Definicja 1.1. Niech (2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, (E, &) przestrzenia
mierzalna, zas T" dowolnym zbiorem. Procesem stochastycznym o wartoéciach w E, okreslo-
nym na zbiorze T' nazywamy rodzine zmiennych losowych X = (Xy)er.

Uwaga 1.2. W zasadzie w czasie calego wykladu T bedzie podzbiorem R (najczesciej prze-
dzialem, niekoniecznie ograniczonym), za$ E = R lub R?. Parametr ¢ mozna wéwczas
interpretowaé jako czas.

Definicja 1.3. Trajektorig procesu X nazywamy funkcje (losowa!) t — X;(w), okreslona
na zbiorze T o wartosciach w E.

Definicja 1.4. Powiemy, ze proces X = (Xi)ier, T C R ma przyrosty niezalezne jesli dla
dowolnych indekséw tg < 1 < ... < ¢, ze zbioru T', zmienne losowe Xy, Xy, — Xy, Xt, —
Xy Xy, — Xy, sa niezalezne.

Definicja 1.5. Méwimy, ze proces stochastyczny (X;)i>0 ma przyrosty stacjonarne, jesli
rozktad X; — X, zalezy tylko od ¢ — s czyli

vt>s>0 Xt - Xs ~ Xt—s - XO-

1.1 Proces Poissona

Definicja 1.6. Procesem Poissona z parametrem (intensywnoscig) A > 0 nazywamy proces
stochastyczny N = (N;)¢>0 taki, ze

)
@)

No = 0;
N ma przyrosty niezalezne;
Dla 0 < s < t zmienna N; — Ng ma rozklad Poiss(\(t — s));

Trajektorie N sa prawostronnie ciggle.

AAA,\
g g
w N
e

Przypomnijmy, ze zmienna X ma rozklad Poiss()), jesli X przyjmuje wartosci naturalne
oraz P(X = k) =e *N\/k!l dlak=0,1,....

Uwaga 1.7. 1) Warunek (P3) oznacza, ze dla wszystkich w € Q, t — N¢(w) jest funkcja
prawostronnie ciagla na [0, 0o).

ii) Czasami wygodniej jest w definicji procesu Poissona zaktadaé, ze Ny = 0 p.n. oraz, ze
prawie wszystkie trajektorie N sa prawostronnie ciggle. Tak zmodyfikowana definicja jest
niezmiennicza z uwagi na zaburzenia procesu na zbiorze miary zero.



Uwaga 1.8. Proces Poissona (oraz zdefiniowany dalej proces Wienera) stanowia dwa pod-
stawowe przyktady tak zwanych procesow Levy’ego. Procesy te maja przyrosty niezalezne
i stacjonarne oraz prawostronnie ciggle trajektorie z lewostronnymi granicami.

Uwaga 1.9. Warunki (P0)—(P3) implikuja, ze prawie wszystkie trajektorie N sa niemaleja-
cymi, prawostronnie ciggtymi funkcjami o warto$ciach naturalnych, z nieskonczong liczba
skokéw o wartosci 1.

1.1.1 Konstrukcja procesu Poissona

Niech X7, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym z
parametrem A (czyli maja gestosé Ae_)‘t]l[ovoo) (t)). Okre$lmy

n
So=0, Sn=> Xp, n=12,....
k=1
oraz
Ny = sup{n: S, < t}. (1)

Twierdzenie 1.10. Proces stochastyczny (Ny¢)i>0 zdefiniowany wzorem (1) jest procesem
Poissona z intensywnoscig .

Warunki (P0) i (P3) sa spelnione w oczywisty sposéb, wystarczy wiec sprawdzié¢ (P1)
i (P2). Najpierw udowodnimy pewien techniczny lemat.

Lemat 1.11. Zalézmy, ze h: Ry — C jest funkcjq taka, ze |h| < 1 oraz h(u) = 1 dla
u = ug. Wowcezas zmienna losowa Y = [[321 h(Sk) jest dobrze okreslona, calkowalna oraz

EY = exp (/\/0

Dowdd. Na mocy mocnego prawa wielkich liczb, zmienne Sy zbiegaja do nieskoniczonosci
prawie na pewno, zatem h(Sg) = 1 dla duzych k, czyli zmienna Y jest dobrze okreslo-
na. Ponadto |Y| < 1, wiec Y jest réwniez calkowalna. Stosujac twierdzenie Lebesgue’a o
zbieznosci zmajoryzowanej dostajemy

o

(h(u) — 1)du).

EY = lim E T ~(sw).
k=1



Liczymy, stosujac zamiane zmiennych
n
EHh&
/ / h(z1)---h(zy+ ...+ In))\"e_“rl"'“""m")dxl ...dzy,

= )\"/O h(un)e_)‘“" ( / . / h(uy) -+ h(up—1)duy .. .dun1> duy,

0Su1 SU2K . SUn—1KUn

= 1 / h(up)e A“”/ / h(uy) -+ h(up—1)duy .. dun_l)dun
n_

_(nf:ﬂémh@kfm(é h(s)ds)" du,

gdzie w przedostatniej linijce skorzystaliémy z tego, ze funkcja h(uy)---h(up—1) jest sy-

metryczna wzgledem permutacji zmiennych wi, ..., u,—1. Polézmy A := [7°(h(u) — 1)du,
wtedy wobec zalozenia iz h(u) = 1 dla u > ug dostajemy
/ s—u+/ )ds =u+ A dla u > uyg.
0

Stad ETTp_; h(Sk) = an + Bn, gdzie

ap = (ninl)' /Ouo h(u)e A K/Ou h(s)ds)nil — (u+ A)"_l}du,

A" e n—
ﬁn:(n—l)'/o eA(u—i—A) ldu.

Zauwazmy, ze |h(u)| < 1 oraz | [y" h(s)ds| < u, a zatem

A\ ug A" A n—1 [eS)
log| < ——— (u+ |A]) " te ™ Mdu < (uo + |4]) e Mdu
—1)!
(n—1)!"Jo 0

(n—1)!
_ (Mwo + 14D
(n—1)! ’

czyli limy,_, o i, = 0. By policzy¢ granice 3, zauwazmy, ze

8, = A" nz_:l n—1 Ak/oo n—1-k,~dug
"ThenlE Nk o

n—1 n n—1 \k Ak
:E A)\"+(n—k—1)!zg
= < k (n—1)! = k!



Stad

EY = lim (o, + 8,) = M.
n—oo

O]

Whniosek 1.12. Zalézmy, zZe B1, Ba,..., By, sq¢ rozlgcznymi, ograniczonymi podzbiorami
R oraz okreslmy

k=1

Wéwczas N(By1), ..., N(By,) sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Poiss(Am(By)),
gdzie m oznacza miare Lebesgue’a.

Dowdd. Policzymy wielowymiarowa funkcje charakterystyczna

E exp (z En: tkN(Bk)> =E ﬁ h(Sk),

k=1 k=1

h(z) = {

k=17 Br k=1

gdzie
et g € By
1 (lZQéBlU...UBn.

Mamy

czyli na mocy Lematu 1.11,

Eexp (z i tkN(Bk)) = exp ()\ k"

k=1

m(Bg)(e — 1)).

1
W szczegdlnodci
Eexp(itN(By)) = exp(Am(By) (e — 1)) = E exp(itPoiss(Am(By))),
wiec N (Bj) ma rozklad Poiss(Am(By)), ponadto
E exp (Z i tkN(Bk)> = ﬁ exp(ity N (Bg)),
k=1 k=1
a zatem N(Bi),...,N(By,) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. O

Dowdéd Twierdzenia 1.10. Zauwazmy, ze przy oznaczeniach z Wniosku mamy N; = N([0, t])
oraz Ny — Ny = N((s,t]) dla s < t. Stad warunki (P1) i (P2) w oczywisty sposéb wynikaja
z Wniosku 1.12. O



1.1.2 Zlozony Proces Poissona

Trajektorie procesu Poissona sa prawostronnie ciagte, kawaltkami state, odlegtoéci miedzy
skokami sa zmiennymi niezaleznymi o rozkladzie wyktadniczym oraz wszystkie skoki sa
rowne 1. Jesli odrzucimy ten ostatni warunek, a zatozymy, iz kolejne skoki sa zmiennymi
niezaleznymi o jednakowym rozkladzie to otrzymamy tzw. zloZony proces Poissona.

Definicja 1.13. Zalézmy, ze A1, Ao, ... sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednako-
wym rozkladzie, a (N¢);>0 procesem Poissona z intensywnoscia A, niezaleznym od zmien-
nych A;. Wéwczas proces N» = (Nf);>0 dany wzorem

a_Jo N, =0
t SN AL, Ny >0

nazywamy zfoZonym procesem Poissona.

Zauwazmy, ze rozktad ztozonego procesu Poissona jest wyznaczony przez dwa parame-
try — intensywnosé skokéw A i rozktad pojedynczego skoku A;. Wygodnie jest zakladaé, ze
P(A; = 0) = 0, by uniknaé sytuacji ,,pozornego skoku”. Zwykly proces Poissona odpowiada
sytuacji, gdy P(A; =1) = 1.

Uzywaja¢ Lematu 1.11 mozna bez trudu wykazaé, ze

Fakt 1.14. Niech N® bedzie zlozonym procesem Poissona. Wéwczas NOA =0, N® ma
przyrosty niezalezne i stacjonarne oraz trajektorie prawostronne ciggle, kawatlkamsi stale.
Odleglosci miedzy poszczegdlnymi skokami sq zmiennymi niezaleznymi, o jednakowym roz-
kladzie wykladniczym.

1.1.3 *Charakteryzacje Procesu Poissona*

Fakt 1.15. Zaloimy, ze X = (X¢)i>0 jest procesem stochastycznym takim, ze Xo =0, X
ma przyrosty niezalezne i stacjonarne oraz trajektorie niemalejgce, prawostronnie ciggle, o
wartosciach catkowitych, skokach rownych 1 oraz zbiegajgce do oo w co. Wowczas X jest
procesem Poissona.

Idea dowodu polega na tym, ze X; jest suma przyrostow Xy, — X(x41)¢/n- Przyrosty
te majg jednakowe rozktady, sa niezalezne i maja wartoéci catkowite nieujemne. Pokazuje
sie, ze jak m jest duze to z prawdopodobienstwem bliskim 1 wszystkie przyrosty przyjmuja
tylko wartoéci 0 lub 1. Zatem X, aproksymuje sie przez rozklad Bernoulliego Bin(n, py,).
Pokazujemy dalej, ze npy, jest ograniczone czyli przechodza¢ do podciagu ngpp, — A(t), a
stad X; ma rozklad Poissona z parametrem A(t). Dalej juz latwo dowodzimy, ze A(t) jest
funkcja liniowa, niemalejaca, czyli jest postaci At.

Prawdziwe jest znacznie ogdlniejsze twierdzenie charakteryzujace ztozone procesy Po-
issona.



Twierdzenie 1.16. Zaloimy, Ze dany jest proces stochastyczny X = (Xi)i>0 taki, Ze
Xo = 0, X ma przyrosty niezaleine i stacjonarne oraz trajektorie prawostronnie ciggle,
kawatkams stale, ze skoniczong liczbg skokow w kazdym przedziale skoniczonym. Wowczas
X jest ztozonym procesem Poissona.

1.2 Proces Wienera (Ruch Browna)

Definicja 1.17. Procesem Wienera (Ruchem Browna) nazywamy proces stochastyczny
W = (Wt)t>0 taki, 7e

Wy =0; (WO0)
W ma przyrosty niezalezne; (W1)
Dla 0 < s < t zmienna W; — W, ma rozklad normalny N(0,t — s); (W2)
Trajektorie W sa ciagle (W3)

Uwaga 1.18. i) Warunek (W3) oznacza, ze dla wszystkich w € Q, t — Wi(w) jest funkcja
ciagla na [0, 00).

ii) Czasami wygodniej jest zaklada¢ w definicji procesu Wienera, ze Wy = 0 p.n. oraz, ze
trajektorie W sa ciagte z prawdopodobienstwem 1.

iii) Proces Wienera na skonczonym przedziale W = (Wt)te[o,T] definiujemy w podobny
spos6b — jedyna réznica to, ze w warunku (W2) zakladamy, ze 0 < s <t < T.

1.2.1 Charakteryzacje procesu Wienera

Najpierw podamy twierdzenie, ktére znacznie utatwia sprawdzanie, ze dany proces jest
procesem Wienera. Musimy wpierw podaé¢ wazng definicje.

Definicja 1.19. Proces X = (X})ier nazywamy gaussowskim, jesli wszystkie skonczenie
wymiarowe rozklady X sa gaussowskie, tzn. wektor (X3, ..., X}, ) ma rozklad gaussowski
dla dowolnych t1,...,t, € T.

Przyktady
1. Xy = f(t)g, gdzie f: T — R dowolne oraz g ~ N(0,1).
2. Proces Wienera (W4)¢>o0.
3. Most Browna X; =W, —tW;, 0 <t < 1.
4. Procesy W7, sin(W;), "Vt nie sa gaussowskie.

Twierdzenie 1.20. Proces (Xi)i>0 jest procesem Wienera wtedy i tylko wtedy, gdy jest
procesem gaussowskim, o cigglych trajektoriach, startujgcym z zera, takim, ze EX; = 0
oraz Cov (X, Xs) = min{t, s}.



Dowdd. =: Mamy EX; = E(X; — Xo) = 0 oraz Var(X;) = Var(X; — X¢) = ¢t na mocy
(W0) i (W2). Ponadto, z niezaleznosci przyrostéw, otrzymujemy dla ¢ > s, Cov (X, X) =
Cov(Xy — X5, Xs) + Var(Xs) = 0+ s = min{¢, s}.

<: Dla t > s, zmienna losowa Wy — W, ma rozklad normalny ze Srednia 0 i wariancja
Var(X; — X;) = Var(X;) + Var(X;) — 2Cov(Xs, X5) = t — s, wiec zachodzi (W2). By
sprawdzi¢ niezaleznos¢ przyrostow ustalmy 0 < tg < t; < ... < t,. Zauwazmy, ze wektor
(Xto, Xty — Xt Xty =Xty - ., Xt,, — X3, ) marozklad gaussowski, wiec jego wspolrzedne sa
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy sa nieskorelowane. Mamy jednak dla s; < s9 < s3 < 84,

Cov(Xs,, Xsg — Xs,) = Cov(Xs,, Xsy) — Cov(Xs,, Xs,) =51 —51=0
oraz

Cov(Xs, — Xsy, Xs, — Xs3) = Cov(Xg,, X, — Xsy) — Cov(Xs,, Xs, — Xsq) =0.

Uwaga 1.21. Zauwazmy, ze jesli EXy = 0 oraz Var(Xy) =0, to Xo =0 p.n.

Kolejne twierdzenie pokazuje, ze (z dokladnoscia do drobnych technicznych zalozen
oraz normalizacji) proces Wienera jest jedynym procesem o ciagltych trajektoriach oraz
niezaleznych i stacjonarnych przyrostach.

Twierdzenie 1.22. Zaldzmy, ze proces (Xi)i>o0 spelnia warunki (W0), (W1), (W3) (z W
zastgpionym przez X ) oraz

X ma przyrosty stacjonarne; (W2a)
EX; =0, Var(X;) = 1; (W2b)
EX} < oo dla wszystkich t > 0. (W2c)

Wowczas X, jest procesem Wienera.

Dowdd. Okreslmy dla t > 0, a(t) = EX; oraz b(t) = Var(X;). Zauwazmy, ze na mocy
niezaleznoéci i stacjonarnoéci przyrostéw,

b(t + S) == Var(XHS - Xt + Xt) = Var(Xt+8 - Xt) + Var(Xt)
= Var(X,) + Var(X;) = b(t) + b(s).

Ponadto oczywiscie b(t) > 0, zatem funkcja b(t) jest addytywna i niemalejaca na [0, c0),
wiec b(t) = ct dla pewnego ¢ > 0, co wobec (W2b) daje Var(X;) = b(t) = t. Analogicznie
sprawdzamy, ze a(t + s) = a(t) + a(s), wiemy tez, ze a(0) = 0, stad dowodzimy, ze EX; =
a(t) = 0 dla ¢t wymiernych. Wezmy ¢ > 0 i wybierzmy dazacy do ¢ ciag liczb wymiernych
(tn). Warunek (W2c) implikuje EX? < oo, wiemy tez, ze EX? = Var(Xy,) = t,, zatem



(E|X;, — X;|)/? < M dla pewnej statej M. Z ciagloéci trajektorii X;, — X; prawie na
pewno, czyli réwniez wedtug prawdopodobienstwa. Zatem dla € > 0,
EXi| = [EX: — EXy, | <E[X: — X3, | < e+ E[Xy — Xi, [1{1x,-x,, |>¢)
<e+ (BIX, — X, ) PP( X, — Xy, | > )1/
<e+ MP(|X: — X;, | > )2 < 2
dla dostatecznie duzych n. Stad, wobec dowolnoéci € > 0, EX; = 0. WykazaliSmy zatem,
ze Xy ma Srednig zero i wariancje t.

Ustalmy ¢ > s > 0, chcemy pokazaé, ze Xy — X ma rozklad normalny N(0,¢ — s).
Zauwazmy, ze

n
Xi—Xo=)Y Yo, gdzie  Yop = Xgipis)/n — Xst(h—1)(t—s)/n-
k=1

Zmienne (Y}, 1)1<k<n tworza uktad tréjkatny, mozemy wiec skorzystaé z Centralnego Twier-
dzenia Granicznego i wykazaé, ze Y j_; Yy, i zbiega do N (0,t — s) wedlug rozktadu. Mamy

n n
Z EY, r =0, Z Var(Y, ) =t —s,
k=1 k=1

wystarczy wiec sprawdzi¢ warunek Lindeberga. Dla € > 0,

M=

n
Ln(e) = D EYaulLyy, 5 < E[( > ’Yn,k|2>ﬂ{maxk<n Yok}
k=1

1
< (23S mal?)) P gt > )

Zauwazmy, ze zmienne (Y, ;) dla ustalonego n sa niezalezne i maja érednig zero, zatem

/_\w

E(X, - X,)' = (ZYM) = Y B YarYarYk

1<k ko k3, kasn

3

:ZEY4k+6 > EY;

1<k<I<n

Yi+2 3 EY (22: Yoil?)”

= 1<k<i<n

|M: i

Z ciaglodci trajektorii X wynika, ze P(maxp<y [Yoi| = €) — 0 przy n — oo, zatem
limy o0 Ln () = 0. 0

10



Uwaga 1.23. Warunek (W2c) nie jest konieczny - zob. Twierdzenie 5 z paragrafu 13.1
podrecznika [2].

Okazuje sie, ze rowniez nie trzeba zaktadaé skonczonoéci wariancji ani nawet istnienia
wartosci $redniej Wi — warunek (W2b) ma charakter czysto normalizacyjny. Dokladniej
zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.24. Zaldzmy, Ze proces stochastyczny X = (X¢)i>0 spelnia warunki (W0),
(W1), (W2a) i (W3). Wéwczas istniejq stale a,b € R i proces Wienera W takie, ze Xy =
aW, + bt dla wszystkich t > 0.

1.2.2 *Proces Wienera jako granica bladzen losowych*

Zaltbézmy, ze X1, Xo,... sg niezaleznymi zmiennymi o jednakowym rozkladzie takim, ze
EX; = 0 oraz Var(X;) = 0% € (0,00). Zdefiniujemy bladzenie losowe (S,)n>0 Wzorami

So=0. S, =X1+...+X,, n=1,2,....

S(nt] =S|ns]
ov/n
wedlug rozkladu do N(0,t — s). Zasada niezmienniczo$ci Donskera méwi, ze ciag proceséw

(ﬁSLnt )t=0 zbiega wedtug rozkladu do procesu Wienera. Sformulowanie tego wyniku w

Centralne twierdzenie graniczne tatwo implikuje, ze dla s < ¢, zmienne zbiegaja

pelnej ogdlnodci jest nieco skomplikowane, gdyz trajektorie t — a—\l/ﬁS |nt] Die sa ciggle. By
oming¢ trudnodci techniczne przedtuzmy liniowo ciag (Sp)n>0 do procesu (St):>0 kladac

Sy 1= 0Sp+(1—=0)Sns1 = X1+.. .4+ Xn+(1—0)X,py dla t = On+(1—0)(n+1) € [n,n+1].

Twierdzenie 1.25. Dla kaidego T < oo cigg procesow (ﬁsnt)te[o,ﬂ (traktowany ja-

ko wektor losowy o wartosciach w przestrzeni C[0,T]) zbiega wedlug rozkladu do procesu

Wienera (Wy)ter-

1.2.3 Konstrukcja procesu Wienera przy pomocy uktadu Haara

Podczas nastepnych wyktadéw podamy dosé abstrakcyjna konstrukcje procesu Wienera
oparta o ogdlniejsze twierdzenia dotyczace istnienia i ciagtosci trajektorii proceséw stocha-
stycznych. W tym paragrafie oméwimy konstrukcje Levy’ego-Ciesielskiego procesu Wienera
na [0, 1].

Definicja 1.26. Niech I(0) = {1},I(n) = {1,...,2" },n = 1,2,.... Ukladem Haara
nazywamy rodzing funkcji (hnk)rer(n)n=o,1,. okreslonych na [0,1] wzorami ho1(t) = 1
oraz dla k € I(n),n > 1,

n—1

277 dla (2k —2)27" <t < (2k—1)27"
n—1
hoi(t) =9 =277 dla (2k—1)27" <t <2k-27"
0 w pozostatych przypadkach.
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Definicja 1.27. Przy oznaczeniach poprzedniej definicji wukladem Schaudera nazywamy
rodzing funkcji (Sn k)n=0,1,... ker(n) Okreslonych na [0, 1] wzorem S, x(t) = f(f I i (5)ds

Fakt 1.28. a) Uklad Haara jest bazg ortonormalng przestrzeni L0, 1].
b) Dla ustalonego n > 1, funkcje (Snr)rerm) maja nosniki o roztgcznych wnetrzach oraz
1Snklloo = 2712,

Czesé a) powyzszego dowodu jest standardowym faktem z analizy funkcjonalnej, a czesé
b) jest bardzo latwa do sprawdzenia.

Uwaga 1.29. Uktad Haara jest baza Schaudera w przestrzeniach L,[0,1], 1 < p < oo.
Po dodaniu funkcji stale rownej 1, uktad Schaudera staje sie bazg Schaudera przestrzeni
o, 1].

Fakt 1.30. Dla dowolnych t,s € [0,1] mamy
Z Z Sn7k(t)Sn7k(s) = min{¢, s}.
n=0kel(n)

Dowad. Najprosciej skorzystaé¢ z tozsamosci Parsevala méwiacej, ze dla dowolnej bazy or-
tonormalnej (u;);er przestrzeni Hilberta H oraz dowolnych f, g € H zachodzi

el

Teza faktu wynika z powyzszej tozsamosci zastosowanej do H = L9[0,1], f = Lios 9 =
Ljo,g oraz ukladu Haara.

Alternatywnie mozna teze faktu wykazac za pomoca nieco zmudnych, ale elementarnych
rachunkow. O

Lemat 1.31. Niech g bedzie zmienng losowq o standardowym rozktadzie normalnym N (0,1).

Wowczas

P(|g| > \f/ e 2 < e 2 dlat>
Dowdd. Niech f(t) = e=*/2 — P(|g| > t). Wowczas f'(t) = e "/2(,/2 ), czyli f jest
rosnaca na [0, /2/7] i malejaca na [\/2/mr,00). Poniewaz f( ) = f(oo) = 0, wiec f jest
nieujemna na [0, 0o). O

Niech (gnk)ker(n)n=0,1,... bedzie rodzing niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie

N(0,1) i

=3 > gnk(w)Snilt).

n=0kel(n)
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Twierdzenie 1.32. Dia prawie wszystkich w € Q cigg funkcji (Wt(m) (w)) zbiega jednostaj-
nie na [0, 1] do pewnej funkcji cigglej Wi(w). Jesli okreslimy np. Wi(w) = 0 dla pozostalych
w, to tak zdefiniowany proces stochastyczny jest procesem Wienera na [0, 1].

Dowdd. Okreslmy
Ap = {Jgﬁ}ﬁ) |9nkl =0}, n=0,1,...

Wowezas P(An) < Sgermm) Plgnsl > n) < |I(n)le /2. Zatem Y, P(A,) < oo, czyli
na mocy lematu Borella-Cantelliego P(limsup A,) = 0. Wezmy w ¢ limsup A,,, woéwczas
istnieje ng takie, ze w ¢ A, dla n > ng, czyli |gyr(w)| < ndlan > nyik e I(n). Z
uwagi na rozlacznogé nognikéw S, 1 i oszacowanie ||S, klleo = 27"H/2 implikuje to, ze
| X ker(n) 9nk(@W)Snk(®)lloo < n2~ (/2 dla n > ng. Poniewaz Y, n2-"t1/2 < oo, wiec
Wt(m) (w) zbiega jednostajnie dla w ¢ limsup A,, do pewnego W;(w). Okreslmy W;(w) =0
dla w € limsup A,.

Proces Wt(m) ma ciagle trajektorie, jako skonczona kombinacja liniowa funkcji ciaglych,
zatem proces W; ma ciagle trajektorie. Oczywiscie Wém) =0, wiec Wy = 0.

Zauwazmy, ze dla ustalonych tq,..., g, (Wt(fn), .. .,Wt(]:n)) — (Wi, ..., Ws,) p.n., za-
tem réwniez wedtug rozktadu. Granica rozkladéw gaussowskich ma rozktad gaussowski
(wystarczy spojrzeé¢ na funkcje charakterystyczna), wiec proces W, jest gaussowski.

Ustalmy ¢ € [0, 1], zmienne gy, Sy k(t) sa niezalezne i maja Srednia 0, zatem sa ortogo-
nalne w Lo(2). Ponadto, na mocy Faktu 1.30,

SN ElgnSnx(t) Z > Skt =t < o,
n=0kcI(n) n=0 kel (n)

stad ciag Wt(m) jest zbiezny w Lo(€2). Poniewaz Wt(m) zbiega do Wy p.n., to Wt(m) zbiega

do Wiy w La(Q), a zatem i w L1(2) W sczegblnosci
EW, = lim EW™ =0

oraz dla s < ¢

Cov(Wy, W) = EW W, = lim_ EW, ™ wm Z Z Sk (£) Sy k(s) = min{t, s}.
n=0keI(n

O]

Uwaga 1.33. Majac dany proces Wienera (Wt)te[o,l] nietrudno skonstruowaé¢ proces Wie-
nera na calej prostej. Mozna np. sprawdzié, ze ((1+¢)W _1 — Wi)s>0 jest takim procesem.
T+%
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1.2.4 Nierézniczkowalno$é¢ trajektorii

Trajektorie procesu Wienera maja wiele ciekawych wtasnosci, czesé z nich poznamy poézniej.
W tym paragrafie pokazemy, ze mimo iz sa ciagle, to z prawdopodobienstwem 1 nie sa
rézniczkowalne w zadnym punkcie.

Twierdzenie 1.34. Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera (Wy)i>o sq funkcjami
nierozniczkowalnymi w Zadnym punkcie, tzn.

IP’(EItO>0 t — Wi(w) jest rozniczkowalne w t()) =0.
Dowdd. Najpierw pokazemy nier6zniczkowalno$é trajektorii na [0, 1), tzn.
]P)(Eltoe[o,l) t — Wi(w) jest rézniczkowalne w to) = 0.
Zauwazmy, ze jesli funkcja f: [0,1] — R jest rézniczkowalna w to € [0, 1) oraz |f'(to)] < M,

to |f(t)— f(to)| < M|t—1to| dla t dostatecznie bliskich ¢y. Zatem, jesli j/n <ty < (j+1)/n,
to dla dostatecznie duzych n,

1) = 1Q < () = s s - 5 () < w4,

1(57) = 1) < (57) = st o) = (55) < ma (G )

oraz

7(57) =1 < (57) = s s = s (7)< w4 ),

n n

Stad, jesli funkcja f jest rozniczkowalna w jakim$ punkcie przedziatu [0, 1), to

Lehely (i) <2

IM<oo Im<oo Ynzm Jogj<n—3 Yk=0,1,2 ’f( - ~ —

Cazyli

co oo oo n—3 2 5M
<p(U U N U N {Warsr = Wi < 20})

M=1m=1n=m j=0 k=0 " " n

0o 0o co n—3 2 5M
<ZZP<Q ﬂ{ywﬁffl—wﬁkmn}).

3
<

I
o
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7 niezaleznosci przyrostéw dostajemy

() (Wios Wiz < ) = T P( W o < )
k=0 =0
S5M 1 5EM A~ 3
~ p(y < 2)) = ({1 < 2
! M/f - 3, 1 10M\3
- (\ﬁ/ M/f 2/2d1,> < (m f)
Zatem n—3 50 =3 100003 1000013
(1 () (s - wia < 51) < S 10 < 20
czyli
co n—3 2
( ﬂ U ﬂ {‘WHkH —Wj+k| }) 0
n=m j=0 k=0

]P)(Eltoe[o,l) t — Wi(w) jest rézniczkowalne w to) =0.
Nieznacznie modyfikujac poprzedni dowéd (albo uzywajac faktu, ze V[N/t =T 12W,p

tez jest procesem Wienera oraz w oczywisty sposob nierézniczkowalno$¢ W na [0,1) jest
réwnowazna nierézniczkowalnosci W na [0, 7)) dostajemy, ze dla T' < oo,

P(Htoe[O,T) t — Wi(w) jest rézniczkowalne w t0> = 0.
By zakonczy¢ dowdd wystarczy zauwazyé, ze
P(3t0>o t — Wi(w) jest rézniczkowalne w to)
= ]\}Enmp(ﬂtoe[o,N) t — Wi(w) jest rézniczkowalne w t0> =0.

O]

Uwaga 1.35. Dokladna analiza przedstawionego dowodu pokazuje, ze nie wykazaliSmy mie-
rzalnosci zdarzenia {3, t — W;(w) jest rézniczkowalne w to}, a jedynie to, ze jest ono
podzbiorem pewnego zdarzenia miary zero. By uniknaé¢ kltopotéw technicznych podobne-
go rodzaju, wygodnie jest przyjaé, ze przestrzen probabilistyczna (€2, F,P) jest zupelna,
tzn. dowolny podzbidr zbioru miary zero jest mierzalny (kazda przestrzen probabilistyczna
mozna rozszerzy¢ do przestrzeni zupelnej).
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2 Rozklady Procesé6w Stochastycznych

W tej czesci zdefiniujemy rozklad procesu stochastycznego, w szczegdlnoéci powiemy jakie
zdarzenia okreslone przez proces sa mierzalne. Udowodnimy, ze rozktad procesu jest wyzna-
czony przez rozklady skonczenie wymiarowe. Sformultujemy tez warunki, ktére musza by¢
spelnione, by istnial proces stochastyczny o zadanych rozktadach skonczenie wymiarowych.

Przypomnijmy, ze jesli X jest zmienng losowa o warto$ciach w przestrzeni (E, &), to
rozkladem X jest miara probabilistyczna na (E, ) zadana wzorem

pux(A)=P(X € A), Acé.

2.1 o-cialo zbioréw cylindrycznych

Proces X = (X¢)ier mozemy traktowaé jako zmienng losowa o wartosciach w R”. Jakie
podzbiory RT s wéwczas na pewno mierzalne?

Definicja 2.1. Zbiory postaci
{x e RT: (v4,...,21,) € A}, t1,...,t, € T, A € B(R")

nazywamy zbiorami cylindrycznymi. Przez B(RT) bedziemy oznaczaé najmniejsze o-ciato
zawierajace zbiory cylindryczne i bedziemy je nazywaé o-cialem zbiorow cylindrycznych.

Uwaga 2.2. Zauwazmy, ze
BRT) =o({z € RT: 2, € A}, t € T, A € B(R)).

Uwaga 2.3. Nietrudno wykazaé, ze jesli zbiér A € B(RT), to istnieje zbiér przeliczalny
Ty C T taki, ze jedli z,y € RT oraz z(t) = y(t) dlat € Tp tox € A & y € A.

Przyktlady
1. Nastepujace zbiory naleza do B(R[%>)):

o {z:xg>ua}, s>12>0,
o {z:xy >0,mpy, —xp, >0,.00,mp, —x, , >0} 0< 1t <ta<...<lty,
o {T: Vicstscq, Tt > T}

2. Zbiory

o {x: sup,cp |x¢] < 1},

o {x:t— x4 ciagle}

nie nalezg do B(RT), gdy T jest niezdegenerowanym przedziatem.
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Definicja 2.4. Rozkladem procesu X = (X;)ier nazywamy miare probabilistyczna px
na B(R”) dana wzorem

px(C) = P((Xp)er € C), C € B(RT).

Uwaga 2.5. Zaldézmy, ze T jest przedzialem (skonczonym lub nie). Na przestrzeni funk-
cji ciagtych C(T) rozwazmy topologie zbieznoéci niemal jednostajnej. Wéwcezas B(RT) N
C(T) = B(C(T)), co oznacza, ze jesli proces X = (X;)ier ma ciagle trajektorie, to X
wyznacza rozklad probabilistyczny na przestrzeni funkeji ciagltych (C(T'),B(C(T))). W
szczegblnosei proces Wienera wyznacza pewien rozklad probabilistyczny na C0, 00).

2.2 Warunki zgodnosci. Twierdzenie Kolmogorowa o istnieniu procesu

Najprostsze zbiory z B(R”), to zbiory cylindryczne. Miary takich zbioréw to rozklady
skonczenie wymiarowe procesu.

Definicja 2.6. Dla procesu (X;)ier o wartoSciach w R i ¢1,...,t, € T okreSlamy miare
iy ,...t, Na R™ wzorem

Mtl,...,tn(A) = P((th, . ,th) (S A), A€ B(Rn)

Rodzine miar {4, ¢, : t1,...,t, € T parami rézne} nazywamy rodzing skoriczenie wy-
miarowych rozkladow procesu X.

Fakt 2.7. Zalozmy, Ze X = (Xy)ier 1Y = (Yi)rer sa procesami o tych samych skoriczenie
wymiarowych rozkladach, czyli

P(( Xy, ..., Xy,) € A) =P((Yey,...,Ys,) € A)
dla wszystkich t1,...,t, € T, A € B(R™). Wéwczas X i Y majg ten sam rozklad, tzn.
P(X € C) =P(Y € C) dla wszystkich C € B(RT).

Dowdd. Rodzina zbioréw cylindrycznych A tworzy w-uklad, a rodzina C zbioréw C' takich,
ze P(X € C) =P(Y € C), jest A-ukladem zawierajacym A. Zatem z twierdzenia o m- i A-
uktadach, C zawiera réwniez o-cialo generowane przez A, czyli B(RT). O

Definicja 2.8. Powiemy, ze rodzina skonczenie wymiarowych rozktadéw
{pty . tn: t1,...,ty € T parami rézne}
spetnia warunki zgodnosci, jesli zachodza nastepujace warunki:

i) Dla dowolnych t1,to,...,t, € T, dowolnej permutacji (i1, ...,i,) liczb (1,...,n) oraz
zbioréw Aq, As,..., A, € B(R),

[t oot (Aip X Ajy X oo X A) = pigy,t0 (A1 X Ag X0 X Ay).
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ii) Dla dowolnych ¢i,to,...,t,41 € T oraz Aj, Ag, ..., A, € B(R),

Pty oostnstnir (A1 X Ao X0 Ay X R) = gy g, (A1 X Ag XL X Ay).

Oczywiscie rodzina rozktadéw skonczenie wymiarowych dowolnego procesu stochastycz-
nego spetnia warunki zgodnosci. Okazuje sie, ze sa to jedyne warunki jakie nalezy natozy¢
na taka rodzine.

Twierdzenie 2.9. Zaldimy, Ze rodzina skoriczenie wymiarowych rozktadow (pu, . +,) spel-
niajgca warunki zgodnosci. Wowczas istnieje proces (X¢)ier majacy skoriczenie wymiarowe
rozktady rowne (fi, .. 1, )-

Dosé¢ techniczny dowdd powyzszego twierdzenia przedstawimy w osobnej sekcji. Teraz
oméwimy wnioski i przyktady.

Whniosek 2.10. Zaloimy, ze T' C R oraz dana jest rodzina rozkladow skonczenie wymia-
rowych {1, t1 <tz < ...<tp,t1,...,t, € T} spelniajoca warunek

Pty,otn (AL X oo X Ay X RX Apyq ..o x Ay)
= Hty,tp_1,tpatseotn (A1 X ... X Ak,1 X Ak+1 X ... X An)

dla wszystkich t1 <ty < ... <tp, n>2, 1< k< n oraz zbioréw borelowskich A1, ..., Ay.
Wowczas istnieje proces (Xi)ier taki, Ze (Xi,...,Xy,) ma rozklad py, 4, dlat; <ty <
<t

Dowdd. Dla ty,...,t, € T parami réznych istnieje permutacja (i1, ...,1,) liczb (1,...,n)

taka, ze t;, < t;, <...<t;, . Mozemy wiec okresli¢ pu, . 4, jako rozklad wektora (Y1,...,Y},)
takiego, ze (Y; ,Y;, ) ma rozklad Pty yoots, - Mozna sprawdzi¢, ze tak okreslona rodzina

17" n in

miar (g, t,) spelnia warunki zgodnosci. O
Przyktady

1. Jedli (u¢)ter jest dowolna rodzing rozkladéw na R, to istnieje rodzina niezaleznych
zmiennych losowych (X;)ier taka, ze X; ma rozklad p;. Uzywamy tu twierdzenia o
istnieniu dla g, . ¢, = pt; ® ... @ i, -

2. Istnieje proces spelniajacy warunki (WO0)-(W2) definicji procesu Wienera. Istotnie
dla 0=ty <t; <ty <...<t, kladziemy

My, ity ™ (Xla Xl + X27 s aXl + X2 + ...+ Xn)a
gdzie X1, . .., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi X ~ N (0, tx —tr_1). Warunki
zgodnosci wynikaja wéwezas stad, iz jedli Y1, Ys sa niezalezne i Y; ~ N(0,07) dla

i=1,2,to Y] + Yy ~ N(0,07 + 03).
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Uwaga 2.11. Dla uproszczenia zakladaliSmy podczas tego wyktadu, ze proces X; ma war-
tosci rzeczywiste. Nic sie zmieni (poza oczywistymi drobnymi zmianami definicji) dla pro-
ceséw o wartosciach w R?. Czasem jednak zachodzi potrzeba rozpatrywania proceséw o
warto$ciach w ogdlniejszej przestrzeni E. warto wiec zauwazy¢, ze

o w Fakcie 2.7 nie wykorzystywalidmy zadnych wlasnosci przestrzeni R,

e w dowodzie Twierdzenia 2.9 wykorzystuje sie regularnos¢ miar na R"™ — by zachodzit
dla proceséw o wartosciach w E, wystarczy zalozy¢, ze F jest przestrzenia polska (tzn.
osrodkowa, zupelna przestrzenia metryczna) z sigma-cialem zbior6w borelowskich lub
dodaé¢ warunek regularnosci rozpatrywanych miar.

2.3 *Dowdd twierdzenia o istnieniu procesu*

Dowo6d Twierdzenie 2.9 opiera sie na dwoch waznych faktach z teorii miary, ktére przyto-
czymy bez dowodu. Pierwszy z nich podaje warunek kiedy funkcje skonczenie addytywna
na ciele zbioréw mozna przedtuzy¢ do miary.

Twierdzenie 2.12 (Caratheodory’ego o przedluzaniu miary). Zaldzmy, ze A jest cialem
podzbioréw X, a pg skoniczenie addytywng funkcjq z A w Ry. Wowczas po przediuza sie
do miary p na o-ciele o(A) wtedy i tylko wtedy, gdy po jest ciggla w 0, tzn

jesli (Ap)p>y CA A DAy D ... oraz ﬂ A, =0, to nlLHgO to(Ay) = 0. (C)

n=1
Potrzebny nam tez bedzie fakt o regularnosci miar borelowskich na R™.

Fakt 2.13. Kazda miara skoriczona na (R™,B(R"™)) jest regularna, tzn. dla dowolnego
zbioru borelowskiego A,

pu(A) = sup{u(K): K jest zwartym podzbiorem A}.

Dowdd Twierdzenia 2.9. Niech A oznacza algebre zbioréw cylindrycznych. Dla C' = {z: (24, ...

A}, A e B(R™) potézmy po(C) = puy,... 1, (A). Zauwazmy, ze

e 7z warunkéw zgodnosci wynika, ze g jest dobrze zdefiniowane, tzn. po(C) nie zalezy
od wyboru t¢1,...,t, i A reprezentujacych C.

® i jest skonczenie addytywna. Istotnie jesli C,...,C; € A, to mozna dobraé¢ odpo-
wiednio duzy zbiér indekséw t1,...,t, € T taki, ze zbiory (', ..., Cy zaleza tylko od
t1,...,1n, tzn.

C; = {ZL‘Z (xtl, co,my,) € Ai}7 A; € B(R™).

Zalézmy, ze zbiory zbiory C1,...,C) sa roztaczne. Wowczas zbiory Aj,..., Ay sa
rowniez roztaczne, a zatem

,u0< LI] Ci) = Mt1,...,tn( LkJ Ai) = Zk:Mtl,...,tn (Ai) =
=0 =0 i=0

|

]
5
Q
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By zakonczyé¢ dowdéd musimy wykazaé warunek (C) z twierdzenia Caratheodory’ego,
czyli

jesli C, e A, C1 DCy D ...y pp(Cp) > e>0, to ﬂCn#Q).

n=1

Kazda miara p na (R", B(R")) jest regularna (zob. Twierdzenie A.?), tzn. dla dowolnego
A € B(R"),
pu(A) =sup{u(K): K C A, K zwarte}.

Zbiory C,, sg cylindryczne, czyli zalezg tylko od skonczonego zbioru indekséow. Mozemy
zalozyé, ze te zbiory indekséw rosna, co wiecej (ewentualnie powtarzajac zbiory C; lub
dodajac indeksy) mozemy zakladaé, Ze istnieje ciag t1,to, ... taki, ze

Cp =A{z: (x4,,...,24,) € Ap} dla pewnego A, € B(R").

Na mocy regularnosci miary pu, .. ., istnieja zbiory zwarte K, C A, takie, ze

£
ty,ootn (An \ Kp) < pras el 1,2,....

Oznaczajac Dy, = {z : (24,,...,7,) € Kp}, mamy po(Cy, \ D) < 27" te. Niech
Dp=DiN...0D, ={x: (x1,,...,2,) € K}, gdzie

Kn= (K1 xR )N (Ky xR N...N (Kpoy x R) N Koy
Poniewaz Cy, \ Dy, = UP_,(C \ Di) € Up_;(Ck, \ D), wiec

. n o0 e
10(Cn \ D) < Z 10(Cr \ Dy) < Z 275 e < bR
k=0 k=1

Zatem ,uo(ﬁn) > 1uo(Cp) — po(Cp \ IN)n) > ¢e— 5§ > 01w szcezegblnosci D, # (). Niech
™ e 1~7n, wowczas

(a:g?)’,..,xgz)) €K k=1,...,n.
Zbiory K}, sa zwarte, co implikuje, ze dla dowolnego k, ciag (:cgj));;o:l jest ograniczony. Za

)

pomoca metody przekatniowej mozemy wybraé¢ podciag (n;) taki, ze lim;_, o :r,ﬁZ’ =z
dla k =1,2,.... Ale wéwczas, z domknietoéci Ky,
: (i (ni
(zg7, .. ,xf:) = n}l—moo(mt? ), . ,l’t: )) c K.

Okreslmy y € RT wzorem

. l‘?o dlat e {tl,tg,...},
%= 0 dlat%{tl,tg,...}.
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Wowezas y € (o2 Cn, czyli (72, Cy # 0, co cheielismy dowiesé.
Wiemy zatem, ze na = R’ istnieje miara probabilistyczna p rozszerzajaca pg. Wtedy
dla tq,...,t, € T oraz A € B(R") mamy

,LL({:L’: (55751’ SR xtn) € A}) = iy, oty (A)

Zatem na przestrzeni probabilistycznej (RT, B(RT), ) wystarczy zdefiniowaé proces X
wzorem X (z) = xy. O

3 Ciaglosé trajektorii

Wiemy juz kiedy istnieje proces o zadanych skonczenie wymiarowych rozktadach. Nasuwa
si¢ pytanie — kiedy taki proces ma ciagle trajektorie? Zanim jednak zastanowimy si¢ nad
odpowiedzig wprowadzimy dwa wazne sposoby poréwnywania proceséw.

3.1 Procesy stochastycznie réwnowazne i nierozréznialne

Definicja 3.1. Niech X = (X;)ier oraz Y = (Y;)ier beda dwoma procesami stochastycz-
nymi, okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Powiemy, ze:
a) X jest modyfikacjg Y (lub X jest stochastycznie réwnowazny Y'), jesli

Vier P(X; = Y;) = L.
b) X i Y sa nierozréznialne, jesli
P(Vier Xi =Y;) = 1.

Zauwazmy, ze procesy nierozrdznialne sa oczywiscie stochastycznie réwnowazne. Po-
nadto dwa procesy stochastycznie réwnowazne maja ten sam rozktad. Ponizszy przyktad
pokazuje, ze z rozktadu procesu nie mozna wnioskowaé¢ o wlasnoéciach trajektorii.

Przyktad
Niech Z > 0 bedzie dowolng zmienna losowa o rozkladzie bezatomowym tzn. P(Z =
z) = 0 dla wszystkich z € R. Zdefiniujmy dwa procesy na T' = [0, 00):

0 dlat# Z(w),

X =0 oraz Yi(w)=
1 dlat=Z(w).

Wéwcezas Y jest modyfikacja X, bo P(X; # Y;) = P(Z = t) = 0. Zauwazmy jednak, ze
wszystkie trajektorie Y sa nieciagle, czyli w szczegélnosci P(Vizo Xy = Y;) = 0, a zatem
procesy X i Y nie sa nierozréznialne.

Fakt 3.2. Zaléimy, Ze T jest przedziatem oraz procesy X = (Xp)ier 1Y = (Yy)ier majg
prawostronnie ciggle trajektorie. Wowczas, jesli X jest modyfikacjq Y, to X1Y sq nieroz-
roznialne.
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Dowdd. Wybierzmy przeliczalny podzbior Ty C T, gesty w T, zawierajacy dodatkowo
sup 7', jesli T jest przedziatem prawostronnie domknietym. Niech

A= {vtETo Xt = Y;t}a

wowcezas P(A) = 1, jako przeliczalne przeciecie zbioréw pelnej miary. Ponadto, jesli w € A,
to dla dowolnego ¢t € T'\ {sup 7'},

t(w) s—>t—1&-I,IsleTo S(w) s—»t-}-IEGTU s(w) t(w)7

czyli
P(Vier Xe =Y;) > P(A) =1.

3.2 Twierdzenie o ciagtej modyfikacji

Najwazniejsze twierdzenie tego wykladu podaje kryterium istnienia modyfikacji procesu,
ktéra ma ciagle trajektorie. Zanim sformutujemy doktadny wynik przypomnijmy definicje
holderowskosci.

Definicja 3.3. Funkcja f: [a,b] — R jest holderowsko ciagla z wykladnikiem -, jesli dla
pewnej statej C' < oo,

|f(s) = f(t)| < C|t — s|” dla wszystkich s,t € [a, b].
Twierdzenie 3.4. Zaldimy, ze X = (Xy)g(q,p) jest procesem takim, Ze
vt‘,se[a,b} E‘Xt - X8|a < C’t - 8’1+6 (2)

dla pewnych stalych dodatnich o, ,C. Wiwczas istnieje proces X = ()N(t)te[a’b}, bedgcy
modyfikacjqg procesu X, ktorego wszystkie trajektorie sq ciggte. Co wiecej trajektorie kazdej
modyfikacji X o cigglych trajektoriach sq, z prawdopodobienstwem 1, hélderowsko ciggle z
dowolnym wykiadnikiem v < g

Whniosek 3.5. Twierdzenie 3.4 jest prawdziwe, gdy przedzial [a,b] zastgpimy nieskonczo-
nym przedzialem, o ile hélderowsko$é trajektorii zastapimy lokalng holderowskoScig (tzn.
hélderowskoscig na kazdym przedziale skoriczonym). Co wiecej, wystarczy, by warunek (2)
zachodzil dla |s — t| < 0, gdzie § jest ustalong liczbg dodatnig.

Dowdd. Przedzial nieskoniczony T' mozna zapisa¢ jako przeliczalna sume przedzialéw [ay,, ant1],
dtugosci nie wiekszej od §. Z Twierdzenia 3.4 wynika istnienie modyfikacji Xt(n) procesu X
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n+1

nt )}, wowczas

na przedziale [a,, a,+1], 0 ciaglych trajektoriach. Niech A, = {X(EZL + f(é
A =J,, A, ma miare zero. Mozemy wiec potozy¢:

Ti(w) = Nt(n)(w) dla t € [an,ant1], w¢ A
0 dla w € A.
Dowdd Twierdzenia 3.4. Ustalmy ~v € (0, 3/«) i niech
D:={tea,b]:t=2""k, n=1,2,.... k€ Z}

oznacza zbior liczb dwéjkowo wymiernych z [a, b]. Wowczas

D = | J Dy, gdzie Dy, := {t € [a,b]: t =27"k, k € Z}.

n=0

Na mocy nieréwnosci Czebyszewa,
P(|X; — X, > ¢) < e “E|X; — X,|* < Ce |t — s|'TP,

w szczegbdlnosci
P(| X — X i | >277) < g2 nHB-a7),
oM an

Zatem, dla ustalonego n,

Zdefiniujmy A := limsup A,,, gdzie
An::{ max |Xk- 1 — X

k
a<2 k<2~ (k+1)<b ' 27 P

Nieréwnos¢ ya < @ implikuje, ze
[e.e] o0
STP(A,) <Y Cb—a)27P) < 0.
n=1 n=1
zatem, na mocy lematu Borela-Cantelliego, P(A) = 0, czyli P(B) = 1, gdzie

B = Q \ A = {w: Hno(w)vn2n0(w)vaggfnk<2—n(k+1)<b |X% - X2in| < Qi’yn}.
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Zaltézmy, ze w € B, pokazemy wpierw, indukcyjnie po m, ze

Vn>n0( )vm>nvs tEDm, ‘8 — t‘ 27" = ’X ( ) t(w)| <2 Z 2777, (3)

Dla m = n, jedli |s — t| < 27", to mozemy przyjaé, ze s = %,t = 2n Xy — Xy| =
|X% - X%\ < 277" na mocy definicji B.

Zalézmy zatem, ze (3) jest udowodnione dla m = n,n+ 1,..., M — 1, pokazemy, ze
zachodzi réwniez dla m = M. Niech s,t € Dy, s < t, mozemy zalozyé, ze |s —t| > 27M,
bo inaczej dziala argument przedstawiony w pierwszym kroku indukcji. Potézmy

§=min{u € Dy/_1,u > s}, t = max{u € Dy_1,u < t},

wowezas s < § <t < t, czyli |§ — ] < |s — t| < 27™ Stad, wobec zalozenia indukcyjnego,
| X3 (w) — Xj(w )| < QZM 19797 Ponadto, |s — 3| < 27M, |t — ] < 27M, cayli

[ Xs(w) = Xi(w)| < [Xs(w) = Xp(w)] + [ Xs(w) = Xs(w)] + [ Xi(w) — Xi(w)]

M-1 ) M )
<2y 27 oMM =93 97,
Jj=n j=n

co konczy dowdd (3).
Wiemy zatem, ze dla w € B,

s,t€D,|ls—t <27 n>ny(w) = |Xs(w) — 222 =027
gdzie Cy jest stala zalezng tylko od v. WeZzmy teraz dowolne s,t € D takie, ze |s — t| <
2770(@) | wéwezas istnieje n > ng(w) spetniajace 27" < s —t] < 27" i
| Xs(w) — Xi(w)| < C,277" <270, |s — t]7.

W koncu, dla dowolnych s, € D, mozemy dobraé¢ ciag s = s < s1 < ... < s = t,
k< 2mW)(b — a) taki, ze s; € D, |sip1 — si| <270 i otrzymamy

k k
[ Xs(w) <X (@) = Xy (W) < 22707|5i —sial|’
=1

i=1
< (b—a)2@2C |t — 5],

Udowodnilisémy zatem, ze dla w € B, funkcja t — X;(w) jest holderowsko ciagla na D,
w szczegblnoscei jest jednostajnie ciagla i w kazdym punkcie z [a, b] ma granice. Pol6zmy

)’*{; ( ) hms*)tjseD XS((A)) dla w € B,
w =
! 0 dlaw ¢ B.
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Wéwezas wszystkie trajektorie X sa ciagle (a nawet holderowsko ciagle z wykladnikiem
7). Z nieréwnosci Czebyszewa tatwo wynika, ze dla dowolnego ciagu (¢,) C D, zbieznego
do t € [a,b], X, — X; wedlug prawdopodobienistwa. Z drugiej strony X; — )~(t p.n., a
wiec réwniez wedlug prawdopodobienstwa. 7 jednoznacznoéci granicy wynika, ze X, =X,
p-n., czyli proces X jest modyfikacja X.

Na koniec zauwazmy, ze trajektorie X sg holderowsko ciagte z wyktadnikiem +, a skoro
wiemy, ze wszystkie ciagte modyfikacje X sa nierozréznialne, to wszystkie ciagte mody-
fikacje X maja, z prawdopodobienstwem 1, holderowsko ciagle trajektorie z dowolnym
wyktadnikiem v < % O

Whniosek 3.6. Istnieje proces Wienera, tzn. proces spelniajgcy warunki (W0)-(W3).
Dowéd. Mamy E|W,—W, |4 = E|/t — sW1[* = (s—t)?EW;t = 3(s—t)? i mozemy zastosowadé
Wniosek 3.5 z8=1,a=41iC = 3. O

Whniosek 3.7. Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera sg lokalnie Hélderowsko ciggle
z dowolnym parametrem v < 1/2.

Dowdd. Mamy E|W, —Wi|P = (s—t)P/?EW?P = C,(s—t)P/? dla dowolnego p < co. Stosujac
wniosek 3.5, z f = p/2 — 11 a = p, otrzymujemy lokalna Holderowska ciaglo$¢ trajektorii
z dowolnym v < % — %. Biorac p — oo dostajemy teze. ]
Uwaga 3.8. Prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera nie sa jednostajnie ciggle na
[0, 00), nie moga wiec by¢ globalnie Holderowskie z zadnym wykladnikiem.

Uwaga 3.9. Zalozenia B > 0 nie mozna opusci¢ — wystarczy rozwazy¢ proces Poissona dla
ktorego E|N; — Ng| = A|t — s|, a oczywiscie proces Poissona przyjmuje wartosci catkowite,
wiec nie ma modyfikacji o ciaglych trajektoriach.

3.3 Inne rodzaje cigglosci procesow

W tym wyktadzie koncentrowaliSmy uwage nad procesami o trajektoriach ciggltych. Warto
jednak wspomnie¢ o innych formach ciaglosci proceséw stochastycznych.

Definicja 3.10. Niech X = (X}):cr bedzie procesem stochastycznym. Méwimy, ze
a) proces X jest stochastycznie ciggly, jesli

th =1 = th B) X;.
b) proces X jest ciggly wg p-tego momentu (ciggly w Ly), jesli
t, =t = E|th — Xt‘p — 0.

Uwaga 3.11. Nietrudno wykazaé, ze zaréwno ciaglto$é trajektorii jaki i ciaglos¢ wg p-tego
momentu implikuja ciagltos¢ stochastyczna procesu. Z pozostalych czterech implikacji mie-
dzy powyzszymi pojeciami cigglosci procesu zadna nie jest prawdziwa bez dodatkowych
zalozen.
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4 Procesy gaussowskie

4.1 Przypomnienie podstawowych faktéw o wektorach gaussowskich

Definicja 4.1. Wektor losowy X = (X1,...,X,) w R"” nazywamy gaussowskim, jesli ma
funkcje charakterystyczna postaci

(Ct,t)

px(t) =927 teR"

dla pewnego a € R" i symetrycznej, nieujemnie okreélonej macierzy C € M, «,. Uzywamy
oznaczenia X ~ N(a,C). W przypadku, gdy a = 0 oraz C' = Id, X nazywamy kanonicznym
wektorem gaussowskim.

Kazdy wektor gaussowski ma ten sam rozktad co afiniczny obraz wektora gaussowskiego
—jesli X ~ N(a,0), to X ~ a++/CY, gdzie Y ~ N(0,Id). Wektory gaussowskie sa
zamkniete ze wzgledu na przeksztalcenia afiniczne.

Jesli X ~ N(a,C), to EX = a oraz Cov(X) = C. W szczegdlnosci rozklad wekto-
ra gaussowskiego jest jednoznacznie wyznaczony przez wektor wartosci $redniej i macierz
kowariancji.

Uwaga 4.2. Mozna wykazaé, ze X ~ N (a,C) ma gestos¢ wtedy i tylko wtedy gdy macierz
kowariancji C' jest odwracalna i wowczas ta gesto$¢ wynosi

1 (C Yz —a),x —a)
T) = o ex )
9x(2) (2m)zv/det C p( 2 )

Twierdzenie 4.3. Jesli wektor losowy X = (X1, Xs,...,X,) ma rozklad gaussowski to

zmienne X1,...,X, sq¢ niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy sq mieskorelowane, tzn. gdy
Cov(X;, X;) =0dlai#j.

Dowdd. =: Dowolne zmienne niezalezne sa nieskorelowane.
<: Macierz C' = Cov(X) jest diagonalna, zatem

Oxy,x0) () = ¢

co dowodzi niezaleznosci X;. O

Uwaga 4.4. Kluczowym zalozeniem w Twierdzeniu 4.3 jest gaussowskos¢ wektora X, a
nie tylko jego wspélrzednych. Latwo skonstruowaé¢ dwie zalezne zmienne X1, Xo takie, ze
X; ~N(0,1) oraz Cov(X7, X2) = 0.
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4.2 Procesy gaussowskie — definicja i podstawowe wlasnosci
Przypomnijmy definicje, ktéra juz sie pojawila przy omawianiu procesu Wienera.

Definicja 4.5. Proces X = (X})ier nazywamy gaussowskim, jesli wszystkie skonczenie

wymiarowe rozktady X sa gaussowskie czyli wektor (Xi,,..., X, ) ma rozklad gaussowski
dla dowolnych t1,...,t, € T.
Przyktlady

1. X¢ = f(t)g, gdzie f: T — R dowolne, a g ~ N(0,1).
2. Proces Wienera (W¢)¢>0.
3. Most Browna X; =W, —tW, 0 <t < 1.

Wiemy, ze wielowymiarowe rozktady gaussowskie sa wyznaczone przez dwa parametry
— wektor wartosci $redniej i macierz kowariancji. Podobnie jest w przypadku proceséw, by
sformutowaé odpowiednie twierdzenie, najpierw wprowadzimy stosowne definicje.

Definicja 4.6. Zalézmy, ze X = (X;)ier jest procesem stochastycznym caltkowalnym z
kwadratem, tzn. EX? < oo dla wszystkich t € T. Funkcje wartodci sredniej (warto$é sredniq
procesu) X definiujemy wéwczas wzorem m(t) := EXy, t € T, a funkcje kowariancji X
wzorem K (t,s) := Cov(Xy, Xy), t,s € T. Proces X nazywamy scentrowanym, jesli m = 0.

Fakt 4.7. Funkcja kowariancji procesu stochastycznego jest nieujemnie okreslona tzn.

n
vtl,.‘.,tnET vxl,...,anR Z K(t’mt])xlx] P 0.
i,7=1

Dowéd. Liczymy

n n n n
Z K(t;, tj)xix; = Z Cov (X, Xy, )zizj = COV(Z Xtﬁz',thil“i)

i,j=1 i,j=1 i=1 j=1

n
i=1
Wiemy juz, ze proces Wienera mozna scharakteryzowac¢ jako scentrowany proces gaus-
sowskim o ciaglych trajektoriach i funkcji kowariancji K(¢,s) = min(t, s). Ponizsze twier-
dzenie pokazuje, ze rozklad procesu gaussowskiego jest jednoznacznie wyznaczony przez
dwie funkcje — wartos$¢ $rednia i kowariancje.

Twierdzenie 4.8. a) Niech m: T — R bedzie dowolng funkcjg, a K: T x T — R sy-
metryczng funkcjg nieujemnie okreslong. Wowczas istnieje proces gaussowski o wartosci
Sredniej m i funkcji kowariancji K.

b) Jesli dwa procesy gaussowskie majq takie same funkcje kowariancji i wartosci Sredniej,
to majg ten sam rozklad.
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Dowdd. a) Dla {ti,...,t,} C T okreSlamy py, ., jako rozklad wektora gaussowskiego
(X1,...,X,) takiego, ze EX; = m(t;) oraz Cov(X;, X;) = K(t;,t;) (wektor taki istnieje
bo macierz (K (t;,t;))i j<n jest symetryczna nieujemnie okreslona. Latwo sprawdzi¢ (wy-
korzystujac to, ze n-wymiarowy rozklad gaussowski jest zadany przez dwa parametry), ze
rodzina miar (u, ...+, ) spelnia warunki zgodnosci, zatem z Twierdzenia 2.9 wynika istnienie
szukanego procesu.

b) Poniewaz n-wymiarowe rozklady gaussowskie sa wyznaczone przez wektor sredniej
i macierz kowariancji, wiec rozwazane dwa procesy maja te same rozklady skonczenie wy-
miarowe, czyli na mocy Faktu 2.7 maja te same rozktady. O

Uwaga 4.9. Zatézmy, ze X jest osrodkowa przestrzenia Banacha. Powiemy, ze zmienna
losowa o wartosciach w X ma rozklad gaussowski, jesli dla dowolnego funkcjonatu ciaglego
x* € X* zmienna rzeczywista z*(X) ma rozklad gaussowski. Proces Wienera na skonczo-
nym przedziale [0, 7] mozna traktowaé jako gaussowska zmienng losowa o wartosciach w
o, T].

4.3 Proces Ornsteina-Uhlebecka

Definicja 4.10. Proces Ornsteina-Uhlenbecka z parametrem (3 > 0 okreslamy wzorem
Xy =e P"Was, teR.

Zauwazmy, ze zbiér indekséw procesu Ornsteina-Uhlebecka to cala prosta rzeczywista.
Proces Ornsteina-Uhlenbecka jest gaussowski, ma ciagte trajektorie, $rednia zero i funk-
cje kowariancji

K(s,t) = Cov(Xs, X;) = e PeBt2B(tns) — o—Blt=s|,

Fakt 4.11. Proces Ornsteina-Uhlenbecka (Xi)icr jest procesem stacjonarnym, tzn. dla
dowolnego h € R proces (Xi)ier ma ten sam rozklad, co (Xiip)ter

Dowdd. Proces Y; := Xyyp, t € R, jest gaussowski, ma $rednig zero i funkcje kowariancji
réwna Ky (t,s) = Kx(t + h,s + h) = Kx(t,s). Zatem, na mocy twierdzenia 4.8, X i YV
maja ten sam rozklad. ]

4.4 Utlamkowy Ruch Browna

Definicja 4.12. Niech H € (0, 1]. Proces gaussowski (X;)icr 0 $redniej zero, funkcji ko-
wariancji

K(s,1) = Kn(s, 1) = 5 (1s + 112 |t — ") 4)

oraz ciaglych trajektoriach nazywa sie ulamkowym ruchem Browna z parametrem (Hursta)
H.
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Uwaga 4.13. W literaturze si¢ czesto rozwaza utamkowy ruch Browna tylko na [0, 00).

Zauwazmy, ze dla H = 1/2 oraz s,t > 0 dostajemy
1 1
Kyo(s,t) = Kyjo(—s,—t) = §(s—l—t— [t—s|) =sAt, Kyp(—s,t)= 5(34—75— (t+s)) =0,

zatem jesli (Xi)ier jest ulamkowym ruchem Browna z parametrem 1/2, to procesy (X¢)i>o0
i (X_¢)t>0 sa niezaleznymi procesami Wienera.

Dla H =1, K;(s,t) = st = Cov(sg, tg), gdzie g ma rozklad N (0, 1), zatem 1-ulamkowy
proces Wienera mozna okresli¢ wzorem X; = tg, t € R.

By udowodnié istnienie utamkowego ruchu Browna dla H € (0, 1), sprawdzimy najpierw
nieujemng okreslonos¢ funkcji K. Jest ona konsekwencja nastepujacego lematu.

Lemat 4.14. Dia 0 < H < 1 istnieje stata cg > 0 taka, Ze

1 — cos(tz)
2H __

Dowdd. Calka jest dobrze okre$lona, bo w otoczeniu zera funkcja podcatkowa jest rzedu
%(tac)2|gc\_2H_1 = %t2|x\1_2H, ponadto jest nieujemna i szacuje sie z géry przez |z| =121,
Wyktadnik 1 —2H jest wickszy od —1 a —1 —2H mniejszy od —1, wigc funkcja podcatkowa

jest calkowalna na R. Podstawienie y = tx pokazuje, ze

1 —cos(tx) , o [ 1—cos(y)
/R |z [2H+1 dz = || /R [y |2+ dy.

O]

Whiosek 4.15. Funkcja Ky (s,t) = 3 (|s|2H + |t)PH — |t — s|2H) jest nieujemnie okreslo-
na.

Dowdd. Na mocy lematu mamy

cg [ 1—cos(tx) — cos(sx) + cos((t — s)x)
Kp(s,t) = 9 |z[2H+1 dz

_cH (1 — cos(tzx))(1 — cos(sx)) + sin(tx) sin(sz) e
2 Jr |21 :

Ponadto funkcje fi(s,t) = (1—cos(tx))(1—cos(sz)) i fa(s,t) = sin(tx) sin(sz) sa nieujemnie
okreslone na R x R dla dowolnego x € R. O

Twierdzenie 4.16. Dla dowolnego H € (0, 1] istnieje ulamkowkowy ruch Browna z para-
metrem H.
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Dowdd. Dla H = 1 wystarczy okresli¢ X; = tg, dalej bedziemy rozpatrywaé¢ H € (0,1).
Twierdzenie 4.8 oraz wniosek 4.15 implikuja istnienie scentrowanego procesu gaussowskiego
X; o funkcji kowariancji Ky (s,t). Zauwazmy, ze

Var(X; — X;) = Var(X;) + Var(X;) — 2Cov(Xs, X¢) = Knu(s,s) + Ku(t, t) — 2Ky (s, t)
=|s— t\QH.

Zatem zmienna X; — X, ma rozktad normalny A (0, [t — s|?/). Stad
E|X; — X,|® = calt — s|*H.

Twierdzenie 3.4 (zastowane z o > 1/H i # = aH — 1) implikuje, ze proces (X;)icr ma
ciggla modyfikacje, ta modyfikacja to utamkowy ruch Browna. O

Uwaga 4.17. Twierdzenie 3.4 implikuje, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie utamko-
wego ruch Browna z parametrem H sa lokalnie H — ¢ holderowskie dla kazdego ¢ > 0.

Fakt 4.18. Ulamkowy ruch Browna

i) ma stacjonarne przyrosty, tzn. zmienna X; — X5 ma ten sam rozklad co Xiyp — Xgip,
ii) jest samopodobny z wyktadnikiem H, tzn (X.) ma ten sam rozktad co (|a|” X;) dla
a € R.

Dowdd. i) Dowdd twierdzenia 4.16 pokazuje, ze X; — X ma rozktad N(0, |t — s|*H).
ii) Procesy (Xat) oraz (Ja|” X;) sa gaussowskie, maja érednia zero i funkcje kowariancji
réwna |a|? Kg(s,t). O

Uwaga 4.19. Nietrudno wykazaé, ze jesli calkowalny z kwadratem proces (X;)icg ma sta-
cjonarne przyrosty i jest H-samopodobny dla pewnego H # 0, to H € (0,1] oraz X ma
funkcje kowariancji réwna C(|t|?H 4 |s|?H — |s — t|*/) dla pewnego C > 0.

5 Filtracje z czasem cigglym, Momenty Zatrzymania

Celem tej czesci jest pokazanie jak zmodyfikowa¢ definicje omawiane podczas kursowego

wykladu z rachunku prawdopodobienstwa z przypadku czasu dyskretnego na czas ciagly.
Bedziemy zakladaé, ze T jest lewostronnie domknietym przedzialem (typowo T =

[0,00)), choé¢ wiekszosé¢ definicji i wynikéw mozna uogdlnié na szersza klase zbioréw.

5.1 Filtracje

Definicja 5.1. Filtracjg (Fi)ier przestrzeni probabilistycznej (Q, F, P) nazywamy rosnacy
rodzine o-cial zawartych w F, tzn. / C Fsdlat <s, t,s€T.

Zdarzenia z o-ciata F; mozemy interpretowac jako zdarzenia obserwowalne do chwili ¢.
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Definicja 5.2. Niech X = (X})ier bedzie procesem stochastycznym. Filtracjg generowang
przez X nazywamy rodzing (F7X);er dang wzorem F7X = o(Xs: s < t).

Fakt 5.3. Proces Xy ma przyrosty niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych s < t,
s,t € T prayrost X; — X jest niezalezny od o-ciata FX.

Dowdd. =: Rodzina zdarzen A niezaleznych od X; — X tworzy A-uklad, ponadto, z nie-

zaleznodci przyrostéw X, zawiera m-uklad zdarzen postaci {Xy, € Ay,..., Xy, € A,} dla
1 <...<t, <s (bO O'(th,Xt2,... ,th) = O'(th,Xt2 —th,. . .,th _th71>'
<: Ustalmy ¢, < ... < t, oraz zbiory borelowskie Ai,...,A,. Zdarzenie {X;, €

A, Xy, — Xy, € Aoy, Xy, — Xy, , € Ayp_1} nalezy do o-ciala ft‘f
zalezne od zmiennej X;, — X, ,. Stad

_,» Wiec jest nie-

]P(th € Al,XtQ — th S AQ, ey th — th71 S An)
= ]P(th S Al, R ,th71 — th72 S An_l)]P)(th — th71 € An)

Iterujac to rozumowanie pokazujemy, ze

P(th EAl, Xt2 — th c AQ, ... ,th — th_l S An)
=P(Xy € A))P(Xy, — Xy, € Ag,) - P(Xy, — X4, , € Ap). O

Definicja 5.4. Proces X = (X;) nazywamy zgodnym z filtracjq (Fy)ier lub Fy-adaptowalnym,
jesli dla wszystkich t € T, X; jest F; mierzalne.

Uwaga 5.5. Oczywiscie proces X jest zgodny z filtracja (F)ier wtedy i tylko wtedy, gdy
FX c Fdlat € T. W szcezegélnoéci kazdy proces X jest zgodny z filtracja przez siebie
generowana.

5.2 Momenty Zatrzymania

Definicja 5.6. Momentem zatrzymania (momentem Markowa, czasem zatrzymania) wzgle-
dem filtracji (F;)ier nazywamy zmienng losowa o wartosciach w T'U {oo} taka, ze {7 <
t} € F; dla wszystkich t € T

Moment zatrzymania to strategia przerwania eksperymentu losowego (np. zakonczenia
udzialu w pewnej grze losowej) taka, ze decyzje o przerwaniu do chwili ¢ podejmujemy
tylko na podstawie obserwacji dostepnych w tym czasie.

Przyktad. Dla zbioru A C R i procesu stochastycznego (X;)ier okreslmy
Ta=1inf{t € T: X; € A}.

Jesli (Xi)ier jest Fi-adaptowalnym procesem o ciaglych trajektoriach, zas A zbiorem do-
mknietym, to 74 jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F3).
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Dowdd. Niech Ty C T bedzie gestym podzbiorem T zawierajacym lewy koniec. Z domknie-
tosci zbioru A i ciagtosci X dostajemy dla t € T

{TA<t}={E|sthseA}:m U {Xs € Ayynt € F1,

n=1 s<t,s€Ty

gdzie
A. ={x e R": d(x,A) <e} (e-otoczka zbioru A). O

Uwaga 5.7. Jesli w powyzszym przykladzie A bedzie zbiorem otwartym, to 74 nie musi by¢
momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F;)wer, ale musi by¢é momentem zatrzymania
wzgledem filtracji (Fii)ier, gdzie dla t < sup T

ft-l— = ﬂ fs,

s>t

a jesli t jest najwiekszym elementem 7', to ktadziemy Fi = Fy.

Powyzsza uwaga motywuje ponizsza definicje, ktéra ma nieco techniczny charakter, ale
jest powszechnie uzywana w teorii proceséw.

Definicja 5.8. Filtracje (Fi)ier nazywamy prawostronnie cigglq, jesli Fip = F dla
wszystkich ¢t € T. Méwimy, ze filtracja (F)er  spelnia zwykle warunki, jesli

a) jest prawostronnie ciagta,

b) dla wszystkich ¢, F; zawiera wszystkie zbiory miary zero, tzn. jesli A € F, P(A) =0, to
A e F.

Definicja 5.9. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F;)icp. Defi-
niujemy o-ciato zdarzen obserwowalnych do chwili T wzorem

Fr = {Ae]—“oo 3:U<U-7:t)1vteT Aﬂ{Tét}GFt}.

teT

Fakt 5.10. a) Zbior F; jest o-cialem.
b) Jesli T < o, to Fr C Fy.
¢) Zmienna losowa T jest Fr mierzalna.

Dowdd. a) Zbiér Q € Fr, bo QN{r <t} = {r <t} € F. Jesli A € Fr, to A N{r <
th ={r <t} \(AN{r <t}) € F, czyli A € F,. Jedli A, € F, dlan =1,2..., to
(UpAn) N{r <t} =U, (AN {7 < t}) € F, czyli U,, An € Fr.

b) Wezmy A € F,, wowczas dlat € T, AN{o <t} =An{r <t}Nn{o <t} € F, czyli
AcF,.

c) Wystarczy pokazaé, ze {17 < s} € Fr,ale {7 <s}N{r <t} ={r <sAt} € Fonr C
Fi. O
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Kolejny prosty fakt pozostawiamy do udowodnienia na ¢wiczeniach.

Fakt 5.11. Zalozmy, zZe T i 0 s¢ momentami zatrzymania. Wowczas Frpne = Fr N Fy oraz
zdarzenia {1 < o}, {o <7}, {7 <o}, {o <7}, {7 =0} nalezqg do F;ps.

Okazuje sig, ze (inaczej niz w przypadku czasu dyskretnego) adaptowalno$é procesu
nie gwarantuje np. mierzalnodci zmiennych X, dla wszystkich momentéw zatrzymania 7.
Dlatego wprowadzimy jeszcze jedna techniczna definicje.

Definicja 5.12. Proces X = (Xi)ier nazywamy progresywnie mierzalnym wzgledem
filtracji (Fy)ter, jesli dla kazdego ¢t € T, funkcja (s,w) — X (w) traktowana jako funkcja
ze zbioru T N (—o0,t] X @ w R jest mierzalna wzgledem o-algebry B(T N (—oo,t]) @ F;.
Réwnowaznie

VieT VAEB(R) {(s,w) €T xQ: s <t,Xs(w) € A} € B(T N (—o00,t]) @ F.

Fakt 5.13. Zaldézmy, Ze T jest przedzialem oraz dany jest proces X = (Xy)ier 1 filtracja

(Ft)ter-

a) Jesli proces X jest progresywnie mierzalny wzgledem (Fy), to jest Fy-adaptowalny.

b) Jesli proces X jest Fi-adaptowalny oraz ma prawostronnie ciggle trajektorie, to jest
progresywnie mierzalny wzgledem (Fy).

Dowdd. a) Zbior {w: X;(w) € A} jest przekrojem zbioru {(s,w) € T'x Q: s < t, X5(w) €
A}, a zatem nalezy do Fy.

b) Ustalmy ¢ € T i potézmy dla s € T, s < t, Xﬁn) = X;_o9-ny, gdzie k jest liczba
calkowita taka, ze t — 27" (k+ 1) < s < t — 27 "k. Wowczas

{(s,w) €T x Q: s <t, XM (w) € A}

o0 k+1 .k
:kL:JO (Tm (t— %,t—Q—nD x{w: X,y (@) € 4)

€ B(T'N (~00,1]) @ Fi.

Zatem funkcja Xs(n)(w), seTN(—oo,t],we Qjest B(T N (—o0,t]) ® F; mierzalna. Wobec
prawostronnej ciagtosci X mamy X (w) = limy, o0 X, ™) (w), zatem funkcja X (w),s €
TN(—o0,t],w € N jest B(T'N(—o0,t]) ®F; mierzalna jako granica funkcji mierzalnych. [

Jesli 7 jest momentem zatrzymania, a X = (X;)ier procesem, to zmienna X, jest
dobrze zdefiniowana tylko na zbiorze {7 < co}. Musimy zatem okresli¢ co mamy na mysli
mowiac, ze zmienna X, jest mierzalna.

Definicja 5.14. Méwimy, ze zmienna losowa Z okreslona na zbiorze A jest mierzalna
wzgledem o-ciala G zawierajacego A, jesli {w € A: Z(w) € B} € G dla dowolnego zbioru
borelowskiego B.
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Fakt 5.15. Zaloimy, ze X = (Xi)ier jest procesem progresywnie mierzalnym wzgledem
filtracji (Fi)ter, a T jest momentem zatrzymania. Wowczas zmienna losowa X, okreslona
na zbiorze {T < oo} € F, jest Fr mierzalna. Ponadto proces zatrzymany w chwili T,
X7 = (Xynr)ter jJest progresywnie mierzalny.

Dowdd. Odwzorowanie
(s,w) = (T(w) As,w): TN (—00,t] x Q@ — T N(—o0,t] xQ
jest mierzalne wzgledem o-ciata B(T N (—o0,t]) ® F). Jesli zlozymy je z odwzorowaniem
(s,w) — Xs(w) mierzalnym z (T'N (—oo,t] x Q,B(T N (—o0,t]) @ F;) w R,
to otrzymamy odwzorowanie
(5,w) = Xr(w)ns(w) mierzalne z (T'N (—oo,t] x Q, B(T'N (—o0,t]) ® F;) w R.
Stad wynika progresywna mierzalnosé procesu X7. By zakonczyé dowdd zauwazmy, ze
{X;eAn{r <t} ={X;n€A}N{r <t} €F

na mocy progresywnej mierzalnosci (a wlasciwie adaptowalnosci) X7. O

6 Martyngaly z czasem cigglym

6.1 Definicje i przyktady

Definicja 6.1. Méwimy, ze (X;)ier jest martyngalem (odp. podmartyngatem, nadmartyn-
gatem) wzgledem filtracji (Fy)ier lub, ze (X, Fi)ier jest martyngalem (odp. podmartyn-
gatem, nadmartyngatem), jesli

a) dla wszystkich t € T, X; jest F; adaptowalny i E|X;| < oo,

b) dla dowolnych s,t € T, s < t, E(Xy|Fs) = X p-n. (odp. > dla podmartyngatu i < dla
nadmartyngatu).

Przyktad 1. Jesli X jest calkowalng zmienng losowa, a (F;)wer dowolna filtracja, to Xy :=
E(X|F), t € T jest martyngalem wzgledem (Fy)eer.
Istotnie, catkowalnos¢ i mierzalnoéé wynikaja z definicji wwo. Ponadto dla t > s,

E(X|Fs) = E(E(X|F)|Fs) = E(X|Fs) = X pn..
Przyktad 2. (W;)s>0 jest martyngalem wzgledem naturalnej filtracji 7}V = o(W,: s < t).
Calkowalnos¢ i mierzalnosé sa oczywiste. Ponadto, dla ¢ > s mamy z niezaleznosci przyro-

stow

E(Wy|Fs) = E(Ws|Fs) + EWy — Wi |Fs) = Ws + E(Wy — W) = W5 pan..
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Przyklad 3. (W?)i>0 jest podmartyngalem, a (W2 — t);>0 martyngalem wzgledem natu-
ralnej filtracji F}V = o(Wy: s < t).
Calkowalnos¢ i mierzalno$¢ sa jasne. Ponadto, dla ¢ > s

E(Wt2|-7:8) = IE(W52|.7:S) + E(ZWS(Wt - WS)|JTS) + E((Wt - W5)2‘-7:5)
= W2+ 2W,E(W; — W) + E(W; — W) = W2+t —s pn.

Uwaga 6.2. W ostatnich dwu przykladach filtracje (F}") mozna zastapi¢ filtracja (F}}).

Fakt 6.3. Zalozimy, Ze (X, Fy) jest martyngalem (odp. podmartyngalem), zas f: R — R
funkcjg wypukle (odp. wypukle i niemalejacq) takq, Ze E|f(X:)| < oo dla wszystkich t.
Wowczas (f(Xt), Ft) jest podmartyngalem.

Dowdd. 7 nieréwnosci Jensena mamy E(f(X;)|Fs) > f(E(X¢|Fs)) p-n., a ostatnia zmienna
jest réwna f(X,) w przypadku martyngatu i nie mniejsza niz f(X;) dla podmartyngatu. [

6.2 Jednostajna catkowalnosé

By przenieéé twierdzenia martyngatowe z przypadku dyskretnego na przypadek ciagly, wy-
korzystuje sie czesto metode aproksymacyjng. Dla uzasadnienia przejscia do granicy po-
trzebne sa dodatkowe zalozenia o procesie (najczesciej wystarczy prawostronna ciaglo$é)
oraz pewne narzedzia analityczne. Jednym z bardzo uzytecznych pojeé jest jednostajna
calkowalno$é — przypomnimy teraz jej definicje, oméwimy podstawowe przyklady i wla-
Snosci.

Definicja 6.4. Rodzing zmiennych losowych (X;);er nazywamy jednostajnie calkowalng,
jesli

lim SupE’Xi|I{|Xi|>C} =0.

C—00 jer

Fakt 6.5. Rodzina zmiennych losowych (X;);cr jest jednostajnie calkowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnione sqg nastepujgce dwa warunki

a) sup;c; E[X;] < oo,

b) Ves03s>0 P(A) < 0 = sup,;c; E|X;|I4 < e.

Dowéd. =-: Ustalmy ¢ > 0 i dobierzmy C' takie, ze sup;c; E|X;|If x, >} < /2. Wéwezas
Vier E’XZ| < C+E|X¢‘I{‘Xi‘>c} < C+€/2 < 00
oraz, jesli P(A) < 6 := 55, to
£
E’XAIA < CP(A) +E|Xi|1{\Xi\>C} <Co+ 5 = €.

<: Niech M := sup;c; E|X;| oraz § > 0 bedzie takie, ze sup;c; E|X;|Ia < e dlaP(A) <
d. Wowezas, jesli C = M/6, to P(|X;| > C) < M/C = § dla dowolnego i € I, czyli
SUp;cr E|Xi|l{|Xi|>C} < e OJ
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Przyklady rodzin jednostajnie caltkowalnych
1. Rodzina jednoelementowa {Y'} taka, ze E|Y| < oc.
Istotnie limg oo EY|If)y sy = 0.

2. Rodzina wspélnie ograniczona przez zmienng catkowalna tzn. rodzina (X;),cr taka, ze
Vier|Xi| <Y oraz EY < oo.

Wynika to z Faktu 6.5, poprzedniego przykladu i oczywistej obserwacje E|X;|I4 <
E|Y|L4.

3. Rodzina usrednien ustalonej catkowalnej zmiennej losowej, tzn. rodzina postaci (E(X |F;))ier,
gdzie E|X| < oo, za$ (F;)icr dowolna rodzina o-podciat F.

Na podstawie nieréwnosci Jensena E|X;| = E|[E(X|F;)| < E|X|, a zatem
E|X;|  E|X] o
< < —

Zbior {|X;| > C} € F;, wiec z nier6wnosci Jensena
ElXill x; 101 = EIE(XTj x>0 Fi)| < EE(| X[ x, >3 F0)
< E(XIx,>c1) <&,
jesli tylko dobierzemy odpowiednio male § korzystajac z jednostajnej catkowalnosci {| X|}.

Fakt 6.6. Zaloimy, ze 1 < p < oo, a X, s¢ zmiennymi losowymi takimi, zZe rodzina
(| Xn|P)oe, jest jednostajnie calkowalna. Wowczas X, zbiega do zmiennej X w L, wtedy i
tylko wtedy, gdy X,, zbiega do X wedlug prawdopodobienstwa.

Dowdd. Wystarczy udowodnié, ze zbieznos¢ X, wedlug prawdopodobienstwa implikuje
zbieznos¢ w Ly, bo przeciwna implikacja jest zawsze prawdziwa. Zatézmy wiec, ze X, Ex ,
wowczas dla pewnego podciagu ny, X, zbiega do X p.n., stad na mocy Lematu Fatou

E|X|P =Elim |X,, |’ < liminf E|X,, |’ < supE|X,|P < .
n

Zatem rodzina {|X,|P: n=1,2,...} U{|X|P} jest jednostajnie catkowalna. Ustalmy ¢ > 0
i dobierzmy 0 > 0 tak by dla P(A) < ¢ zachodzilo E|X,,[PI4 < € oraz E|X[P14 < e. Mamy

E|X, — X|? < & + E|X, — X'I{jx,_x|>e}
< P + 2PE X, [PI x, - x|>ey + 2PEIX I x, - X |>e} s

a poniewaz X, LA X, wiec P(|X,, — X| > ¢) < § dla duzych n, czyli

E| X, — X|P < &P + 2771 dla dostatecznie duzych n.
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Whiosek 6.7. Jesli rodzina (X,)02, jest jednostajnie catkowalna oraz X, zbiega prawie
na pewno do zmiennej X, to lim, .o EX, 14 = EXI4 dla wszystkich zdarzen A.

Dowdd. Stosujemy Fakt 6.6 i oczywiste szacowanie |EX, 14 — EXI4| < E|X,, — X|. O

6.3 Twierdzenia Dooba o stopowaniu

Zacznijmy od przypomnienia lematu Dooba o stopowaniu martyngaléow z czasem dyskret-
nym.

Lemat 6.8. Zaldimy, ze (Xn, Fn)o<n<n jest martyngatem (odp. nad-, pod-), zas 0 < 7 <
o < N dwoma momentams zatrzymania. Wowczas

E(X,|Fr) = X7 p.n. (odp. <, >).

Dowdd. Pokazemy dowdd dla martyngatéw. Musimy pokazaé, ze dla A € F, EX; 14 =
EX,14. Polézmy Ay := An{r =k} dlak=0,1,...,N. Mamy

o—1 N
(Xo — Xr)la, = (Xo — Xi)la, = Z(XiJrl = Xi)1a, = Z(XiJrl = Xi)Layn{o>i}s
i=k i=k
zatem
N
E[(Xy — X)1a,] = Y E[(Xit1 — Xi)La,n(o=i] =0,
i=k
gdyz A N {O’ > Z} e F;. Stad
N
E[(XJ - XT)ILA] = Z E[(Xa - XT)ILA/J =0.
k=0

Dla nadmartyngaléw (podmartyngaléw) trzeba niektére réwnosci zastapi¢ nieréwno-
Sciami, szczegdly pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

O

Uwaga 6.9. Lemat 6.8 nie jest prawdziwy, jesli nie zalozymy ograniczonosci momentdw
zatrzymania, np. biorac X,, = Y p_; ey, gdzie &,, niezalezne zmienne losowe takie, ze P(g,,
+1) =1/2, F, = o(e1,...,en), 7 =0, 0 = inf{n: X,, = 1} widzimy, ze EX; =0 # 1
EX,.

Sformutujemy teraz ciagla wersje Lematu 6.8.

Twierdzenie 6.10. a) Zaldzmy, ze T jest przedzialem, (Xy)ier jest prawostronnie cigglym
martyngatem, za$ o © T sq¢ czasami zatrzymania takimi, Ze 0 < T < tpmax 0702 tmax € 1.
Wéwczas BE(X,|Fy) = Xy pon..

b) Jesli (Xt)o<t<oo jest prawostronnie cigglym martyngalem z ostatnim elementem X to
dla dowolnych dwu czasow zatrzymania o < 7, E(X-|F,) = X p.n.
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Dowdéd. Udowodnimy czesé a) (cze$¢ b) mozna za pomoca zmiany czasu sprowadzi¢ do a)).
Zdefiniujmy

L tmax_% dla T((.U) ( max_wutmax_ﬁ]v k:0717"'7n27
(W) := :

e n
tmax — 1 dla 7(w) < tpax — N
oraz

[ tmax— & dla o(w) € (tmax — B tmax — £], k=10,1,...,n2,
onlw) = {tmax —n dlao(w) < tmax — n.

Wéwezas o, < T < tmax S@ ograniczonymi czasami zatrzymania przyjmujacymi jedynie
skonczenie wiele wartosci. Zatem na mocy Lematu 6.8 mamy E(X, |Fs,) = Xs, p.n.,
E(Xt,oi|Fon) = Xo, pn. oraz E(Xy,  |Fr,) = X7, p-n., w szczegdlnosci wiec rodziny
(X7,)52, oraz (X,,)5% sa jednostajnie catkowalne. Poniewaz 7,, — 7+ oraz o, — o+,
wiec z prawostronnej cigglodci X oraz Faktu 6.6 X, — X;, X,, — X, p.n.iw L. WezZmy
Ae F, C Fy,, woéwczas

EX 14 = lim EX; I4 = lim EX, I4 =EX,l4,
n—oo n—oo
co oznacza, ze E(X;|F,) = X, p.n.. O

Uwaga 6.11. Niewielka modyfikacja dowodu pokazuje, ze jesli (Xy)ier jest prawostronnie
cigglym nieujemnym podmartyngalem, zas o i 7 sa czasami zatrzymania takimi, ze o <
T < tmax 0raz tymax € T, to E(X;|Fy) > X, p.n.. Nieujemnosé jest tu potrzebna po to, by z
warunkow E(Xy, . |Fs,.) = Xs, p.n. oraz E(Xy, . |Fr,) = X;, wywnioskowa¢ jednostajna

calkowalnosé (X, )22, oraz (X, )52 .
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