Egzamin z Proceséw Stochastycznych
grupa I, 3 lutego 2016

Cze$¢ zadaniowa

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé cztery i napisa¢ ich pelne rozwigzania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykltadzie i éwiczeniach.

1.

Dana jest jednorodna rodzina Markowa (Xi)t>0, (Pz)zcr na pewnej przestrzeni stanéw FE
o funkcji przejscia P(-,-, ). Wiadomo, iz istnieje ty > 0 oraz I' C E o tej wlasnosci, ze dla
kazdego = € F,

P, (X, €T) <

>~ =

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby s > tg i dowolnego = € E,

P, (X, €T) <

| =

. Zalézmy, ze (X;)i>0 jest jednorodnym procesem Markowa o wartosciach rzeczywistych i gesto-

$ci przejécia py(x,y). Czy proces 5X3, +10¢t jest procesem Markowa? W przypadku twierdzacej
odpowiedzi podaj funkcje przejscia dla tego procesu.

. Niech (Wt)t>0, (Pz)zer2 bedzie dwuwymiarowa rodzing Wienera. Czy istnieje funkcja g taka,

ze exp(—|Wy|?/2) — fot g(Wy)ds jest martyngalem wzgledem P, dla dowolnego z? Jesli tak, to
ile ona wynosi?

Funkcja u(t, ) jest okreslona wzorem
— [{ |+ Wl ALd
u(t,z) =E {cos(x + Wy)e Jo ot Wl s] , t>0,zeR,

gdzie (Wy)i>0 jest standardowym procesem Wienera. Znajdz réwnanie czastkowe, ktére spel-
nia u. Odpowiedz uzasadnij.

. Niech (Wi)t>0, (Ps)zer bedzie jednowymiarowa rodzing Wienera. Oblicz dla z,y < 0

P, ( sup Wy > 0,Wrg <y> .
0<s<10

Obréé¢ kartke, by wypelnic¢ czes$é testowg egzaminu!



Cze$é testowa

. (3pkt) Niech P! bedzie pélgrupa generowana przez proces Poissona z intensywnoscia A = 3.
Wéwezas dla f: Z — [—1,1],
Pif(4) =

. (3pkt) Sformuluj twierdzenie podajace warunki dostateczne dla tego, by rodzina Markowa
(X1)1>0 0 wartodciach rzeczywistych miata mocna wlasnosé Markowa wzgledem filtacji fé(t L

. (3pkt) Sformutuj twierdzenie Yamady-Watanabe.

. (3pkt) Niech o(z) = 1 dla > 0 oraz o(x) = —1 dla z < 0. Wéwczas réwnanie dX; =
o(X¢)dW; z warunkiem poczatkowym Xy = 0 ma (podkresl wlasciwe odpowiedzi) mocne
rozwigzanie, stabe rozwiazanie, rozwiazanie jednoznaczne w sensie trajektorii, rozwiaza-
nie jednoznaczne w sensie rozktadu.

. (6pkt) Uzupelnij: X = (X;)i>0 jest jednorodnym procesem Markowa na przestrzeni stanéw
E = {1,2} 7z macierza przejscia

pt_ 2+e M b4 ce M
T et 14gett )

Wowcezas a =...... b= , €= .. ,d= ... s = s § = e Jedli dodatkowo X jest

. (4pkt) Dana jest jednorodna rodzina Markowa ((X:):>0, (Pz)zer) 0 gestosci przejscia pi(z, y).
Wéwczas dla xz € R,
a) E, (el X)) =

b) Pw<X3 > X9 > 0) =

. (4pkt) Podaj definicje potgrupy P* zwiazana z jednorodng rodzing Markowa ((X):>0, (Pz)zer)-
Na jakiej przestrzeni jest okreslona ta poétgrupa? Jak jest zdefiniowany generator pélgrupy
pt?



8.

10.

(6pkt) Co to znaczy, ze réwnanie stochastyczne
dXt = O'(t, Xt)th + b(t, Xt)dt

z warunkiem poczatkowym Xy =7 ma
a) mocne rozwiazanie

b) stabe rozwiazanie

¢) rozwiazanie jednoznaczne w sensie trajektorii

d) rozwiazanie jednoznaczne w sensie rozkladu

. (3pkt) Niech (X¢)t>0, (P2)ze{1,2,3y bedzie jednorodna rodzing Markowa o wartodciach w tréj-

elementowej przestrzeni stanéw {1,2,3}, prawostronnie cigglych trajektoriach i generatorze
infinitezymalnym

-5 2 3
A= 1 -3 2
1 3 -4

Niech 7 := inf{t > 0: X; # X} oraz o = inf{t > 7: X; = 1}. Oblicz E;0 =........

(3pkt) Sformuluj problem martyngatowy, ktérego rozwiazanie jest réwnowazne istnieniu sta-
bego rozwiazania réwnania

dXt == Sin(Xt + t)th + h(Xt)dt, X() = 1,

gdzie h jest ograniczona funkcja borelowska na R.
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Egzamin z Proceséw Stochastycznych
grupa II, 3 lutego 2016

Cze$¢ zadaniowa

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé cztery i napisa¢ ich pelne rozwiazania na osob-
nych kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II)
i zadania. Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i nalezy) wykorzystywaé fakty
udowodnione na wyktadzie i ¢wiczeniach.

1.

Zalozmy, ze (Xt)i>0 jest jednorodnym procesem Markowa o wartosciach rzeczywistych i gesto-
Sci przejscia py(z,y). Czy proces 3X35, + Tt jest procesem Markowa? W przypadku twierdzacej
odpowiedzi podaj funkcje przejscia dla tego procesu.

. Niech (Wi)t>0, (Ps)zer bedzie jednowymiarowa rodzing Wienera. Oblicz dla z,y < 0

P, ( sup Wy > 0, Ws <y>.
0<s<H

. Dana jest jednorodna rodzina Markowa (X:):>0, (Ps)zerp na pewnej przestrzeni stanéw E

o funkcji przejscia P(-,-, ). Wiadomo, iz istnieje ty > 0 oraz I' C E o tej wlasnosci, ze dla
kazdego x € F,

P, (X, €T) <

OJ\'—‘

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby s > tg i dowolnego = € E,

P.(X, €T) <

oo\»—l

Funkcja u(t, ) jest okreslona wzorem
u(t,x) = E [sin(z + W;)e f o+ We|n2ds , t>20,x eR,

gdzie (Wi)i>0 jest standardowym procesem Wienera. Znajdz réwnanie czastkowe, ktore spet-
nia u. Odpowiedz uzasadnij.

. Niech (Wt)t>0, (]P’ )zeRz bedzie dwuwymiarows rodzina Wienera. Czy istnieje funkcja g taka,

ze exp(—2|Wy|?) fo s)ds jest martyngalem wzgledem P, dla dowolnego a7 Jeli tak, to
ile ona wynosi?

Obréé kartke, by wypelnié¢ czes$é testowg egzaminu!



Cze$é testowa
1. (6pkt) Co to znaczy, ze réwnanie stochastyczne
dXt = O'(t, Xt)th + b(t, Xt)dt

z warunkiem poczatkowym Xy = 7 ma
a) stabe rozwiazanie

b) mocne rozwiazanie

¢) rozwigzanie jednoznaczne w sensie rozkladu

d) rozwiazanie jednoznaczne w sensie trajektorii

2. (3pkt) Niech (X¢)i>0, (Pe)zeq1,2,3) bedzie jednorodna rodzing Markowa o wartosciach w tréj-
elementowej przestrzeni stanéw {1, 2,3}, prawostronnie ciaglych trajektoriach i generatorze
infinitezymalnym

-5 2 3
A= 1 -3 2
1 3 -4

Niech 7 := inf{t > 0: X, # X} oraz o = inf{t > 7: X; = 2}. Oblicz Eyo =...........

3. (4pkt) Dana jest jednorodna rodzina Markowa ((X;):>0, (Ps)zer) 0 gestosci przejscia pi(x, y).
Wéwcezas dla xz € R,
b) Po(X5 >0 > Xo) =

a) E, (e 1%/ X,) =

4. (3pkt) Sformuluj twierdzenie podajace warunki dostateczne dla tego, by rodzina Markowa
(X1)1>0 0 wartodciach rzeczywistych miala mocng wlasno§é Markowa wzgledem filtacji fgt e



10.

(3pkt) Niech o(z) = 1 dla z > 0 oraz o(z) = —1 dla © < 0. Wéwczas réwnanie dX; =
o(X¢)dW; z warunkiem poczatkowym Xy = 0 ma (podkredl wlasciwe odpowiedzi) stabe
rozwiazanie, mocne rozwiazanie, rozwigzanie jednoznaczne w sensie rozkladu, rozwiaza-
nie jednoznaczne w sensie trajektorii.

. (3pkt) Niech P! bedzie polgrupa generowang przez proces Poissona z intensywnoscia A = 5.

Woéwczas dla f: Z — [—1,1],
P'f(2) =

(6pkt) Uzupekij: X = (X;);>0 jest jednorodnym procesem Markowa na przestrzeni stanéw
E = {1,2} z macierza przejscia

pt_ 5475 b4 ce 6
M\ d+ fe % 14 ge 6 |-

Wowcezas a =...... b= , €= ... ,d = ... s = s § = e Jedli dodatkowo X jest

. (3pkt) Sformutuj twierdzenie Yamady-Watanabe.

. (4pkt) Podaj definicje potgrupy P* zwiazana z jednorodng rodzing Markowa ((X):>0, (Pz)zer)-

Na jakiej przestrzeni jest okreslona ta poétgrupa? Jak jest zdefiniowany generator pélgrupy
pt?

(3pkt) Sformuluj problem martyngalowy, ktérego rozwiazanie jest réwnowazne istnieniu sta-
bego rozwigzania réwnania

dXy = g(Xy + t)dW; +sin(Xy)dt, Xo =1,

gdzie g jest ograniczona funkcja borelowska na R.



