Egzamin z Proceséw Stochastycznych IT
grupa I, 5 lutego 2007

Uwaga: W ponizszych zadaniach W = (W});>0 oznacza zawsze standardowy proces Wienera
na przestrzeni (2, F,P).

Czes¢ zadaniowa

Pelne rozwiazania ponizszych 5 zadan nalezy napisa¢ na osobnych kartkach. Mozna powolywaé
si¢ na wszystkie twierdzenia i fakty udowodnione na wyktadzie i ¢wiczeniach. Kazde zadanie jest
warte 7 punktéw. Podpunkty oznaczone gwiazdka beda oceniane osobno.

1.

Rozpatrzmy réwnanie

dXs = dWs + 5sin(3s)ds, s € [0,2]

z warunkiem poczatkowym Xy = 0.

a) Czy to réwnanie ma dokladnie jedno (mocne) rozwiazanie?

b) Znajdz taka miare probabilistyczna Q, by proces X spelniajacy powyzsze réwnanie byt
procesem Wienera na (2, F, Q).

. Niech M; = fg e 25W,dW,. Czy granica M., = lim;_,o, M, istnieje? W jakim sensie mamy

tu zbieznosé? Oblicz EM i Var(M).

a) Czy ciag Sy, := 2211 | cos(Wh/n) — cos(W_1yn)|? jest zbiezny wedlug prawdopodobien-
stwa? Jedli tak, to ile wynosi jego granica?
b*) Czy ciag S, jest zbiezny w L'?

Niech X; = fot 5°dW,. Czy istnieje funkcja g: [0,00) — [0,00) taka, ze X, jest procesem
Wienera?

a) Czy proces X; = W) + 4|W,]| jest semimartyngatem? Jesli tak, to znajdz jego rozklad na
martyngal lokalny i proces o trajektoriach o wahaniu ograniczonym na przedziatach skonczo-
nych.

b*) Czy |[W;|'/? jest semimartyngalem?

Cze$é Testowa

. (4pkt) Proces X; = W} spelnia stochastyczne réwnanie rézniczkowe dX; = o(X;)dW; +
b(Xy)dt, t > 0 z warunkiem poczatkowym Xy = 0 dla funkcji o(x) = ..oeeneeeee oraz b(x) =
.............. Réwnanie to posiada/nie posiada inne mocne rozwiazanie.

(4pkt) Dla ¢ > 0 oblicz granice nastepujacych zmiennych przy n — oo,
Z Witk=1)/n Wik yn — Wik—1)/n) =
k=1
. P
Z Wit o Wik jn = Wis—1)/m) =
k=1
(4pkt) Niech X; = [ (14+2W,)dW,. Oblicz EX; = oveorrernneee. L COV( Xy, X)) =,



10.

(3pkt) Proces M jest ciaglym martyngatem lokalnym na [0, 1] takim, ze My = 0 oraz P(M; =
0) < 1. Wowczas

1imsupz | Mj; jm, = M;—1y/n|® < 00 p.n.

wtedy i tylko wtedy gdy a €.......

(5pkt) Niech M; := fot eWsdW, oraz N; := fg se " WsdW,.
a) Proces MyN; — A; jest martyngalem dla nastepujacego procesu A € V¢, Ay = .coevveveennen.

(4pkt) Para (X, W) jest stabym rozwigzaniem réwnania
dX; = cos(tX¢)dWy + sin(2t)dt

z warunkiem poczatkowym Xg = 0.

a) Oblicz EXy =..ooooiiiiiiiiiie

b) Dla f € C?(R?) o nosniku zwartym, proces f(t, X;) — f(0, Xo) — fg g(s, Xs)ds jest mar-
tyngalem dla g(t, Z) = ooooevviiniiniii

. (3pkt) Podaj definicj¢ martyngatu lokalnego wzgledem filtracji (F)ogi<s-

. (2pkt) Uzupelnij.

a) Kazdy nieujemny ciagly martyngal lokalny jest .......ccccoveviiiiieniennns
b) Kazdy ograniczony ciagly martyngal lokalny jest .........ccooceveviiieniinennnes.

. (3pkt) Réwnanie

dXt = sgn(Xt)th

z warunkiem poczatkowym Xy = 0 ma (podkresl prawidlowe odpowiedzi): mocne rozwiaza-
nie, stabe rozwiazanie, rozwigzanie jednoznaczne w sensie trajektorii, rozwiazanie
jednoznaczne w sensie rozktadu.

(3pkt) Podaj sformutowanie twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej dla calki stochastycz-
nej.



Egzamin z Proceséw Stochastycznych IT
grupa II, 5 lutego 2007

Uwaga: W ponizszych zadaniach W = (W});>0 oznacza zawsze standardowy proces Wienera
na przestrzeni (Q, F,P).

Czesé zadaniowa

Pelne rozwiazania ponizszych 5 zadan nalezy napisa¢ na osobnych kartkach. Mozna powolywaé
si¢ na wszystkie twierdzenia i fakty udowodnione na wykladzie i ¢wiczeniach. Kazde zadanie jest
warte 7 punktéw. Podpunkty oznaczone gwiazdka beda oceniane osobno.

1. Niech X; = fot 2°dW,. Czy istnieje funkcja g: [0,00) — [0,00) taka, ze Xy) jest procesem
Wienera?

2. a) Czy ciag S, := Zizl | sin(Wy,) — sin(W_1y/n)|? jest zbiezny wedlug prawdopodobieri-
stwa? Jedli tak, to ile wynosi jego granica?
b*) Czy ciag S, jest zbiezny w L'?

3. Rozpatrzmy réwnanie
dXs = dWs + 3cos(2s)ds, s € 0,2

z warunkiem poczatkowym Xg = 0.

a) Czy to réwnanie ma dokladnie jedno (mocne) rozwiazanie?

b) Znajdz taka miare probabilistyczna Q, by proces X spelniajacy powyzsze réwnanie byt
procesem Wienera na (€2, F, Q).

4. a) Czy proces X; = W + 3|W,]| jest semimartyngatem? Jesli tak, to znajdz jego rozkltad na
martyngal lokalny i proces o trajektoriach o wahaniu ograniczonym na przedziatach skonczo-
nych.

b*) Czy |[W;|'/? jest semimartyngatem?

5. Niech M; = fot e " WedWs. Czy granica My, = limy_ o, M, istnieje? W jakim sensie mamy
tu zbieznosé? Oblicz EMy i Var(M).

Czes¢ Testowa

1. (3pkt) Proces M jest ciaglym martyngatem lokalnym na [0, 1] takim, ze My = 0 oraz P(M; =
0) < 1. Woweczas

n
hmsupz | Mjsjm, — Ms—1y/n|® < 00 p.n.

wtedy i tylko wtedy gdy a €.......

2. (5pkt) Niech M; := fot e~ WsdW, oraz N, := fot s2eWsdW,.
a) Proces M;N; — A; jest martyngatem dla nastepujacego procesu A € V¢, Ay = ..o

3. (4pkt) Para (X, W) jest stabym rozwiazaniem réwnania
dXt = sin(tXt)th + COS(2t)dt

z warunkiem poczatkowym Xg = 0.

a) Oblicz EXy =i

b) Dla f € C?(R?) o nosniku zwartym, proces f(t, X;) — £(0, Xo) — fot g(s, Xs)ds jest mar-
tyngalem dla g(t, 2) = ooooevviiniiniiii



10.

(4pkt) Dla ¢ > 0 oblicz granice nastepujacych zmiennych przy n — oo,

n
P
> Wity Waisn = Wige—1y/n) —
k=1

i P
> Wity Wissn = Wige—1y/n) =
k=1

(3pkt) Podaj definicje martyngatu lokalnego wzgledem filtracji (F¢)o<i<s-

(2pkt) Uzupelnij.
a) Kazdy ograniczony ciagly martyngal lokalny jest ........cccooovieviieineennn.
b) Kazdy nieujemny ciagly martyngal lokalny jest ........cccocccovviiiniiinniens

(4pkt) Proces X; = W} spelnia stochastyczne réwnanie rézniczkowe dX; = o(X;)dW; +
b(X¢)dt, t > 0 z warunkiem poczatkowym Xy = 0 dla funkeji o(x) = ..o oraz b(x) =
.............. Réwnanie to posiada/nie posiada inne mocne rozwiazanie.

. (4pkt) Niech X; = fOt(Q—&—WS)dWS. ObliczEX; = ..o , Cov( X, Xg) =i,

. (3pkt) Réwnanie

dXt = SgH(Xt)th

z warunkiem poczatkowym X, = 0 ma (podkresl prawidlowe odpowiedzi): slabe rozwiazanie,
mocne rozwigzanie, rozwigzanie jednoznaczne w sensie rozkladu, rozwigzanie
jednoznaczne w sensie trajektorii.

(3pkt) Podaj sformulowanie twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej dla calki stochastycz-
nej.



