Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa III - 1

1. Oblicz funkcje tworzaca momenty zmiennych o nastepujacych rozkladach:
a) symetryczny dwupunktowy;
b) dwumianowy z parametrami n, p;
c) Poissona z parametrem X;
d) Gaussowski N (a,c?);
e) wykladniczy z parametrem X;
f) jednostajny na [a, b].

2. Wykaz, ze funkcja Ax = log Mx jest wypukla.

3. Wykaz, ze X ma skoficzona funkcje tworzaca momenty na przedziale (—tg,to) wtedy i tylko
wtedy gdy dla kazdego 0 < A < tq istnieje stata C(\) taka, ze P(|X| > ¢) < C(\)e M dla
wszystkich ¢ > 0.

4. Zalézmy, ze X ma skoniczona funkcje tworzaca momenty na przedziale (—tg,to) dla pewnego
tp > 0. Udowodnij, ze
a) X ma wszystkie momenty skoficzone, tzn. E|X P < co dla p > 0;
b) Mx(t) = Y37, frEX";
¢) EX* = L My (1) i=o;
d) Jesi Y zmlenna losowa taka, ze My (t) = Mx(t) dla t z pewnego otoczenia 0, to uy = px;
e) Rozklad X jest wyznaczony przez swoje momenty tzn. jesli EY* = EX* dla wszystkich
k€Zy,topy = px;
f) Jesli X, ciag zmiennych losowych taki, ze Mx, (t) — Mx(t) dla t € (—tg, o) pray n — oo,
to X,, zbiega do X wedlug rozktadu.

5. Podaj przyklad dwu zmiennych losowych takich, ze EX* = EY”* dla wszystkich k € Z
(zaktadamy, ze E|X|*, E|Y|F < c0) oraz pux # py-

Niech f: R — RU{co}. Transformatq Fenchela-Legendre’a funkcji f nazywamy funkcje Lf: R —
R U {oo} okreSlong wzorem
Lf(x) :=sup{ay — f(y): y € R}.

Ogdlniej, gdy f: R? — R U {oo}, to definiujemy

Lf(x) = sup{(z,y) — f(y): y € R}

6. Wykaz, ze:
a) L(af)(z) =alf(z/a) dla a > 0;
b) f(z)+ Lf(y) > xy dla z,y € R;
c) Lf jest funkcja wypukla;
d) LLT < f;
e) LLf = [ jedli f: R — R wypukla, a jesli f przyjmuje warto$é oo, to réwnosé zachodzi
poza co najwyzej dwoma punktami;
f) LLf to maksymalna funkcja wypukla dominowana przez f.

7. Oblicz Lf dla f = |z|P, 1 < p < 0.



8. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie, a S, = X7 +
oo+ X Wyraz Ay za pomoca A

9. Oblicz A% dla rozkladéw z zadania 1.
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1. Udowodnij, ze dla X ~ N(0,1) oraz dowolnego A € B(R),

.1 = . x?
lim —logP(S, € A) = —essinf -5 TE A

n—oo N

2. Podaj przyktad zmiennej X dla ktérej nie istnieje granica lim, .o, n~!log P(S,, = 0).

3. Wykaz, ze dla dowolnej zmiennej X,

lim l1og P(S, >t) = —inf A% (s).

n—oo M s>t

4. Wykaz, ze
a) Funkcja A% jest pélciagla z dolu dla dowolnej zmiennej X;
b) Jedli 0 € Int Dy, to limp oo A% () = 00, W szczegdlnosei zbiory {t: A% (t) < a} sa zwarte
dla a € R;
c) Jesli Dy, = R, to limyy . A% (t)/]t] = co.

5. Zalézmy, ze wspoirzedne X () wektora losowego X sg niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Wyraz Ax i A% za pomoca Ay 1 A.

6. Niech X bedzie gaussowskim d-wymiarowym wektorem losowym o $redniej a i macierzy ko-
wariancji C. Znajdz Ax i A%.

7. a) Wykaz, ze jesli X jest wektorem losowym w R oraz t ¢ conv(supp px), to A% (t) = oo.
b) Podaj przyklad wektora losowego X oraz t ¢ supp px takiego, ze A% () < oo.

8. Uogdlnij fakt z wykladu i znajdz takie liczby a; > 0, ¢ = 0,1,2,..., ze dla dowolnego ¢ > 0
oraz k=0,1,2,...,

2k+1 0o 2%k
. . 2 2 . .
E (—1Dfait™ 21 < et /2/ e /2ds < E (—1)fa;t=21,
i=0 t i=0
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1. Zalézmy, ze X jest zmienng d-wymiarowa taka, ze Dy, = R?. Wykaz, ze jesli I: R? — [0, o0]
jest pélciggla z dotu oraz dla wszystkich zbioréw borelowskich A w R? zachodzi

1 _
— inf I(z) <liminf —logP(S, € A) < limsup — logP(SneA) — inf I(z), (1)
z€int(A) n zEecl(A)
to I = A%. Podaj przyklad funkcji I # A% dla ktérej tozsamos$é (1) jest spelniona dla
wszystkich zbioréw borelowskich.

2. (Nier6wnos¢ Azumy) Zatbézmy, ze (My, Fr)52, jest martyngatem takim, ze || My — My_1]/o0 <
ar dla k=1,2,.... Wykaz, ze

n

t2
A, (1) < 5 > a}

oraz

P(|M, — My| > s) < 2exp(———=n—5
23 ko1 0}

3. Przy oznaczeniach poprzedniego zadania, wykaz, ze istnieje stala C' < oo taka, ze dla p > 2,

1M, — My, := (BIM, — My[P)/P < OyB(Y )2
k=1

4. (Nieréwnosci Chinczyna) Niech S = Y"7'_ | akey, gdzie &4 niezalezne zmienne losowe takie, ze
P(e, = £1) = 1/2.
i) Wykaz, ze dla p, g > 0 istnieje stala C), ; zalezna tylko od p i ¢ dla ktérej ||S||, < Cpql|S]lq-
ii) Wykaz, ze Cp 2 < Cy/p dla p > 2.
iit) Udowodnij, ze dla p > g, Cp.q = Vp/7q, gdzie v, = (E|N(0,1)|P)Y/P ~ \/p przy p — 0. W
szczegolnosci Cp 2 > ¢, /p dla p > 2 i stalej uniwersalnej c.
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1. Rozpatrujac rozklady wykladnicze, gaussowskie i Poissona pokaz, ze nie mozna poprawié¢
rzedu oszacowan w nieréwnosciach Bernsteina i Bennetta.

2. Zaléimy, ze (My, Fi)i2, jest martyngatem takim, ze

max | My — My o < 0, [B((M = My 1)\ F 1)l < 0F

oraz 02 = Y "}'_, o7. Wykaz, 7e

[\~]

g
Aty () < —5 (€ —ta—1)

oraz s sa
P(|M, — M| > ) < 2exp ( P (1 + —))
2a o2
3. Wykaz, ze z odwrotnej nieréwnoéci wykltadniczej Kolmogorowa wynika, ze dla € > 0 istnieja
state ¢'(e) > 01 K'(e) < oo takie, ze dla niezaleznych zmiennych X; o sredniej zero,
2

P(izn:lXi >s) > K%(E)exp(f(us);?),

o ile
max(s, o) max || X || < 6'(e)o?.

4. Niech X; beda niezaleznymi symetrycznymi zmiennymi losowymi o wartosciach w osrodkowej
przestrzeni Banacha F', za$ a; € [—1,1]. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji wypuktej f: F — Ry,

Bf (z x) <Ef (z Xz) |
i=1 i=1
Wywnioskuj stad, ze dla funkcji wypuktlej, niemalejacej f: R+ — R,

Ef(éaiXi><Ef< )

5. Wykaz, ze przy zalozeniach poprzedniego zadania nie musi by¢ prawda, ze dla s > 0,

o ([$oe] ) <o (0]

>
i=1

n

>

i=1

n

ZaiX,-

i=1
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1. Zalézmy, ze F jest osrodkowa przestrzenia Banacha. Wykaz, ze Bpyp = Bp®Bpr. Wywnioskuj
stad, ze suma funkcji mierzalnych o warosciach w F' jest funkcja mierzalng.

2. Wykaz, ze dla niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie

Emax Sy [[” < CPE[|Sn[”

dla p > 1 i stalej uniwersalnej C.
3. Wykaz, ze dla niezaleznych zmiennych losowych

Emax ||S;||? < C? max E|Sk|?
k<n 1<k<n

dla p > 1 i stalej uniwersalnej C.

4. Udowodnij, ze dla niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie oraz a; €

[713 1]7
n
P ( Za'iX’i
=1

5. Wykaz, ze nie istnieje stala uniwersalna C' taka, ze

> 12t> < 8P(||Su| = t), dlat>0.

Eg1<ax |My| < CE|M,,]

dla dowolnego martyngatu (My)1<k<n-

6. Zalézmy, ze X1,Y1,...,X,,Y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-
dzie. Udowodnij, ze istnieja uniwersalne state C7 i Cy dla ktorych

k l n n

t
. | > < i Y > —
P ( max ;;h(xz,yj) t] <cP ;;h(X Y;) &

dla dowolnej funkcji mierzalnej h.

7. Niech X; bedzie ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych w o$rodkowej przestrzeni Banacha
F. Wykaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne.
i) Y02, X; zbiega wedlug prawdopodobienstwa.
ii) >>°, X, zbiega p.n..
iii) >0, X; zbiega wedlug rozkladu.

8. Wykaz, ze istnieja stale C; taka, ze dla dowolnych niezaleznych rzeczywistych zmiennych
losowych X; oraz liczb ay,

P ( max ||Sk| — ag| > C2t> < C1 max P(||Sk| — ax| > t).
1<k<n 1<k<n
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1. Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach w osrodkowej przestrzeni Banacha F. Wykaz,
ze
a) dla € > 0 istnieje funkcja ¢: F — F przyjmujaca tylko przeliczalnie wiele wartosci taka,
e | X — p(X)| < ¢ pn.,
b) jesli E|| X < oo, to dla € > 0 istnieje funkcja ¢: F — F przyjmujaca tylko skonczenie
wiele wartosci taka, ze E|| X — o(X)| < e.

2. Wykaz, ze jesli X; sa niezaleznymi zmiennymi o jednakowym rozkladzie takimi, ze P(X,; #
ISnll _
n

0) > 0, to limsup,,_, 00 p.n..

3. Zalézmy, ze p > 1, X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o §redniej zero takimi, ze E|X; [P <
00, za$ (g;) jest ciagiem Bernoulliego, niezaleznym od zmiennych X;. Wykaz, ze

534Xi ﬁiEjXQ iégYi
i=1 =1

i=1

< <2

1
2
p

p p

4. Zalézmy, ze X; sa niezalezne o wartosciach w F. Wykaz, ze
a) Dla dowolnych s,t > 0,

2
P (max||Sk| > 3t + 5> <P (max||Sk| > t> +P (max||Xk|| > s) .
k<n k<n k<n
b) Jedli zmienne X; sa symetryczne, to dla s,t > 0,

P (r&aﬂskﬂ > 2t+8) <AP(||Su|| > >+ P <r1§1<ax||Xk|| > s) .
5. Niech S := Y | x;&; dla pewnych x; € F. Wykaz, ze dla p,q > 0 istnieja stale C), ; < 0o
zalezne tylko od p i q takie, ze

(BIIS|P) < Cp q(EIIS|IT)2.

6. Zaltézmy, ze 0 < p < oo, zmienne X; sa niezalezne i symetryczne o wartosciach w F'. Wykaz,
ze
E|S.|IP < 2- 3”Em<ax | X:]|P + 2(3t0)?,
<n

gdzie
to == 1inf{t > 0: P(||S.|| > t) < (8-3°)"'}.

7. Przestrzen Banacha F' nazywamy typu p > 1 jedli istnieje stata 7T}, taka, ze dla dowolnych

wektorow x; € F,
p\ 1/p n 1/p
(z ) en ()
i=1

n
E Ti€q
i=1




a) Jesli przestrzen jest typu p, to jest typu ¢ dla ¢ < p.

b) Przestrzenie Hilberta sa typu 2.

¢) Kazda przestrzen Banacha jest typu 1 i nie istnieja przestrzenie typu p > 2.
d) Przestrzeni LP jest typu min{p, 1} dla p < cc.

e) Przestrzen ¢y nie ma nietrywialnego typu.

. Wykaz, ze oérodkowa przestrzen Banacha F' ma typ p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stata
C < oo taka, ze dla dowolnych niezaleznych zmiennych losowych Z; o wartoéciach w F' i

sredniej zero,
p

n

>

i=1

E

<CY E|zi|P.
=1
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. Podaj alternatywny dowdéd Prawa Iterowanego Logarytmu wykorzystujac PIL dla procesu
Wienera oraz twierdzenie Skorochoda o wlozeniu:

Jesli X jest zmienng losowq o skoniczonej wariancyi i Sredniej zero, to istnieje moment za-
trzymania T taki, ze ET = EX? oraz W, ma taki sam rozktad jak X.

. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi ograniczonymi zmiennymi losowymi o éredniej zero spelnia-
jacymi warunki:
i) a2 := Var(S,) = > | EX? >
i) X, o0 Y5 — 0,
Wykaz, ze
S

limsup ————=—-=1 p.n.

n—oo 1/2a2Inlna?
. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie ze srednia zero

i wariancjg 02. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji cigglej f: R — R,

lim su f<5n>— sup f(t) n
P\ Vantntan) e’ P

Sn ]
lim inf ——— | = inf t ..
n—oo f <\/m> te[—o,0] f( ) P

. Zatézmy, ze X; sa niezaleznymi wektorami losowymi w oSrodkowej przestrzeni Banacha o tym
samym rozktadzie co X. Wykaz, ze warunek

: 1Sl
limsup —— < © q.
n—>oop vV2ninlnn P
implikuje:
2
i) EL”L)E!(H < 00, gdzie LLx := Inln(x V 10).

ii) EX = 0 oraz sup . <; Elz*(X)|* < cc.

. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi wektorami losowymi w osrodkowej przestrzeni Banacha typu

2
2 o tym samym rozkladzie co X, EX = 0 oraz EL”L)m(H < 0o. Wykaz, ze \/ﬁ zbiega do

0 wedlug prawdopodobienstwa.

. Wykaz, ze jedli ciag (X,,) zmiennych o warto$ciach w osrodkowej przestrzeni Banacha jest
ciasny, to jest stochastycznie ograniczony. Udowodnij, ze w kazdej nieskofniczenie wymiarowej
przestrzeni Banacha istnieje cigg stochastycznie ograniczony, ktéry nie jest ciasny.
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W zadaniach ponizej zmienne X, X1, ... maja taki sam rozklad o wartosciach w R¢ oraz S,, =
22:1 X

1. Zalézmy, ze F,, jest rosnagcym ciagiem sigma cial, F = <7(Un>1 Fn) oraz p jest miarg proba-
bilistyczna na F. Udowodnij, ze dla dowolnego A € F i e > 0 istnieje n i A, € F,, takie, ze

2. Wykaz mocna wilasnoéé Markowa dla (S,), tzn., ze dla kazdego 7 momentu zatrzymania
wzgledem filtracji generowanej przez (X,,), dowolnego A € F, oraz B € (B(R%))>,

P({(Sntr = S7)nz0 € By NAN{T <o0}) = P({(Sn)nz0 € B)P(AN{7 < o0}).

3. Wykaz, ze jesli bladzenie (S,,) jest powracajace, to dla dowolnego k = 1,2, ... bladzenie (S,1)
jest powracajace.

4. Wykaz, ze jesli P(X; = 0) < 1, to |S,| — oo wedlug prawdopodobienstwa.

5. Zaltézmy, ze d = 1, X jest symetryczny oraz ograniczony. Wykaz, ze limsup +S5, = oo i
wywnioskuj stad, ze S, jest powracalny.

6. Wykaz, ze zbiér A punktéw osiagalnych przez bltadzenie losowe jest réwny najmniejszej do-
mknietej pélgrupie zawierajacej nosnik X. Podaj przyklad pokazujacy, ze A nie musi by¢
grupa.

7. Niech X bedzie jednowymiarowym rozkladem p-stabilnym o funkcji charakterystycznej e~1*”.
Wykaz, ze S,, jest powracajacy dla p > 1 i chwilowy dla p < 1.

8. Zaldézmy, ze d = 2 oraz wspélrzedne X sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o funkeji cha-
rakterystycznej e~ 1!1". Wykaz, ze S,, jest powracalny dla p = 2 i chwilowy dla p < 2.

9. Niech (5],) oznacza niezalezna kopie (S,). Wykaz, ze jesli S, jest powracajace, to S, — S),

jest powracajace.

10
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1. Udowodnij, ze jesli nosnik zmiennej X rozpina przestrzen wymiaru wiekszego niz 2, to bla-
dzenie S,, jest chwilowe.

2. Ustalmy € > 0. Wykaz, ze bladzenie (S,,) generowane przez zmienna o f.ch. ¢ jest powracalne,

jesli
/ Re (1 > dt = o
ltl<e 1 — (1)

1
/ugs T Re(p() " =

3. Wykaz, ze dla dowolnego symetrycznego bladzenia losowego (S,) i dowolnego momentu za-
trzymania 7 (wzgledem filtracji generowanej przez (S,)), ciag (S,) ma ten sam rozktad co
ciag (S,) dany wzorem

oraz chwilowe, jesli

Sn = OnAT T (Sn - S’I’L/\T)7 n > 0.

4. Niech (S,,) bedzie klasycznym symetrycznym bladzeniem losowym na Z (czyli P(S; = +1) =
1/2). Okredlmy V,, := max{k < n: Sgx = 0}. Oblicz P(V,, = k) dla 0 < k < 2n.

5. Zalézmy, ze p = cpg + (1 —c)pe, gdzie ¢ € (0, 1), zas py i pe sa symetrycznymi miarami proba-
bilistycznymi na R?. Wykaz, ze jedli bladzenie losowe generowane przez p jest powracalne, to
powracalne sa bladzenia losowe generowane przez uq i us. Czy implikacja w przeciwng strone
jest prawdziwa?

6. Zalézmy, ze X =Y + Z, gdzie Y i Z sa niezaleznymi symetrycznymi wektorami losowymi w
R,
i) Wykaz, ze jesli bladzenie losowe generowane przez X jest powracalne, to réwniez bladzenia
losowe generowane przez Y i Z sg powracalne.
ii) Pokaz przyktad pokazujacy, ze implikacja przeciwna do i) jest falszywa.

7. Niech S, bedzie niezdegenerowanym jednowymiarowym bladzeniem losowym. Wykaz, ze
i) limsup S,, = co p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy o1 < oo p.n.
ii) S, — oo p.n. wtedy i tylko wtedy, gdy Eoy < 0o
iii) i) i ii) zachodza gdy o7 zastapimy przez 7.

11
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1. Przypomnijmy, ze miara ze znakiem, to réznica dwoch miar skonczonych. Wykaz, ze jesli p i
v sa miarami ze znakiem na R? i

/exp(i(t,m))du(x) = /exp(i(t,x))du(x) dlat € RY,

to u=v.

2. Zalézmy, ze p i v sa miarami (skoniczonymi lub ze znakiem) na N x R oraz

/s”eimd,u(s,x) = /s”em”du(s,ac)7
top=v.

3. Zalézmy, ze p jest lokalnie skoficzong miara na Ry niezmiennicza na przesuniecia, tzn. u(B +
t)=p(B)dlat>01i B e B(R;). Wykaz, ze p = aX dla pewnego a > 0.

4. Moéwimy, ze rozklad g na R jest niearytmetyczny, jesli grupa generowana przez nosnik u
jest gesta w R, w przeciwnym przypadku p nazywamy arytmetycznym. Wykaz, ze p jest
arytmetyczny wtedy wtedy i tylko wtedy, gdy nosnik u jest zawarty w 6Z dla pewnego § > 0.

5. Zalézmy, ze zmienne X i X’ maja jednakowy rozklad. Wykaz, ze jedli rozklad X jest aryt-
metyczny, to rozklad X — X' tez jest arytmetyczny. Podaj przyklad pokazujacy, ze przeciwna
implikacja jest falszywa.

6. Zalézmy, ze n jest procesem odnowienia dla bladzenia losowego o nieujemnym i niearytme-
tycznym rozkladzie przyrostéw. Wykaz, ze dla kazdego € > 0 istnieje t(¢) > 0 takie, ze
Enlt,t +¢] > 0dlat > t(e).

7. Zalézmy, ze u jest rozkladem na Z o $redniej ¢ € (0, 00) takim, ze grupa generowana przez
supp() jest réwna Z. Wykaz, ze bladzenie losowe (S,,) po Z4 ma stacjonarny proces odnowie-
nia wtedy i tylko wtedy, gdy rozktad poczatkowy v jest dany wzorem v({n}) = ¢~ !u(n, c0),
n=20,1,2...

8. Uogdlnij poprzednie zadanie na przypadek, gdy u jest rozkladem na Z o dodatniej, skonczonej
sredniej.

12
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1. Zalézmy, ze v,v1,vs, ... sa miarami lokalnie skofczonymi na R,. Wykaz, ze v, — v wtedy i
tylko wtedy, gdy v, ([0, z]) — v[0,z] dla kazdego = > 0 takiego, ze v({z}) = 0. Jak wyglada
analogiczny warunek dla miar na R?

2. Wykaz, ze dla miar probabilistycznych na R¢ nastepujace warunki sa réwnowazne:
i) pon = p, tzn. [ fdpn — [ fdu dla f € Coge(R?)
i) fin, — g, tzn. [ fdun — [ fdu dla f € C,(RY)
iii) [ fdp, — [ fdp dla f ciaglych na R? takich, ze limj,)—oo f(2) = 0.
Pokaz, ze dla miar subprobabilistycznych warunki ii) i iii) sa réwnowazne, a dla miar lokalnie
skoficzonych tylko warunek ii) jest prawidlowo sformulowany.

3. Udowodnij Lemat 7.10 z wykladu o zbieznosci 1, do v w pelnej ogdlnoéci, tzn. gdy przyrosty
bladzenia maja rozklad niearytmetyczny o skonczonej sredniej dodatnie;j.
W tym celu rozwazmy zmienne niezalezne Sy, Sj, X1,¢€1, Xa, €2, . .. takie, ze Sy ma rozktad v,
S§ rozktad 7, zmienne X}, rozklad u oraz P(er, = £1) = 1/2 oraz bladzenie losowe

SnZZSB—-SO—’Ezéka, n::O,L..”
k=1

i) Wykaz, ze z prawdopodobienstwem 1 ciag (S,) jest gesty w R, w szczegdlnosci moment
zatrzymania 7 := inf{n: S, € [0,e]} jest skonczony p.n.

ii) Niech &, := (—1)tr<rre,. Wykaz, ze (g},) jest niezaleznym od Sp, S{ i X ciagiem nieza-
leznych zmiennych losowych 1 P(g}, = £1) = 1/2.

iii) Niech k1 < ko < ... beda kolejnymi wartosciami k dla ktérych e, = 1, podobnie zdefi-
niujmy ciag k] < k5 < ... poprzez zmienne ¢},. Wéwczas ciagi

_ 'l
Sn="50+> Xu,i Sh=5S+y Xe
j<n i<n
sg bladzeniami losowymi o rozkladzie przyrostow p i rozkladzie poczatkowym réwnym odpo-
wiednio v i .
iv) Niech 74 = ZKT 1ic,—1}, wowczas
Sl in = Sr4n =25, €[0,el.
v) Wywnioskuj stad, ze
ve,x] —P(Z > t) < 1[0,2] < 2[0,z + ¢] + P(Z > 1)

gdzie Z := max{maxy<,_ S}, maxp<r, Sk}

vi) Pokaz, ze 4]0, 2] — 7[0, 2], czyli v; = v.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa III - 12

1. Wykaz, ze funkcja o noéniku w [0, ] jest bezposrednio catkowalna w sensie Riemanna wtedy
i tylko wtedy, gdy jest calkowalna w sensie Riemanna na [0, x].

2. Wykaz, ze kazda funkcja monotoniczna z Ly (R ) jest bezposrednio calkowalna w sensie Rie-
manna.

3. Podaj przyklad funkcji ciaglej z L(Ry), ktéra nie jest bezposrednio calkowalna w sensie
Riemanna.

4. Zalézmy, ze p jest rozkladem na liczbach catkowitych dodatnich o $redniej ¢ € (0,00) oraz
grupa generowana przez p jest rowna Z. Niech 1 bedzie procesem odnowienia dla bladzenia
losowego na N startujacego z zera o przyrostach pu.

i) Skostruluj tancuch Markowa X, na N taki, ze X,,;1 = X,, + 1 lub 0 oraz czas powrotu do
zera dla X,, ma rozktad u.

ii) Udowodnij, ze czasy kolejnych powrotéw przez X, do zera tworza bladzenie losowe o
przyrostach 7.

iii) Wykaz, ze lancuch X, jest nieprzywiedlny, nieokresowy i ma rozklad stacjonarny.

iv) Stosujac twierdzenie ergodyczne wykaz, ze En{k} — c¢~! przy k — oc.

5. Rozwazmy proces odnowy 7 dla bladzenia losowego startujacego z zera o niearytmetycznym
rozkladzie przyrostéw p na Ry ze $rednia ¢ > 0. Ustalmy h > 0 i okreslmy F'(t) = P(n(t,t +
h] = 0). Wykaz, ze F' spelnia réwnanie odnowienia F' = f + F x u, gdzie f(t) = pu(t + h, 00).
ZnajdZ granice F(t) przy t — oo.
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