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Poniższe notatki powstają na podstawie wykładu monograficznego z Rachunku Praw-
dopodobieństwa 3, prowadzonego w semestrze wiosennym 2021/22. Celem wykładu jest
przedstawienie faktów dotyczących sum niezależnych zmiennych losowych, które znajdują
się w szeroko pojętym kanonie współczesnej probabilistyki, a dla których zabrakło miej-
sca w kursowych wykładach z rachunku prawdopodobieństwa. Główny nacisk starano się
położyć na przypadek jednowymiarowy, ale pewna część wyników dotyczy sum wektorów
losowych.

Oczywiście w semestralnym wykładzie nie sposób zmieścić za wielu tematów. Ich wy-
bór jest po części kwestią gustu i zainteresowań badawczych prowadzącego, po części chęcią
niepowielania materiału wykładów prowadzonych na Wydziale MIM UW w ostatnim cza-
sie. Podobny wykład prowadziłem w semestrze zimowym 2014/15, w bieżącym roku nieco
zmieniam kolejność przedstawianego materiału. Planuję też niektóre treści ominąć i być
może wprowadzić nowe.

U słuchaczy wykładu zakładam dobrą znajomość dwusemestralnego, kursowego wykła-
du z rachunku prawdopodobieństwa. Wszystkie potrzebne fakty można znaleźć w dosko-
nałych podręcznikach Jakubowskiego i Sztencla [4] oraz Billingsleya [1].

Przepraszam za wszystkie nieścisłości i omyłki mogące nadal pojawiać się w tekście
i jednocześnie zwracam się z prośbą do Czytelników, którzy zauważyli błędy lub mają
jakieś inne uwagi na temat notatek o kontakt mailowy na adres rlatala@mimuw.edu.pl z
podaniem wersji notatek (daty) do której chcą się ustosunkować.
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1 Nierówności Wykładnicze

Jednym z podstawowych zagadnień rachunku prawdopodobieństwa jest szacowanie wielko-
ści zmiennych losowych. Podstawowym parametrem jest tu wartość oczekiwana, ale często
jesteśmy zainteresowani jak bardzo zmienna losowa się od niej odchyla. Można to badać
na wiele sposobów - licząc, bądź szacując wariancje, scentrowane momenty, kumulanty etc.
Szczególnie przydatne w zastosowaniach są oszacowania ogonowe, tzn. nierówności doty-
czące prawdopodobieństw P(X −EX  t), P(X −EX ¬ −t) oraz P(|X −EX|  t).

Naszym podstawowym narzędziem będzie (uogólniona) nierówność Czebyszewa.

Lemat 1.1. Załóżmy, że X jest zmienną losową o wartościach w przedziale (skończonym
lub nieskończonym) I, a h niemalejącą funkcją z I w [0,∞). Wówczas dla t ∈ I takiego,
że h(t) > 0 zachodzi

P(X  t) ¬ P(h(X)  h(t)) ¬ Eh(X)
h(t)

.

Stosując tę nierówność do |X|, I = [0,∞) oraz h(t) = tp dostajemy nierówność Marko-
wa:

P(|X|  t) ¬ E|X|p

tp
, t > 0.

Centrując X i wybierając p = 2 otrzymujemy nierówność Czebyszewa-Bienaymé:

P(|X −EX|  t) ¬ Var(X)
t2

, t > 0.

Ta nierówność jest bardzo użyteczna z uwagi na to, że wariancję często daje się dokład-
nie obliczyć oraz dlatego, że wariancja sumy niezależnych zmiennych losowych jest sumą
wariancji poszczególnych zmiennych.

Problem ze stosowaniem nierówności Markowa dla p 6= 2 jest taki, że często nie jest ła-
two oszacować E|X|p oraz E|X−EX|p, nawet gdy X jest sumą „porządnych” niezależnych
zmiennych losowych. Okazuje się, że bardzo dobrym wyborem jest funkcja wykładnicza
h(x) = esx. Szereg nierówności opartych na szacowaniu wykładniczych momentów EesX

omówimy podczas naszego pierwszego wykładu.

1.1 Funkcja generująca momenty. Transformata Cramera. Nierówność
Chernoffa

Zacznijmy od kluczowej definicji.

Definicja 1.2. Funkcję tworzącą momenty (transformatę Laplace’a) zmiennej X definiu-
jemy wzorem

MX(s) := EesX , s ∈ R.
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Przykłady.
a) Dla X ∼ N (0, 1), MX(s) = exp(s2/2). Ogólniej, dla X ∼ N (a, σ2), MX(s) = exp(as+
σ2s2/2).
b) Dla X = g3, gdzie g ∼ N (0, 1), MX(s) =∞ dla s 6= 0 i MX(0) = 1.

Zachodzi oczywisty fakt.

Fakt 1.3. Jeśli X i Y są niezależnymi zmiennymi losowymi, to MX+Y = MXMY .

Łatwe szacowanie z nierówności Czebyszewa daje dla t > 0,

P(X  t) = P(sX  st) ¬ e−stEesX = exp(−(st− logMX(s)).

Biorąc infimum prawej strony po wszystkich s > 0 dostajemy pierwszą wersję nierówności
Chernoffa

Fakt 1.4. Dla dowolnej zmiennej losowej X i dowolnego t ∈ R zachodzi

P(X  t) ¬ exp
(
− sup

s0
(st− logMX(s))

)
. (1)

Motywuje to następującą definicję

Definicja 1.5. Dla zmiennej losowej X określamy

ΛX(s) := logMX(s), DΛX := {s ∈ R : ΛX(s) <∞}

oraz
Λ∗X(t) := sup{st− ΛX(s) : s ∈ R} = sup{st− ΛX(s) : s ∈ DΛX}.

Funkcję Λ∗X nazywa się transformatą Cramera zmiennej X.

Przykłady
a) Dla X ∼ N (a, σ2), ΛX(s) = as+ σ2s2/2, DΛX = R oraz Λ∗X(t) = (t− a)2/(2σ2).
b) Dla X = g3, g ∼ N (0, 1), DΛX = {0} oraz Λ∗X ≡ 0.
c) Dla X ∼ Bin(n, p), DΛX = R, ΛX(s) = n log(pes + 1− p) oraz

Λ∗X(t) =


t log( t

np) + (n− t) log( n−t
n(1−p)) dla t ∈ (0, n),

−n log p dla t = n,
−n log(1− p) dla t = 0,
∞ dla t /∈ [0, n].

d) Dla X ∼ Poiss(λ), DΛX = R, ΛX(s) = λ(es − 1) oraz

Λ∗X(t) =


t log(t/λ)− t+ λ dla t > 0,
λ dla t = 0,
∞ dla t < 0.
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e) Dla X ∼ Exp(λ), DΛX = (−∞, λ), ΛX(s) = log(λ/(λ− s)) dla s < λ oraz

Λ∗X(t) =

{
λt− 1− log(λt) dla t > 0,
∞ dla t ¬ 0.

Lemat 1.6. Funkcje ΛX : R→ (−∞,∞] oraz Λ∗X : R→ [0,∞] są wypukłe.

Dowód. Wypukłość funkcji ΛX wynika z nierówności Höldera. Funkcja Λ∗X jest wypukła
jako supremum funkcji liniowych. Ponadto Λ∗X(t)  0t− ΛX(0) = 0.

Przed sformułowaniem kolejnego lematu przypomnijmy konwencję, że wartość oczeki-
wana X da się określić za pomocą wzoru EX := EX+ − EX−, jeśli tylko EX+ < ∞ lub
EX− <∞.

Lemat 1.7. i) Jeśli DΛX = {0}, to Λ∗X ≡ 0. Jeśli ΛX(s) < ∞ dla pewnego s > 0, to
EX+ <∞, a jeśli ΛX(s) <∞ dla pewnego s < 0, to EX− <∞.
ii) Jeśli EX+ <∞ lub EX− <∞, to st−ΛX(s) ¬ 0 dla t  EX, s ¬ 0 lub t ¬ EX, s  0.
W szczególności,

Λ∗X(t) = sup{st− ΛX(s) : s  0} dla t  EX (2)

oraz
Λ∗X(t) = sup{st− ΛX(s) : s ¬ 0} dla t ¬ EX.

iii) Jeśli E|X| <∞, to Λ∗X(EX) = 0. Ponadto, dla dowolnego X, inft Λ∗X(t) = 0.

Dowód. i) Dla s > 0 mamy esx  sx+, więc skończoność EesX implikuje EX+ < ∞.
Podobnie dla s < 0, esx > −sx−, a zatem EX− <∞, jeśli EesX <∞.

ii) Z nierówności Jensena,

ΛX(s) = log EesX  E log esX = sEX,

zatem st− ΛX(s) ¬ (t−EX)s ¬ 0 dla t  EX, s ¬ 0 lub t ¬ EX, s  0.
iii) Jeśli E|X| <∞, to z udowodnionego wyżej oszacowania ΛX(s)  sEX, stąd

0 ¬ Λ∗X(EX) ¬ sup
s

(sEX − sEX) = 0.

Przypadek E|X| =∞ podzielimy na trzy podprzypadki:
a) EX+ = EX− =∞. Wówczas DΛX = {0} i Λ∗X ≡ 0.
b) EX+ < ∞ = EX−, tzn. EX = −∞. Dla t ∈ R dostajemy (ostatnia równość wynika z
(2))

log P(X  t) ¬ inf
s0

log E exp(s(X − t)) = inf
s0

(ΛX(s)− ts) = −Λ∗X(t),

czyli 0 ¬ Λ∗X(t) ¬ − log P(X  t)→ 0 przy t→ −∞.
c) EX+ =∞ > EX−. Jak w b) dowodzimy, że Λ∗X(t)→ 0 przy t→∞.
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Wniosek 1.8. Jeśli EX+ <∞ lub EX− <∞, to

P(X  t) ¬ exp(−Λ∗X(t)) dla t  EX

oraz
P(X ¬ t) ¬ exp(−Λ∗X(t)) dla t ¬ EX.

Stąd natychmiast dostajemy nierówność dla sum zmiennych o jednakowym rozkładzie.

Twierdzenie 1.9 (Nierówność Chernoffa). Założmy, że X1, X2, . . . , Xn są niezależnymi
kopiami zmiennej X oraz Sn = X1 + . . .+Xn. Wówczas jeśli EX+ <∞ lub EX− <∞, to

P(Sn  tn) ¬ exp(−nΛ∗X(t)) dla t  EX

oraz
P(Sn ¬ tn) ¬ exp(−nΛ∗X(s)) dla t ¬ EX.

Dowód. Mamy ΛSn(s) =
∑n
i=1 ΛXi(s) = nΛX(s). Stąd łatwo wynika, że Λ∗Sn(t) = nΛ∗X(t/n)

i wystarczy zastosować Wniosek 1.8.

Przykłady.
a) Dla X ∼ N (a, σ2) nierówność Chernoffa daje

P(Sn  nt) ¬ exp

(
−n(t− a)2

2σ2

)
dla t  a

oraz

P(Sn ¬ nt) ¬ exp

(
−n(t− a)2

2σ2

)
dla t ¬ a.

W rzeczywistości mamy Sn ∼ N (na, nσ2) ∼ a + σ
√
ng, gdzie g ∼ N (0, 1), zatem np. dla

t > a przy n→∞ dostajemy

P(Sn  nt) = P

(
g 
√
n

σ
(t− a)

)
∼ σ√

2πn(t− a)
exp

(
−n(t− a)2

2σ2

)
.

b) Dla X = g3, g ∼ N (0, 1), z nierówności Chernoffa wynika tylko trywialne oszacowanie
P(Sn  nt) ¬ 1.
c) Jeśli P(X = 1) = p = 1 − P(X = 0), to Sn ∼ Bin(n, p) i Twierdzenie 1.9 implikuje
klasyczne oszacowanie Chernoffa dla ogonów rozkładu dwumianowego:

P(Bin(n, p)  nt) ¬
(
p

t

)nt (1− p
1− t

)n(1−t)
dla t  p.

Nierówność Chernoffa pokazuje, że jeśli S =
∑n
i=1Xi oraz zmienne Xi są niezależne o

jednakowym rozkładzie, to P(S  s) ¬ exp(−nΛ∗X(s/n)). Jednak stosowanie tej nierów-
ności w praktyce natrafia na pewne ograniczenia:
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i) Nie zawsze da się dokładnie obliczyć ΛX , a co za tym idzie Λ∗X ;
ii) Założenie o jednakowym rozkładzie Xi bywa często niewygodne.

By te trudności obejść zauważmy, że jeśli S =
∑n
i=1Xi jest sumą niezależnych zmien-

nych losowych Xi, to ΛS =
∑n
i=1 ΛXi . Zatem, jeśli będziemy umieli oszacować dla wszyst-

kich i, ΛXi z góry, to da nam to górne ograniczenie dla ΛS i w efekcie dolne oszacowanie
na Λ∗S . W ten sposób nierówność Chernoffa z Wniosku 1.8 pozwoli nam na oszacowanie z
góry ogona P(S  s). Metodę tę zastosujemy w kolejnych sekcjach.

Ponieważ P(S  ES + t) = P(
∑n
i=1(Xi − EXi)  t), więc będziemy zakładać, że

zmienne Xi mają średnią zero.
Szacowania P(S  s) z dołu są dużo trudniejsze i wymagają z reguły dodatkowych

założeń. Niektóre z takich oszacowań omówimy podczas dalszych wykładów.

1.2 Nierówności Hoeffdinga dla sum zmiennych ograniczonych

W tej części pokażemy jakie szacowania można wyprowadzić, jeśli sumujemy zmienne ogra-
niczone o średniej zero i znamy tylko stałe ograniczające każdą ze zmiennych.

Lemat 1.10. Załóżmy, że X jest ograniczoną zmienną losową o średniej zero oraz ‖X‖∞ ¬
d <∞. Wówczas

MX(s) ¬ exp
(

1
2
d2s2

)
dla wszystkich s.

Dowód. Ponieważ ΛX(s) = ΛX/d(ds) możemy zakładać, że d = 1. Mamy 1−x
2 (−s)+ 1+x

2 s =
sx, więc z wypukłości funkcji wykładniczej dostajemy

esx ¬ 1− x
2

e−s +
1 + x

2
es = cosh(s) + x sinh(s) dla |x| ¬ 1.

Zatem, jeśli ‖X‖∞ ¬ 1, to

E exp(sX) ¬ cosh(s) + sinh(s)EX = cosh(s) ¬ exp(s2/2).

Twierdzenie 1.11. Załóżmy, że Xi są ograniczonymi, niezależnymi zmiennymi losowymi
o średniej zero oraz ‖Xi‖∞ ¬ di <∞. Wówczas

E exp

(
s

n∑
i=1

Xi

)
¬ exp

(
s2

2

n∑
i=1

d2
i

)
dla s ∈ R

oraz dla t  0

P

(
n∑
i=1

Xi  t
)
¬ exp

(
− t2

2
∑n
i=1 d

2
i

)
,

P

(∣∣∣ n∑
i=1

Xi

∣∣∣  t) ¬ 2 exp

(
− t2

2
∑n
i=1 d

2
i

)
.
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Dowód. Pierwsza nierówność wynika natychmiast z Lematu 1.10. By uzyskać drugą szacu-
jemy dla S =

∑n
i=1Xi,

Λ∗S(t) = sup
s0

(st− ΛS(s))  sup
s0

(
st− s2

2

n∑
i=1

d2
i

)
=

t2

2
∑n
i=1 d

2
i

,

zatem na podstawie nierówności Chernoffa dostajemy

P(S  t) ¬ exp(−Λ∗S(t)) ¬ exp

(
− t2

2
∑n
i=1 d

2
i

)
.

Zauważmy, że −S =
∑n
i=1(−Xi) oraz zmienne −Xi spełniają te same założenia co Xi, więc

P(S ¬ −t) = P(−S  t) ¬ exp

(
− t2

2
∑n
i=1 d

2
i

)
.

Wreszcie ostatnia nierówność z tezy wynika stąd, że P(|S|  t) ¬ P(S  t) + P(S ¬
−t).

Wniosek 1.12. Załóżmy, że (εi) jest ciągiem Bernouliego, tzn. ciągiem niezależnych
zmiennych losowych takim, że P(εi = ±1) = 1/2. Wówczas dla dowolnego ciągu ai speł-
niającego

∑
i a

2
i <∞ zachodzi

P

(∑
i

aiεi  t
)
¬ exp

(
− t2

2
∑
i a

2
i

)
.

Dowód. Prosty argument graniczny pokazuje, że wystarczy rozważać przypadek skończony,
który jest natychmiastowym wnioskiem z Twierdzenia 1.11.

Uwaga 1.13. Można udowodnić znacznie ogólniejsze twierdzenie – nierówność Azumy. Dla
dowolnego martyngału (Mk,Fk)nk=0 takiego, że ‖Mk −Mk−1‖∞ ¬ dk <∞ zachodzi

P(Mn −M0  t) ¬ exp

(
− t2

2
∑n
i=1 d

2
i

)
dla t  0.

1.3 Nierówności typu Bernsteina

Nierówności z poprzedniego sekcji są mało precyzyjne – działają dobrze tylko, gdy warian-
cja zmiennych jest zbliżona do kwadratu ich normy supremum. Jest to związane z tym,
że w założeniach występowała tylko norma L∞. W tym paragrafie pokażemy jak można
jednocześnie wykorzystywać znajomość wariancji i normy supremum.
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Lemat 1.14. Załóżmy, że X jest zmienną losową o średniej zero taką, że istnieją σ2,M <
∞ spełniające warunek

E|X|k ¬ k!
2
σ2Mk−2 dla k = 2, 3, . . . .

Wówczas

ΛX(s) ¬ σ2s2

2(1−M |s|)
dla M |s| < 1.

Dowód. Dla M |s| < 1 zachodzi

MX(s) =
∞∑
k=0

sk

k!
EXk ¬ 1 +

∞∑
k=2

|s|k

2
σ2Mk−2 = 1 +

s2σ2

2

∞∑
k=2

(|s|M)k−2

= 1 +
σ2s2

2(1−M |s|)
¬ exp

(
σ2s2

2(1−M |s|)

)
.

Pierwsza równość powyżej wynika z twierdzenia Fubiniego, które możemy stosować, gdyż
dla M |s| < 1,

∞∑
k=0

|s|k

k!
E|X|k ¬ 1 + E|sX|+

∞∑
k=2

|s|k

2
σ2Mk−2 = 1 + E|sX|+ σ2s2

2(1−M |s|)
<∞.

Twierdzenie 1.15 (Nierówność Bernsteina). Załóżmy, że Xi są niezależnymi zmiennymi
losowymi o średniej zero, zaś σ2

i ,M <∞ są takie, że

E|Xi|k ¬
k!
2
σ2
iM

k−2 dla i  1, k  2. (3)

Wówczas

E exp

(
s

n∑
i=1

Xi

)
¬ exp

(
s2∑n

i=1 σ
2
i

2(1−M |s|)

)
dla M |s| < 1

oraz dla t  0,

P

(
n∑
i=1

Xi  t
)
¬ exp

(
− t2

2
∑n
i=1 σ

2
i + 2Mt

)
,

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣  t
)
¬ 2 exp

(
− t2

2
∑n
i=1 σ

2
i + 2Mt

)
.
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Dowód. Niech S :=
∑n
i=1Xi, σ2 :=

∑n
i=1 σ

2
i , wówczas ΛS =

∑
i ΛXi i pierwsze oszacowanie

wynika z Lematu 1.14. Dalej szacujemy

Λ∗S(t) = sup
s0

(st− ΛS(s))  sup
0¬s<M−1

(
st− s2σ2

2(1−Ms)

)
 t2

2σ2 + 2Mt
,

gdzie ostatnią nierówność dostajemy przyjmując s = t(σ2 + Mt)−1. Stąd na podstawie
nierówności Chernoffa,

P(S  t) ¬ exp(−Λ∗S(t)) ¬ exp

(
− t2

2σ2 + 2Mt

)
.

Ponieważ zmienne −Xi spełniają te same założenia co Xi, więc analogiczna nierówność
zachodzi dla P(S ¬ −t) = P(−S  t). Dodając oszacowania dla P(S  t) i P(S ¬ −t)
otrzymujemy ostatnia część tezy.

Uwaga 1.16. Na mocy centralnego twierdzenia granicznego i szacowań ogona rozkładów
gaussowskich nie możemy się spodziewać lepszego oszacowania ogona niż exp(−t2/(2σ2)).
Ponadto zmienne Xi o rozkładzie symetrycznym wykładniczym z parametrem 1 (tzn.
zmienne z gęstością exp(−|x|)/2) spełniają E|Xi|k = k!, czyli dla takich zmiennych za-
chodzą założenia Twierdzenia 1.15 z σ2

i = 2,M = 1. Pokazuje to, że nie możemy uzyskać
szacowania lepszego niż exp(−t/M) przy t→∞.

Wniosek 1.17. Załóżmy, że Xi są ograniczonymi, niezależnymi zmiennymi losowymi o
średniej zero, wówczas dla s > 0,

P

(
n∑
i=1

Xi  t
)
¬ exp

(
− t2

2σ2 + 2at/3

)
,

gdzie σ2 = Var(
∑n
i=1Xi) =

∑n
i=1 EX2

i oraz a = maxi ‖Xi‖∞.

Dowód. Mamy dla k  2,

E|Xi|k ¬ ak−2EX2
i ¬

k!
2

(
a

3

)k−2
EX2

i ,

zatem warunek (3) jest spełniony z M = a/3 oraz σi = EX2
i .

1.4 Nierówność Bennetta

Szacowanie podane we Wniosku 1.17 jest, z uwagi na centralne twierdzenie graniczne,
bliskie optymalnego dla t małych. Jednak dla t dużych można je poprawić o czynnik loga-
rytmiczy.
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Lemat 1.18. Załóżmy, że X jest zmienną losową o średniej zero, wariancji σ2 oraz
‖Xi‖∞ ¬ a. Wówczas

ΛX(s) ¬ σ2

a2 (esa − sa− 1) dla s  0.

Dowód. Liczymy

EesX = 1 + sEX +
∞∑
k=2

skEXk

k!
¬ 1 + σ2

∞∑
k=2

skak−2

k!
= 1 +

σ2

a2 (esa − sa− 1)

i teza wynika natychmiast z nierówności ln(1 + x) ¬ x.

Twierdzenie 1.19 (nierówność Bennetta). Załóżmy, że Xi są ograniczonymi niezależ-
nymi zmiennymi losowymi o średniej zero, σ2 = Var(

∑n
i=1Xi) =

∑n
i=1 EX2

i oraz a 
maxi ‖Xi‖∞. Wówczas dla s  0,

E exp

(
s

n∑
i=1

Xi

)
¬ exp

(
σ2

a2 (esa − sa− 1)

)

oraz dla t  0,

P

(
n∑
i=1

Xi  t
)
¬ exp

(
−σ

2

a2 h

(
ta

σ2

))
¬ exp

(
− t

2a
ln
(

1 +
ta

σ2

))
,

P

(∣∣∣ n∑
i=1

Xi

∣∣∣  t) ¬ 2 exp

(
−σ

2

a2 h

(
ta

σ2

))
¬ 2 exp

(
− t

2a
ln
(

1 +
ta

σ2

))
,

gdzie
h(x) := (1 + x) ln(1 + x)− x.

Dowód. Pierwsza część wynika natychmiast z Lematu 1.18. By pokazać oszacowania dla
ogonów zauważamy, że dla S :=

∑n
i=1Xi i t > 0,

Λ∗S(t) = sup
s0

(st− ΛS(s))  sup
s0

(
st− σ2

a2 (esa − sa− 1)

)
.

Prosty rachunek pokazuje, że powyższe supremum jest osiągane w punkcie

s =
1
a

ln
(
1 +

at

σ2

)
i wynosi

σ2

a2

[(
1 +

ta

σ2

)
ln
(
1 +

ta

σ2

)
− ta

σ2

]
=
σ2

a2 h
( ta
σ2

)
 t

2a
ln
(
1 +

ta

σ2

)
,

gdzie ostatnie oszacowanie dostajemy z poniższego lematu. Oszacowanie ogonów wynika z
nierówności Chernoffa.
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Lemat 1.20. Dla dowolnego x  0,

(1 + x) ln(1 + x)− x  x

2
ln(1 + x).

Dowód. Niech f(x) = (1 + x) ln(1 + x) − x − (x/2) ln(1 + x) = (1 + x/2) ln(1 + x) − x.
Liczymy f ′(x) = (ln(1 + x) − x(1 + x)−1)/2, f ′′(x) = x(1 + x)−2, zatem f(0) = f ′(0) = 0
oraz f ′′(x)  0 dla x  0.

Uwaga 1.21. Jeśli P(Yn,i = 1) = 1−P(Yn,i = 0) = 1/n oraz Yn,i są niezależne, to rozkład∑n
i=1 Yi,n zbiega do rozkładu Poissona z parametrem 1. Biorąc Xn,i = Yn,i − 1/n mamy∑n
i=1 EX2

i,n ¬ 1 oraz maxi ‖Xi,n‖∞ ¬ 1. To pokazuje, że w nierówności Bennetta czynnik
t ln t jest optymalnego rzędu przy t→∞.

Uwaga 1.22. Nierówność Bennetta ma swoją wersję martyngałową. Mianowicie, dla mar-
tyngału (Mk,Fk)nk=0 spełniającego warunki

max
k
‖Mk −Mk−1‖∞ ¬ a

i
n∑
k=1

‖E((Mk −Mk−1)2|Fk−1)‖∞ ¬ σ2,

zachodzi nierówność

P(Mn −M0  t) ¬ exp

(
−σ

2

a2 h

(
ta

σ2

))
¬ exp

(
− t

2a
ln
(

1 +
ta

σ2

))
.

2 Nierówności maksymalne i symetryzacyjne, zasada kontr-
akcji

Przy dowodzeniu twierdzeń granicznych przydają się nierówności maksymalne pozwala-
jące szacować ogon maksimum sum zmiennych losowych przez ogony pojedynczych sum.
Nierówności takie omówimy w bieżącym rozdziale. Omówimy też nierówności kontrakcyjne
pokazujące, że jak się zmiejszy współczynniki ważonych sum zmiennych niezależnych, to
zmiejszy się ogon/moment badanej sumy. Wygodnie jest też pracować z sumami zmien-
nych symetrycznych, pokażemy oszacowania sum niezależnych zmiennych losowych poprzez
sumy zmiennych zsymetryzowanych.

Przy wyprowadzaniu wielu oszacowań nie ma znaczenia czy rozważamy sumy zmien-
nych rzeczywistych czy wektorów losowych – dowody są praktycznie takie same. Dlatego
będziemy w tym rozdziale rozpatrywać zmienne przyjmujące wartości w przestrzeniach
unormowanych.
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Będziemy zakładać, że (F, ‖ · ‖) jest ośrodkową przestrzenią unormowaną, a Xi są wek-
torami losowymi o wartościach w F . Tradycyjnie definiujemy

Sk :=
k∑
i=1

Xi, k = 1, 2, . . . .

Uwaga 2.1. Założenie ośrodkowości przestrzeni F ma charakter techniczny – implikuje,
że suma funkcji mierzalnych o wartościach w F jest mierzalna. Jeśli interesuje nas tylko
zachowanie normy zmiennych losowych, to możemy zakładać słabszy warunek – mianowicie,
że norma w F da się przedstawić jako supremum przeliczalnej liczby funkcjonałów, wtedy
norma sumy funkcji mierzalnych jest mierzalna. W tym rozdziale też nie musimy zakładać
zupełności F , bo będziemy rozważać tylko skończone sumy, zupełność jest ważna przy
badaniu zbieżności szeregów nieskończonych.

2.1 Nierówności Levy’ego i Levy’ego-Ottavianiego

Twierdzenie 2.2 (Nierówność Levy’ego). Załóżmy, że Xi są niezależnymi symetrycznymi
wektorami losowymi o wartościach w (F, ‖ ‖). Wówczas dla t  0,

P
(

max
1¬k¬n

‖Sk‖  t
)
¬ 2P(‖Sn‖  t).

Dowód. Niech

Ak := {‖S1‖ < t, . . . , ‖Sk−1‖ < t, ‖Sk‖  t}, 1 ¬ k ¬ n.

Zauważmy, że dla dowolnych x, y ∈ F ,

max{‖x+ y‖, ‖x− y‖}  1
2
‖x+ y‖+

1
2
‖x− y‖  ‖x‖,

zatem

Ak ⊂ (Ak ∩ {‖Sk + (Sn − Sk)‖  t}) ∪ (Ak ∩ {‖Sk − (Sn − Sk)‖  t}).

Łączny rozkład zmiennych (S1, S2, . . . , Sk, Sn−Sk) jest taki sam jak łączny rozkład zmien-
nych (S1, S2, . . . , Sk,−(Sn − Sk)), więc oba zbiory po prawej stronie powyższej inkluzji
mają jednakowe prawdopodobieństwo, zatem

P(Ak) ¬ 2P(Ak ∩ {‖Sn‖  t}),

czyli

P
(

max
1¬k¬n

‖Sk‖  t
)

=
n∑
k=1

P(Ak) ¬ 2
n∑
k=1

P(Ak ∩ {‖Sn‖  t}) ¬ 2P(‖Sn‖  t).
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Uwaga 2.3. Rozpatrując n = 2, F = R, P(Xi = ±1) = 1/2 i t ∈ (0, 1) widzimy, że stałej 2
nie można poprawić.

Przejdźmy teraz do przypadku niesymetrycznego.

Lemat 2.4. Dla dowolnych niezależnych wektorów losowych Xi o wartościach w (F, ‖ ‖)
oraz t, u  0,

P
(

max
1¬k¬n

‖Sk‖  t+ u

)
¬ P(‖Sn‖  t)

1−max1¬k¬n P(‖Sn − Sk‖  u)
, (4)

o ile P(‖Sn − Sk‖  u) < 1 dla 1 ¬ k ¬ n.

Dowód. Zdefiniujmy

Ak := {‖S1‖ < t+ u, . . . , ‖Sk−1‖ < t+ u, ‖Sk‖  t+ u}, 1 ¬ k ¬ n.

Zbiory Ak są parami rozłączne oraz

A :=
n⋃
k=1

Ak =
{

max
1¬k¬n

‖Sk‖  t+ u

}
.

Zauważmy, że ‖Sn‖  ‖Sk‖ − ‖Sn − Sk‖, zatem wykorzystując założenie o niezależności,

P(‖Sn − Sk‖ < u)P(Ak) = P(Ak ∩ {‖Sn − Sk‖ < u}) ¬ P(Ak ∩ {‖Sn‖  t}).

Otrzymujemy

min
1¬k¬n

P(‖Sn − Sk‖ < u)P(A) ¬
n∑
k=1

P(‖Sn − Sk‖ < u)P(Ak)

¬
n∑
k=1

P(Ak ∩ {‖Sn‖  t}) ¬ P(‖Sn‖  t),

co po podzieleniu stronami przez min1¬k¬n P(‖Sn − Sk‖ < u) = 1 − max1¬k¬n P(‖Sn −
Sk‖  u) daje tezę lematu.

Twierdzenie 2.5 (Nierówność Levy’ego-Ottavianiego). Załóżmy, że Xi są niezależnymi
wektorami losowymi w (F, ‖ ‖). Wówczas dla t  0,

P
(

max
1¬k¬n

‖Sk‖  3t
)
¬ 3 max

1¬k¬n
P(‖Sk‖  t). (5)

Dowód. Szacujemy

P(‖Sn − Sk‖  2t) ¬ P(‖Sn‖  t) + P(‖Sk‖  t) ¬ 2 max
1¬k¬n

P(‖Sk‖  t),
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zatem
max

1¬k¬n
P(‖Sn − Sk‖  2t) ¬ 2 max

1¬k¬n
P(‖Sk‖  t).

Oczywiście, by udowodnić (5) możemy założyć, że max1¬k¬n P(‖Sk‖  t) < 1/3. Kładąc
u = 2t w (4) dostajemy

P
(

max
1¬k¬n

‖Sk‖  3t
)
¬ P(‖Sn‖  t)

1−max1¬k¬n P(‖Sn − Sk‖  2t)
¬ P(‖Sn‖  t)

1− 2 max1¬k¬n P(‖Sk‖  t)
¬ 3P(‖Sn‖  t).

Uwaga 2.6. Nierówność (5) można nieco polepszyć. Zbigniew Szewczak wykazał w 2013
roku, że przy założeniach Twierdzenia 2.5,

P
(

max
1¬k¬n

‖Sk‖  3t
)
¬ 2 max

1¬k¬n
P(‖Sk‖  t).

Dowód. Ustalmy t, u  0 i określmy dla 1 ¬ k ¬ n,

Bk := {‖Sn − Sn−j‖ < t+ u dla 1 ¬ j ¬ k − 1, ‖Sn − Sn−k‖  t+ u}.

Wówczas zbiory Bk są rozłączne oraz
n⋃
k=1

Bk =
{

max
1¬k¬n

‖Sn − Sn−k‖  t+ u

}
=
{

max
0¬k<n

‖Sn − Sk‖  t+ u

}
.

Nierówność trójkąta implikuje, że {‖Sn‖ < t, ‖Sn − Sn−k‖  t + u} ⊂ {‖Sn−k‖  u},
ponadto zdarzenie Bk jest niezależne od zmiennej Sn−k, stąd

P

(
max

0¬k<n
‖Sn − Sk‖  t+ u, ‖Sn‖ < t

)
=

n∑
k=1

P(Bk ∩ {‖Sn‖ < t})

¬
n∑
k=1

P(Bk ∩ {‖Sn−k‖  u}) =
n∑
k=1

P(Bk)P(‖Sn−k‖  u)

¬ max
1¬k<n

P(‖Sn−k‖  u)
n∑
k=1

P(Bk) ¬ max
1¬k<n

P(‖Sn−k‖  u).

Powyższa nierówność oraz zawieranie{
max

1¬k¬n
‖Sk‖  2t+ u

}
⊂ {‖Sn‖  t} ∪

{
max

0¬k<n
‖Sn − Sk‖  t+ u, ‖Sn‖ < t

}
implikują

P
(

max
1¬k¬n

‖Sk‖  2t+ u

)
¬ P(‖Sn‖  t) + max

1¬k<n
P(‖Sn−k‖  u).

Biorąc u = t dostajemy tezę.
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2.2 Nierówności maksymalne dla sum zmiennych o jednakowym rozkła-
dzie

W tej części będziemy dodatkowo zakładać, że

Niezależne wektory losowe Xi o wartościach w F mają jednakowy rozkład. (6)

Dla wektora losowego X o wartościach w F i s > 0 określmy

A(X, t) = inf
x∈F

P(‖X − x‖  t).

Lemat 2.7. Jeśli X i Y są niezależne, to

A(X + Y, t)  A(X, t) dla t  0.

Dowód. Dla dowolego x ∈ F dostajemy

P(‖X + Y − x‖  t) = EY PX(‖X − (x− Y )‖  t)  EYA(X, t) = A(X, t).

Lemat 2.8. Załóżmy, że zachodzi (6) oraz P(‖Sn‖  t) < 1/4. Wówczas

max
1¬k¬n

P(‖Sk‖  5t) ¬ P(‖Sn‖  t).

Dowód. Ustalmy liczbę α taką, że 1/4 > α > P(‖Sn‖  t). Wówczas oczywiście A(Sn, t) <
α, czyli na mocy Lematu 2.7, A(Sk, t) < α dla k = 1, . . . , n. Możemy zatem wybrać
x1, . . . , xn−1 ∈ F dla których

P(‖Sk − xk‖  t) < α, k = 1, . . . , n− 1.

Wybierzmy i ¬ n− 1 takie, że ‖xi‖ = max1¬j¬n−1 ‖xj‖. Wiemy, że P(‖Si − xi‖  t) < α
oraz P(‖Sn‖  t) < α, stąd

P(‖Sn−i + xi‖  2t) = P(‖Sn − (Si − xi)‖  2t) ¬ P(‖Si − xi‖  t) + P(‖Sn‖  t) < 2α.

Rozpatrzymy trzy przypadki.

Przypadek I. i = n− i. Mamy

P({‖Si − xi‖  t} ∪ {‖Sn−i + xi‖  2t}) < α+ 2α < 1,

więc istnieje zdarzenie elementarne ω dla którego ‖Si(ω) − xi‖ < t oraz ‖Si(ω) + xi‖ =
‖Sn−i(ω) + xi‖ < 2t. Na mocy nierówności trójkąta dostajemy ‖2xi‖ ¬ 3t.
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Przypadek II. i > n− i. Mamy

P(‖S2i−n − 2xi‖  3t) = P(‖(Si − xi)− (Si − S2i−n + xi)‖  3t)

¬ P(‖Si − xi‖  t) + P(‖Si − S2i−n + xi‖  2t)

< α+ P(‖Sn−i + xi‖  2t) < 3α.

Zatem
P({‖S2i−n − 2xi‖  3t} ∪ {‖S2i−n − x2i−n‖  t}) < 4α < 1,

czyli istnieje ω takie, że ‖S2i−n(ω)−2xi‖ < 3t oraz ‖S2i−n(ω)−x2i−n‖ < t. Zatem ‖x2i−n−
2xi‖ < 4t. Stąd ‖xi‖  ‖x2i−n‖  2‖xi‖ − 4t, czyli w tym przypadku ‖xi‖ ¬ 4t.

Przypadek III. i < n− i. Dostajemy

P(‖Sn−2i + 2xi‖  3t) = P(‖(Sn−i + xi)− (Sn−i − Sn−2i − xi)‖  3t)

¬ P(‖Sn−i + xi‖  2t) + P(‖Sn−i − Sn−2i − xi‖  t)
< 2α+ P(‖Si − xi‖  t) < 3α.

Tak samo jak w poprzednim przypadku pokazujemy, że ‖xn−2i + 2xi‖ ¬ 4t oraz ‖xi‖ ¬ 4t.

Udowodniliśmy zatem, że max1¬j¬n−1 ‖xj‖ ¬ 4t, stąd

max
1¬k¬n

P(‖Sk‖  5t) ¬ max
1¬k¬n

P(‖Sk − xk‖  t) < α,

co, z dowolności α ∈ (P(‖Sn‖  t), 1/4), dowodzi tezy.

Twierdzenie 2.9 (Montgomery-Smith). Przy założeniu (6),

P
(

max
1¬k¬n

‖Sk‖  6t
)
¬ 4P(‖Sn‖  t) dla t  0.

Dowód. Oczywiście możemy zakładać, że P(‖Sn‖  t) < 1/4. Wówczas na mocy Lematu
2.8, max1¬k¬n P(‖Sk‖  5t) ¬ P(‖Sn‖  t) < 1/4. Z nierówności (4) (z u = 5t),

P
(

max
1¬k¬n

‖Sk‖  6t
)
¬ P(‖Sn‖  t)

1−max1¬k¬n P(‖Sn − Sk‖  5t)

=
P(‖Sn‖  t)

1−max1¬k¬n P(‖Sn−k‖  5t)
¬ 4

3
P(‖Sn‖  t).
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2.3 Zasady kontrakcji

Zacznijmy od prostej obserwacji.

Fakt 2.10. Załóżmy, że X1, . . . , Xn są niezależnymi symetrycznymi wektorami losowymi
w (F, ‖ ‖) oraz |ai| ¬ 1. Wówczas dowolnej funkcji wypukłej f : F → R+,

Ef

(
n∑
i=1

aiXi

)
¬ Ef

(
n∑
i=1

Xi

)
,

W szczególności

Eϕ

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiXi

∥∥∥∥∥
)
¬ Eϕ

(
n∑
i=1

Xi

)
, ϕ : R+ 7→ R+ wypukła, niemalejąca

oraz

E
∥∥∥∥ n∑
i=1

aiXi

∥∥∥∥p ¬ E
∥∥∥∥ n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥p, p  1.

Dowód. Funkcja

(a1, . . . , an) 7→ Ef
( n∑
i=1

aiXi

)
jest wypukła na Rn, zatem jej supremum na kostce [−1, 1]n jest przyjmowane w jednym z
punktów ekstremalnych czyli dla a1, . . . , an = ±1. Ale z uwagi na symetrię Xi w każdym z
tych punktów ta funkcja jest taka sama jak w (1, . . . , 1). To dowodzi pierwszą nierówność
tezy. Druga i trzecia nierówność z tezy faktu natychmiast wynikają z pierwszej.

Z nierówności Levy’ego wynika też porównywanie ogonów.

Wniosek 2.11. Załóżmy, że wektory losowe Xi o wartościach w F są niezależne i syme-
tryczne oraz |ai| ¬ 1. Wówczas

P

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiXi

∥∥∥∥∥  t
)
¬ 2P(‖Sn‖  t).

Dowód. Możemy zakładać, że 1  a1  a2  . . .  an  0, wówczas

n∑
i=1

aiXi = anSn +
n−1∑
k=1

(ak − ak+1)Sk,

stąd łatwo wynika, że ‖
∑n
i=1 aiXi‖ ¬ max1¬k¬n ‖Sk‖ i teza wniosku wynika z nierówności

Levy’ego.

Uwaga 2.12. Biorąc n = 2, a1 = 1, a2 = 0 F = R oraz P(Xi = ±1) = 1/2 łatwo zobaczyć,
że stałej 2 we Wniosku 2.11 nie można poprawić.
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Podobnie z nierówności maksymalnej dla sum niezależnych zmiennych losowych (Twier-
dzenie 2.9) otrzymujemy

Wniosek 2.13. Załóżmy, że zachodzi (6) oraz 0 ¬ ai ¬ 1. Wówczas

P

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiXi

∥∥∥∥∥  6t

)
¬ 4P(‖Sn‖  t) dla t  0.

2.4 Nierówności symetryzacyjne

Istnieją dwa sposoby symetryzacji zmiennych losowych – jeden poprzez odjęcie niezależnej
kopii, drugi poprzez pomnożenie przez niezależny znak. Ten drugi jest z reguły użytecz-
niejszy w zastosowaniach bo wektor ±X ma tę samą normę co X.

W tej sekcji przez ε1, ε2, . . . będziemy oznaczać ciąg niezależnych symetrycznych zmien-
nych losowych o wartościach ±1, będziemy też zakładać, że ten ciąg jest niezależny od
zmiennych X1, X2, . . ..

Ponieważ w tej części będziemy mówili o wartości oczekiwanej zmiennych przyjmują-
cych nieskończenie wiele wartości (a nie tylko o wartości oczekiwanych norm), więc bę-
dziemy zakładać, że (F, ‖ ‖) jest przestrzenią Banacha. Wektor Xi będziemy nazywali
scentrowanym, jeśli E‖Xi‖ <∞ oraz EXi = 0.

Uwaga 2.14. Jeśli (F, ‖ ‖) jest ośrodkową przestrzenią Banacha oraz X jest wektorem
losowym o wartościach w F takim, że E‖X‖ < ∞, to istnieje ciąg wektorów losowych
Xn przyjmujących takich, że Xn przyjmuje tylko skończenie wiele wartości oraz E‖X −
Xn‖ → 0. Łatwo sprawdzamy, że EXn tworzą ciąg Cauchy’ego, zatem istnieje granica
EX = lim EXn, ponadto ta granica nie zależy od wyboru ciągu Xn. Tak zdefiniowane EX
nazywamy całką Bochnera (wartością oczekiwaną w sensie Bochnera) wektora X.

Fakt 2.15. Załóżmy, że X1, . . . , Xn są niezależnymi, scentrowanym wektorami losowymi
w przestrzeni Banacha (F, ‖ ‖). Wówczas dowolnej parzystej funkcji wypukłej f : F → R+,

Ef
(

1
2

n∑
i=1

εiXi

)
¬ Ef

( n∑
i=1

Xi

)
¬ Ef

(
2

n∑
i=1

εiXi

)
.

W szczególności dla dowolnej funkcji wypukłej niemalejącej ϕ : R+ 7→ R+,

Eϕ
(

1
2

∥∥∥∥ n∑
i=1

εiXi

∥∥∥∥) ¬ Eϕ
(∥∥∥∥ n∑

i=1

Xi

∥∥∥∥) ¬ Eϕ
(

2
∥∥∥∥ n∑
i=1

εiXi

∥∥∥∥).
oraz dla p  1,

1
2

(
E
∥∥∥∥ n∑
i=1

εiXi

∥∥∥∥p)1/p

¬
(

E
∥∥∥∥ n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥p)1/p

¬ 2
(

E
∥∥∥∥ n∑
i=1

εiXi

∥∥∥∥p)1/p

.
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Dowód. Niech (X ′1, . . . , X
′
n) oznacza niezależną kopię zmiennych (X1, . . . , Xn), niezależną

również od (ε1, . . . , εn). Z nierównośći Jensena i wypukłości f otrzymujemy

Ef
( n∑
i=1

Xi

)
= EXf

( n∑
i=1

(Xi −EX′X
′
i)
)
¬ Ef

( n∑
i=1

(Xi −X ′i)
)

Zmienne (Xi − X ′i) są symetryczne, więc mają ten sam rozkład co εi(Xi − X ′i), zatem
ponownie wykorzystując wypukłość f mamy

Ef
( n∑
i=1

(Xi −X ′i)
)

= Ef
( n∑
i=1

(εi(Xi −X ′i))
)

= Ef
(

1
2

n∑
i=1

2εiXi +
1
2

n∑
i=1

(−2εiX ′i))
)

¬ 1
2
Ef
(

2
n∑
i=1

εiXi

)
+

1
2
Ef
(

2
n∑
i=1

(−εiX ′i)
)

= Ef
(

2
n∑
i=1

εiXi

)
,

gdzie w ostatniej równości wykorzystywaliśmy jednakowy rozkład (εiXi)i i (−εiX ′i)i.
By uzyskać dolne szacowanie podobnie dowodzimy, że

Ef
(

1
2

n∑
i=1

εiXi

)
¬ Ef

(
1
2

n∑
i=1

εi(Xi −X ′i)
)

= Ef
(

1
2

n∑
i=1

(Xi −X ′i)
)

¬ 1
2
Ef
( n∑
i=1

Xi

)
+

1
2
Ef
( n∑
i=1

(−Xi)
)

= Ef
( n∑
i=1

Xi

)
.

Uwaga 2.16. Parzystość f jest potrzebna tylko do dowodu dolnego oszacowania, górne
zachodzi bez tego założenia.

Kolejny lemat pokazuje, że p-te momenty sum zmiennych niezależnych są porówny-
walne (modulo norma sumy wartości oczekiwanych) z p-tymi momentami sum zmiennych
scentrowanych

Fakt 2.17. Załóżmy, że X1, . . . , Xn są niezależnymi wektorami losowymi w przestrzeni
Banacha (F, ‖ ‖) takimi, że E‖Xi‖ < infty. Wówczas dla p  1,

1
3

((
E
∥∥∥∥ n∑
i=1

(Xi −EXi)
∥∥∥∥p)1/p

+
∥∥∥∥ n∑
i=1

EXi

∥∥∥∥
)
¬
(

E
∥∥∥∥ n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥p)1/p

¬
(

E
∥∥∥∥ n∑
i=1

(Xi −EXi)
∥∥∥∥p)1/p

+
∥∥∥∥ n∑
i=1

EXi

∥∥∥∥.
Dowód. Oszacowanie górne wynika natychmiast z nierówności trójkąta w F i w Lp. Z
nierówności Jensena i wypukłości x 7→ ‖x‖p otrzymujemy∥∥∥∥ n∑

i=1

EXi

∥∥∥∥ ¬ (E
∥∥∥∥ n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥p)1/p
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stąd i nierówności trójkąta w F i Lp dostajemy

(
E
∥∥∥∥ n∑
i=1

(Xi −EXi)
∥∥∥∥p)1/p

¬
(

E
∥∥∥∥ n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥p)1/p

+
∥∥∥∥ n∑
i=1

EXi

∥∥∥∥ ¬ 2
(

E
∥∥∥∥ n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥p)1/p

.

3 Mocne prawa wielkich liczb

W trakcie tego wykładu, jeśli nie powiemy inaczej, będziemy zakładali, że X,X1, X2, . . . są
niezależnymi zmiennymi losowymi o wartościach w ośrodkowej przestrzeni Banacha (F, ‖ ‖).
Tradycyjnie też Sn = X1 + . . .+Xn.

3.1 Prawo Wielkich Liczb Kołmogorowa

Okazuje się, że przeniesienie tradycyjnego sformułowania mocnego prawa wielkich na przy-
padek przestrzeni Banacha jest łatwe. Dzieje się tak dzięki następującemu lematowi.

Lemat 3.1. Załóżmy, że X jest zmienną losową o wartościach w ośrodkowej przestrzeni
Banacha F taką, że E‖X‖ <∞. Wówczas dla dowolnego ε > 0 istnieje funkcja mierzalna
ϕ : F → F , przyjmująca tylko skończenie wiele wartości, taka, że E‖X − ϕ(X)‖ ¬ ε.

Dowód pozostawiamy jako proste ćwiczenie.

Twierdzenie 3.2. Jeśli E‖X‖ <∞, to limn→∞
Sn
n = EX p.n..

Dowód. Na mocy klasycznego Prawa Wielkich Liczb twierdzenie zachodzi dla F = R,
a więc również dla F = Rk. Stąd łatwo pokazujemy tezę dla zmiennych przyjmujących
wartości w pewnej skończenie wymiarowej podprzestrzeni F .

Przejdźmy do dowodu twierdzenia w ogólnym przypadku. Oczywiście możemy zakładać,
że EX = 0. Niech ε > 0 – wówczas, na mocy Lematu 3.1, istnieją niezależne zmienne
losowe o jednakowym rozkładzie Yi = ϕ(Xi), przyjmujące tylko skończenie wiele wartości,
spełniające E‖Xi − Yi‖ ¬ ε. Niech Tn := Y1 + . . .+ Yn, wówczas

lim sup
n→∞

‖Sn‖
n
¬ lim sup

n→∞

‖Tn‖
n

+ lim sup
n→∞

∑n
i=1 ‖Xi − Yi‖

n
= ‖EY ‖+ E‖X − Y ‖

¬ ‖EX‖+ 2E‖X − Y ‖ ¬ 2ε.

Z dowolności ε > 0 dostajemy tezę.
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3.2 Prawo Wielkich Liczb Marcinkiewicza-Zygmunda

Okazuje się, że dla regularnych przestrzeni Banacha tradycyjne prawo wielkich liczb da się
uogólnić. Zacznijmy od kilku prostych lematów.

Lemat 3.3. Jeśli p > 0 oraz E‖X‖p =∞, to lim supn→∞
‖Sn‖
n1/p

=∞ p.n..

Dowód. Niech

A :=
{
ω : lim sup

n→∞

‖Sn(ω)‖
n1/p <∞

}
.

Dla ω ∈ A, dostajemy ‖Xn(ω)‖ ¬ ‖Sn(ω)‖ + ‖Sn−1(ω)‖ ¬ C(ω)n1/p dla n  1 i pewnego
C(ω) <∞. Zatem A ⊂

⋃∞
k=1Ak, gdzie

Ak := {‖Xn‖ ¬ kn1/p dla n = 1, 2, . . .}.

Jeśli P(Ak) > 0, to P(lim sup{‖Xn‖ > kn1/p}) < 1, czyli na mocy Lematu Borela-
Cantelliego,

∞ >
∞∑
n=1

P(‖Xn‖ > kn1/p) =
∞∑
n=1

P
(‖X‖p

kp
> n

)
 E
‖X‖p

kp
− 1.

Zatem P(Ak) = 0 dla wszystkich k, czyli P(A) = 0.

Lemat 3.4. Załóżmy, że ciąg normujący liczb dodatnich (γn)n1 spełnia warunek

γ2l ¬ Cγk dla l < k ¬ 2l.

Wówczas, jeśli
∞∑
n=1

P(‖S2n‖  εγ2n) <∞ dla wszystkich ε > 0,

to limn→∞
Sn
γn

= 0 p.n..

Dowód. Szacujemy dla ε > 0,

P

(
sup

m>2k−1

‖Sm‖
γm

 ε
)
¬
∞∑
n=k

P

(
sup

2n−1<m¬2n
‖Sm‖ 

ε

C
γ2n

)

¬
∞∑
n=k

4P
(
‖S2n‖ 

ε

6C
γ2n

)
→ 0 przy k →∞,

gdzie ostatnia nierówność wynika z Twierdzenia 2.9.
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Lemat 3.5. Dla α > 0 i x > 0 zachodzi∑
n : 2n¬x

2nα ¬ Cαxα (7)

oraz ∑
n : 2nx

2−nα ¬ Cαx−α, (8)

gdzie Cα = (1− 2−α)−1 jest stałą zależną tylko od α.

Dowód. Udowodnimy (7), nierówność (8) dowodzi się bardzo podobnie. Niech n0 będzie
największą liczbą całkowitą taką, że 2n0 ¬ x. Wówczas

∑
n : 2n¬x

2nα =
∑
n¬n0

2nα = 2n0α
∞∑
k=0

2−kα = Cα2n0α ¬ Cαxα.

Lemat 3.6. Załóżmy, że X1, . . . , Xn są niezależnymi wektorami losowymi w ośrodkowej
przestrzeni Hilberta takimi, że E‖Xi‖2 <∞ oraz EXi = 0. Wówczas

E
∥∥∥ n∑
i=1

Xi

∥∥∥2
=

n∑
i=1

E‖Xi‖2.

Dowód. Mamy

E
∥∥∥ n∑
i=1

Xi

∥∥∥2
= E

〈 n∑
i=1

Xi,
n∑
j=1

Xj

〉
=

n∑
i,j=1

E〈Xi, Xj〉 =
n∑
i=1

E‖Xi‖2 +
∑
i 6=j
〈EXi,EXj〉

=
n∑
i=1

E‖Xi‖2.

Twierdzenie 3.7 (Prawo wielkich liczb Marcinkiewicza-Zygmunda). Załóżmy, że F jest
ośrodkową przestrzenią Hilberta oraz 0 < p < 2. Wówczas następujące warunki są równo-
ważne.
i) limn→∞

Sn
n1/p

= 0 p.n.
ii) E‖X‖p <∞ oraz jeśli p  1, to EX = 0.

Dowód. „i)⇒ ii)” Z Lematu 3.3, dostajemy E‖X‖p < ∞. W szczególności, gdy p  1, to
E‖X‖ < ∞ i na mocy zwykłego Mocnego Prawa Wielkich Liczb (albo udowodnionej już
implikacji ii)⇒i) z p = 1 zastosowanej do Sn − nEX), Sn

n → EX. Stąd EX = 0.

24



„ii)⇒i)” Wpierw udowodnimy, że warunek ii) implikuje

lim
n→∞

n1−1/pE
[
X1{‖X‖¬n1/p}

]
= 0. (9)

Dla p  1, wobec EX = 0 szacujemy

n1−1/p
∥∥∥E [X1{‖X‖¬n1/p}]∥∥∥ = n1−1/p

∥∥∥E [X1{‖X‖>n1/p}]∥∥∥
¬ E

[
‖X‖(n1/p)p−1

1{‖X‖>n1/p}

]
¬ E

[
‖X‖p1{‖X‖>n1/p}

]
→ 0 przy n→∞,

na mocy skończoności E‖X‖p. Dla 0 < p < 1 dostajemy dla dowolnego m,

n1−1/pE
[
‖X‖1{‖X‖¬n1/p}

]
¬ n1−1/pE

[
‖X‖1{‖X‖¬m}

]
+ E

[
‖X‖(n1/p)p−1

1{m<‖X‖¬n1/p}

]
¬ n1−1/pE

[
‖X‖1{‖X‖¬m}

]
+ E

[
‖X‖p1{‖X‖>m}

]
=: I + II.

Składnik II można zrobić dowolnie małym dobierając odpowiednio duże m, zaś przy usta-
lonym m, składnik I dąży do zera przy n dążacym do nieskończoności. Czyli (9) zostało
wykazane.

Z (9) wynika, że ‖2nE[X1{‖X‖¬2n/p}]‖ ¬ ε2n/p dla dużych n, więc wystarczy, iż udo-
wodnimy, że ∑

n

P
(∥∥∥S2n − 2nE

[
X1{‖X‖¬2n/p}

]∥∥∥  ε2n/p) <∞.
Określmy

S̃2n :=
2n∑
i=1

Xi1{‖Xi‖¬2n/p},

wówczas

P
(∥∥∥S2n − 2nE

[
X1{|X|<2n/p}

]∥∥∥  ε2n/p) ¬ P(S̃2n 6= S2n) + P(‖S̃2n −ES̃2n‖  ε2n/p)

¬ 2nP(‖X‖ > 2n/p) + ε−22−2n/pE‖S̃2n −ES̃2n‖2.

Mamy
∞∑
n=1

2nP(‖X‖ > 2n/p) =
∞∑
n=1

2nP(‖X‖p > 2n) = E
∑

n1: 2n<‖X‖p
2n ¬ 2E‖X‖p <∞,

gdzie ostatnia nierówność wynika z (7). Ponadto na mocy Lematu 3.6
∞∑
n=1

2−2n/pE‖S̃2n −ES̃2n‖2 ¬
∞∑
n=1

2n(1−2/p)E
[
‖X‖21{‖X‖¬2n/p}

]
= E

[
‖X‖2

∞∑
n=1

2n(1−2/p)
1{‖X‖p¬2n}

]
¬ CpE[‖X‖2(‖X‖p)1−2/p] = CpE‖X‖p <∞,

25



gdzie ostatnia nierówność wynika z (8).

Uwaga 3.8. Dla p  2 jeśli P(X 6= 0) > 0, to lim supn→∞
Sn
n1/p

= ∞ p.n.. Istotnie, tak
jest na mocy Lematu 3.3, jeśli EX2 =∞. W przypadku zaś, gdy EX2 <∞, to implikacja
łatwo wynika z centralnego twierdzenia granicznego.

Uwaga 3.9. Dokładna analiza dowodu Twierdzenia 3.7 pokazuje, że implikacja i)⇒ii) za-
chodzi dla dowolnych ośrodkowych przestrzeni Banacha F . Jedyną własnością F , którą
potrzebujemy do dowodu implikacji ii)⇒i), jest nierówność

E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Zi

∥∥∥∥∥
2

¬ C
n∑
i=1

E‖Zi‖2

dla niezależnych, ograniczonych zmiennych losowych Zi o wartościach w F i średniej 0.
Przestrzenie z taką własnością nazywamy przestrzeniami typu 2 (należą do nich np. prze-
strzenie Lp, 2 ¬ p <∞).

3.3 Przypadek niejednakowych rozkładów.

W poprzednich twierdzeniach zakładaliśmy wspólny rozkład zmiennych Xi. Jest wiele sfor-
mułowań mocnego prawa wielkich liczb, które nie zakładają tego warunku – udowodnimy
jedno z nich, sformułowane dla p = 2 przez Kołmogorowa, a dla p  2 przez Brunka.

Twierdzenie 3.10 (Mocne Prawo Wielkich Liczb Brunka). Załóżmy, że p  2 oraz Xi są
niezależnymi zmiennymi losowymi o średniej zero takimi, że

∞∑
i=1

E|Xi|p

ip/2+1 <∞.

Wówczas zachodzi mocne prawo wielkich liczb, tzn. Sn/n→ 0 p.n..

Dowód. Stosując nierówność symetryzacyjną (Fakt 2.15), nierówność Chinczyna oraz nie-
równość Höldera dostajemy

E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣
p

¬ 2pEXEε

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiXi

∣∣∣∣∣
p

¬ EXCp

(
n∑
i=1

|Xi|2
)p/2

¬ Cpnp/2−1
n∑
i=1

E|Xi|p.

Stąd dla ε > 0

∞∑
n=1

P
(
|S2n |  ε2n

)
¬
∞∑
n=1

ε−p2−npE|S2n |p ¬ ε−p
∞∑
n=1

2−npCp2n(p/2−1)
2n∑
i=1

E|Xi|p

= ε−pCp

∞∑
i=1

E|Xi|p
∑

n1: 2ni
2−n(p/2+1) ¬ ε−pC̃p

∞∑
i=1

E|Xi|p

ip/2+1 <∞,
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gdzie przedostatnia nierówność wynika z (8). Stosując Lemat 3.4 otrzynujemy tezę twier-
dzenia.

Uwaga 3.11. Twierdzenie Brunka (z bardzo podobnym dowodem tyle, że zamiast nierów-
ności Chinczyna stosujemy nierówność Chinczyna-Kahane’a) zachodzi też dla przestrzeni
Hilberta oraz ogólniej dla przestrzeni Banacha typu 2.

4 Prawo Iterowanego Logarytmu

Podczas tego wykładu będziemy najczęściej zakładać, że X,X1, X2, . . . są niezależnymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkładzie o średniej zero i skończonej, niezerowej wa-
riancji σ2. Na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego n−1/2Sn zbiega wówczas według
rozkładu do zmiennej gaussowskiejN (0, σ2). Jednak, jak widzieliśmy w czasie poprzedniego
wykładu, z prawdopodobieństwem jeden lim supn→∞ |n−1/2Sn| =∞. Można więc zapytać
jak duże musi być an by lim supn→∞ |Sn/an| <∞ p.n..

4.1 Przypadek jednowymiarowy

Twierdzenie 4.1 (Prawo Iterowanego Logarytmu Hartmana i Wintnera). Dla niezależ-
nych zmiennych losowych o jednakowym rozkładzie ze średnią zero i wariancją σ2 zachodzi

lim sup
n→∞

Sn√
2n ln lnn

= − lim inf
n→∞

Sn√
2n ln lnn

= σ p.n..

Dowód twierdzenia podzielimy na szereg prostszych lematów. Dla uproszczenia notacji
przyjmiemy γ(x) :=

√
2x ln ln(x ∨ 10).

Lemat 4.2. Dla dowolnego t > 0,

P
(

max
1¬k¬n

|Sk|  t+ σ
√

2n
)
¬ 2P(|Sn|  t).

Dowód. Z Lematu 2.4 dostajemy

P
(

max
1¬k¬n

|Sk|  t+ σ
√

2n
)
¬ P(|Sn|  t)

1−max1¬k¬n P(|Sn − Sk|  σ
√

2n)
.

Na mocy nierówności Czebyszewa,

P(|Sn − Sk|  σ
√

2n) ¬ Var(Sn − Sk)
2nσ2 =

(n− k)σ2

2nσ2 ¬ 1
2
.

27



Lemat 4.3. Załóżmy, że dla β > 1, a > 0 zachodzi warunek
∞∑
n=1

P(|Sbβnc|  aγ(βn)) <∞.

Wówczas lim supn→∞
|Sn|√

2n ln lnn
¬ aβ1/2 p.n..

Dowód. Ustalmy c > aβ1/2 i oszacujmy,

P

(
sup

n>βm−1

|Sn|√
2n ln lnn

> c

)
¬
∞∑
k=m

P

(
max

βk−1<n¬βk
|Sn|√

2n ln lnn
> c

)

¬
∞∑
k=m

P

(
max
n¬βk

|Sn| > cγ(βk−1)

)
.

Zauważmy, że dla dostatecznie dużych k, cγ(βk−1)  aγ(βk) + σ(2βk)1/2, czyli na mocy
Lematu 4.2,

P

(
max
n¬βk

|Sn| > cγ(βk−1)

)
¬ P

(
max
n¬βk

|Sn| > aγ(βk) + σ
√

2βk
)

¬ 2P(|Sbβkc|  aγ(βk)).

Stąd,

lim
m→∞

P

(
sup

n>βm−1

|Sn|√
2n ln lnn

> c

)
= 0

dla dowolnego c > aβ1/2 i łatwo otrzymujemy tezę.

Lemat 4.4. Mamy lim supn→∞
|Sn|√

2n ln lnn
¬ 4
√

2σ p.n..

Dowód. Załóżmy najpierw, że zmienne Xi są symetryczne i niech (εi) będzie ciągiem Ber-
noulliego niezależnym od (Xi). Wówczas ciąg (Xi) ma ten sam rozkład co (εiXi), zatem

P(|Sn|  t) = P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiXi

∣∣∣∣∣  t
)
.

Z Wniosku 1.12 otrzymujemy dla t, α > 0,

P(|Sn|  t) ¬ P

(
n∑
i=1

X2
i  α

)
+ 2 exp

(
− t

2

2α

)
.

Niech Tn =
∑n
i=1X

2
i . Na mocy Mocnego Prawa Wielkich Liczb Tn/n → σ2 p.n., czyli

również 2−n(T2n+1 − T2n)→ σ2 p.n.. Zatem na mocy Lematu Borela-Cantelliego,

∞ >
∞∑
n=1

P(2−n(T2n+1 − T2n)  2σ2) =
∞∑
n=1

P

( 2n∑
i=1

X2
i  2n+1σ2

)
.
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Szacujemy,

P(|S2n |  aγ(2n)σ) ¬ P

( 2n∑
i=1

X2
i  2n+1σ2

)
+ 2 exp

(
−a

2σ22n+1 ln ln 2n

2n+2σ2

)

¬ P

( 2n∑
i=1

X2
i  2n+1σ2

)
+ 2(n ln 2)−a

2/2.

Stąd dla symetrycznych zmiennych losowych,∑
n

P(|S2n |  2γ(2n)σ) <∞. (10)

W przypadku gdy Xi są dowolne oznaczmy przez (X ′i) niezależną kopię (Xi) oraz niech
S′n :=

∑n
i=1X

′
i. Na mocy nierówności Czebyszewa, P(|S′n| >

√
2nσ) ¬ 1/2, więc z nieza-

leżności,

P(|Sn|  t) ¬ 2P(|Sn|  t, |S′n| ¬
√

2nσ) ¬ 2P(|Sn − S′n|  t−
√

2nσ).

Dla dużych n, 4γ(2)−
√

2n  2
√

2γ(n), więc dla n > n0,

P(|Sn|  4γ(n)σ) ¬ 2P(|Sn − S′n|  2
√

2γ(n)σ).

Zauważmy, że Sn − S′n =
∑n
i=1 Yi, gdzie Yi = Xi − X ′i są niezależnymi, symetrycznymi

zmiennymi losowymi o jednakowym rozkładzie z wariancją 2σ2, czyli na mocy (10),∑
n>n0

P(|S2n |  4γ(2n)σ) ¬ 2
∑
n>n0

P(|S2n − S′2n |  2γ(2n)σY ) <∞.

Możemy więc stosować Lemat 4.3 z a = 4σ i β = 2.

Lemat 4.5. Jeśli zmienne Xi są dodatkowo ograniczone, to lim supn→∞
|Sn|√

2n ln lnn
¬ σ p.n..

Dowód. Załóżmy, że ‖X‖∞ ¬ a, wówczas na mocy nierówności Bernsteina (Wniosek 1.17),

P(|Sn|  t) ¬ 2 exp

(
− t2

2nσ2 + 2at/3

)
.

Zatem dla β > 1 i ε > 0 oraz dostatecznie duzych n,

P(|Sbβnc|  (1 + ε)σγ(βn)) ¬ 2 exp

(
− (1 + ε)2σ22βn ln lnβn

2bβncσ2 + 2a(1 + ε)σ
√

2βn ln lnβn/3

)
¬ 2 exp(−(1 + ε) ln lnβn) = 2(n lnβ)−(1+ε).

Możemy więc stosować Lemat 4.3 (z a = (1 + ε)σ) i dostajemy

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

¬ (1 + ε)
√
βσ p.n. .

Z dowolności β > 1 i ε > 0 wynika teza.
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Wniosek 4.6. Dla dowolnych zmiennych o średniej 0 i wariancji σ2,

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

¬ σ p.n..

Dowód. Ustalmy M > 0 i rozłóżmy Xi = Yi + Zi, gdzie

Yi := Xi1{|Xi|¬M} −EXi1{|Xi|¬M}, Zi := Xi1{|Xi|>M} −EXi1{|Xi|>M}.

Określmy Tn := Y1 + . . .+ Yn, Rn := Z1 + . . .+ Zn. Na mocy Lematów 4.4 i 4.5,

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

¬ lim sup
n→∞

|Tn|√
2n ln lnn

+ lim sup
n→∞

|Rn|√
2n ln lnn

¬ σY + 4
√

2σZ p.n..

Mamy jednak σ2
Y ¬ EX2

1{|X|¬M} ¬ EX2 = σ2 oraz σ2
Z ¬ EX2

1{|X|>M} → 0 przy
M →∞.

Kolejny lemat pozwoli nam szacować z dołu granicę w prawie iterowanego logarytmu.

Lemat 4.7. Załóżmy, że dla liczby naturalnej C > 1 oraz a > 0 zachodzi∑
n

P(SCn−Cn−1  aγ(Cn − Cn−1)) =∞.

Wówczas lim supn→∞
Sn√

2n ln lnn
 a(1− C−1)1/2 − σC−1/2 p.n.

Dowód. Zdarzenia {SCn − SCn−1  aγ(Cn − Cn−1)}, n = 1, 2, . . . są niezależne, zatem na
mocy Lematu Borela-Cantelliego,

1 = P(lim sup{SCn − SCn−1  aγ(Cn − Cn−1)}) ¬ P
(

lim sup
n→∞

SCn − SCn−1
γ(Cn − Cn−1)

 a
)
.

Stąd na podstawie Wniosku 4.6 (zastosowanego do zmiennych −Xi),

lim sup
n→∞

SCn

γ(Cn)
 lim sup

n→∞

SCn − SCn−1
γ(Cn − Cn−1)

lim
n→∞

γ(Cn − Cn−1)
γ(Cn)

− lim sup
n→∞

−SCn−1
γ(Cn−1)

lim
n→∞

γ(Cn−1)
γ(Cn)

a(1− C−1)1/2 − σC−1/2 p.n..

By oszacować ogon sumy z góry stosowaliśmy nierówność Bernsteina. Do oszacowania z
dołu będziemy stosować pewną formę nierówności do niej przeciwnej, sformułowaną przez
Kołmogorowa.
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Twierdzenie 4.8 (Odwrotna nierówność wykładnicza Kołmogorowa). Dla ε > 0 istnieją
stałe K(ε) i δ(ε) takie, że dla ograniczonych, niezależnych zmiennych losowych Xi o średniej
zero, s > 0 oraz σ2 := Var(

∑n
i=1Xi) zachodzi oszacowanie

P

(
n∑
i=1

Xi  t
)
 exp

(
−(1 + ε)

t2

2σ2

)
,

o ile
tmax

i
‖Xi‖∞ ¬ δ(ε)σ2 oraz t  K(ε)σ.

Dowód. Ustalmy ε > 0 i niech u = u(ε) będzie taką liczbą dodatnią dla której

1− Φ(u)  2 exp(−
√

1 + εu2/2).

Wybranie u jest możliwe na podstawie np. oszacowania 1 − Φ(u)  (u−1 − u−3)e−u
2/2,

spełnionego dla u > 0.

Krok I. Istnieje stała α = α(ε) > 0 taka, że jeśli ograniczone niezależne zmienne losowe Xi

o sredniej zero spełniają

max
i¬k
‖Xi‖∞ ¬ α(ε)

(
k∑
i=1

EX2
i

)1/2

,

to

P

 k∑
i=1

Xi  u
(

k∑
i=1

EX2
i

)1/2  1
2

(1− Φ(u))  exp

(
−
√

1 + ε
u2

2

)
.

Oczywiście wystarczy rozpatrywać przypadek
∑k
i=1 EX2

i = 1. Załóżmy, że takie γ nie
istnieje. Wówczas dla każdego n istnieją niezależne zmienne losowe Xn,1, Xn,2, . . . , Xn,kn o
średniej zero takie, że ‖Xn,i‖∞ ¬ n−1,

∑kn
i=1 EX2

n,i = 1 oraz

P

 kn∑
i=1

Xn,i  u

 <
1
2

(1− Φ(u)).

Łatwo sprawdzić, że układ trójkątny (Xn,i)n,i spełnia warunek Lindeberga, więc na mocy
centralnego twierdzenia granicznego,

lim
n→∞

P

 kn∑
i=1

Xn,i  u

 = 1− Φ(u),

co daje sprzeczność z poprzednią nierównością. Zatem teza Kroku I została wykazana.

Krok II. Dowód twierdzenia.
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Bez straty ogólności możemy zakładać, że
∑n
i=1 EX2

i = 1. Zdefiniujmy n0 = 0 oraz
indukcyjnie

nj := inf
{
m :

m∑
i=nj−1+1

EX2
i 

u2

t2
√

1 + ε

}
.

Konstrukcję przerywamy na takim nk dla którego

n∑
i=nk+1

EX2
i <

u2

t2
√

1 + ε
,

wtedy oczywiście k ¬ u−2t2
√

1 + ε. Określmy

Sj :=
nj∑

i=nj−1+1

Xi dla j = 1, . . . , k − 1

oraz

Sk :=
n∑

i=nk−1+1

Xi.

Wówczas S1 + . . .+ Sk =
∑n
i=1Xi oraz Var(Sj)  u2/(t2

√
1 + ε) dla 1 ¬ j ¬ k. Ponadto

max
i
‖Xi‖∞ ¬ t−1δ(ε) ¬ α(ε)(Var(Sj))1/2,

jeśli δ(ε) ¬ u(1 + ε)−1/4α(ε). Zatem na mocy kroku I,

P
(
Sj 

u2

t 4
√

1 + ε

)
 P

(
Sj  u(Var(Sj))1/2)  exp

(
−
√

1 + ε
u2

2

)
.

oraz

P
(
S  k u2

t 4
√

1 + ε

)


k∏
j=1

P
(
Sj 

u2

t 4
√

1 + ε

)
 exp

(
− k
√

1 + ε
u2

2

)
 exp(−(1 + ε)t2/2).

Oszacujmy k z dołu. Mamy dla j = 1, . . . , k,

nj∑
i=nj−1+1

EX2
i ¬

u2

t2
√

1 + ε
+ EX2

nj ¬
1
t2

( u2
√

1 + ε
+ δ2(ε)

)
,

co daje

1 =
n∑
i=1

EX2
i =

k∑
j=1

nj∑
i=nj−1+1

EX2
i +

n∑
i=nk+1

EX2
i ¬

k

t2

( u2
√

1 + ε
+ δ2(ε)

)
+

u2

t2
√

1 + ε
,
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czyli

k  t2
√

1 + ε− u2

u2 +
√

1 + εδ2(ε)
 t2

u2
4
√

1 + ε,

o ile δ(ε) jest odpowiednio małe, a K(ε) odpowiednio duże. I wtedy

P(S  t)  P

(
S  k u2

t 4
√

1 + ε

)
 exp

(
−(1 + ε)

t2

2

)
.

Uwaga 4.9. Nierówność z powyższego twierdzenia można też równoważnie sformułować
jako istnienie stałych δ′(ε) > 0 i K ′(ε) <∞ takich, że

P
( n∑
i=1

Xi  t
)
 1
K ′(ε)

exp
(
− (1 + ε)

t2

2σ2

)
,

o ile
max(t, σ) max

i
‖X‖∞ ¬ δ′(ε)σ2.

Lemat 4.10. Jeśli zmienne Xi są ograniczone, to lim supn→∞
Sn√

2n ln lnn
 σ p.n..

Dowód. Oszacujemy P(Sn  (1+ε)−1/2γ(n)σ) stosując odwrotną nierówność wykładniczą
Kołmogorowa (Twierdzenie 4.8) z t = (1 + ε)−1/2γ(n)σ i nσ2 zamiast σ2. Zauważmy, że
dla dużych n  n(ε) jego założenia są spełnione, bo

tmax
i
‖Xi‖∞ ¬ ‖X‖∞γ(n)σ ¬ δ(ε)nσ2

oraz
t = (1 + ε)−1/2γ(n)σ  K(ε)

√
nσ.

Zatem dla n  n(ε),

P
(
Sn  (1 + ε)−1/2γ(n)σ

)
 exp

(
−(1 + ε)(1 + ε)−1γ2(n)σ2

2nσ2

)
= (lnn)−1.

Stąd∑
n

P
(
SCn−Cn−1  (1 + ε)−1/2σγ(Cn − Cn−1)

)


∑
nn(ε)

(ln((C − 1)Cn−1))−1 =∞.

Czyli, na mocy Lematu 4.7,

lim sup
n→∞

Sn√
2n ln lnn

 (1 + ε)−1/2σ(1− C−1)1/2 − σC−1/2 p.n..

Biorąc C →∞ oraz ε→ 0+ dostajemy tezę.
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Wniosek 4.11. Dla dowolnych zmiennych o średniej 0 i wariancji σ2,

lim sup
n→∞

Sn√
2n ln lnn

 σ p.n..

Dowód. Jak w dowodzie Wniosku 4.6 dlaM > 0 rozkładamyXi = Yi+Zi oraz Sn = Rn+Tn
i szacujemy używając Lematu 4.10 w Wniosku 4.6,

lim sup
n→∞

Sn√
2n ln lnn

 lim sup
n→∞

Tn√
2n ln lnn

− lim sup
n→∞

−Rn√
2n ln lnn

 σY − σZ p.n..

By zakończyć dowód wystarczy zauważyć, że σY → σ oraz σZ → 0 przy M →∞.

Dowód Twierdzenia 4.1. . Wnioski 4.6 i 4.11 implikują

lim sup
n→∞

Sn√
2n ln lnn

= σ p.n..

Ponieważ −Sn =
∑n
i=1(−Xi), więc

lim inf
n→∞

Sn√
2n ln lnn

= − lim sup
n→∞

−Sn√
2n ln lnn

= −σ−X = −σ p.n..

Okazuje się, że jeśli spełnione jest prawo iterowanego logarytmu, to zmienna musi mieć
średnią zero i skończoną wariancję.

Twierdzenie 4.12. Załóżmy, że

P
(

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

<∞
)
> 0,

wówczas EX = 0 oraz EX2 <∞.

Dowód. Na mocy założeń istnieje M <∞ takie, że

P
(

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

¬M
)
> 0,

ale na mocy prawa 0-1, powyższe prawdopodobieństwo wynosi 0 lub 1. Stąd

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

¬M p.n..

Załóżmy najpierw dodatkowo, że zmienne Xi są symetryczne. Dla t > 0 zdefinujmy

Xt
n := Xn1{|Xn|¬t} −Xn1{|Xn|>t}
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oraz Stn :=
∑n
i=1X

t
i . Zmienne (Xt

n) mają ten sam rozkład co zmienne Xn, zatem

lim sup
n→∞

|Stn|√
2n ln lnn

¬M p.n.,

czyli

lim sup
n→∞

|Sn + Stn|√
2n ln lnn

¬ 2M p.n..

Zauważmy, że Sn +Stn =
∑n
i=1 2Xi1{|Xi|¬t}. Zmienne Xi1{|Xi|¬t} mają średnią zero i skoń-

czoną wariancję, więc na mocy Twierdzenia 4.1,

lim sup
n→∞

|Sn + Stn|√
2n ln lnn

= (Var(2X1{|X|¬t}))
1/2 = (2EX2

1{|X|¬t})
1/2 p.n.

Stąd EX2I{|X|¬t} ¬ 2M2 i z dowolności t > 0 dostajemy EX2 <∞.
W przypadku, gdy rozkład Xi nie jest symetryczny, niech (X ′n) będzie niezależną kopią

(Xn), S′n =
∑n
i=1X

′
i. Wówczas

lim sup
n→∞

|Sn − S′n|√
2n ln lnn

¬ 2M p.n..

Mamy jednak Sn− S′n =
∑n
i=1(Xi−X ′i), stąd na mocy rozważanego wcześniej przypadku,

E(X −X ′)2 <∞, a więc również EX2 <∞.
By zakończyć dowód zauważmy, że na mocy mocnego prawa wielkich liczb

EX = lim
n→∞

Sn
n

= lim sup
n→∞

Sn√
2n ln lnn

lim
n→∞

√
2n ln lnn
n

= 0.

4.2 Zbiór graniczny

Okazuje się, że nie tylko jesteśmy w stanie podać granicę górną i dolną ciągu Sn√
2n ln lnn

, ale
również określić zbiór wszystkich możliwych granic jego podciągów. Wprowadźmy najpierw
definicję.

Definicja 4.13. Dla ciągu liczbowego (lub ogólniej ciągu o wartościach w przestrzeni
metrycznej) an przez C(an) oznaczamy zbiór wszystkich punktów skupienia ciągu an, czyli

x ∈ C(an) ⇔ ∃nk ank → x.

Twierdzenie 4.14. Załóżmy, że EX = 0 oraz EX2 = σ2 <∞. Wówczas
i) dist( Sn√

2n ln lnn
, [−σ, σ])→ 0 p.n.,

ii) C( Sn√
2n ln lnn

) = [−σ, σ] p.n..
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Dowód opiera się na następującym prostym lemacie.

Lemat 4.15. Załóżmy, że an jest ciągiem liczbowym takim, że b = lim infn→∞ an > −∞,
c = lim supn→∞ an <∞ oraz limn→∞(an+1 − an) = 0. Wówczas
i) dist(an, [b, c])→ 0,
ii) C(an) = [b, c].

Dowód. i) Z definicji granicy dolnej i górnej wynika, że dla ε > 0 dla dostatecznie dużych
n, b− ε ¬ xn ¬ c+ ε, co pociąga dist(an, [b, c]) < ε.

ii) Oczywiście {b, c} ⊂ C(an), ustalmy d ∈ (b, c). Możemy skonstruować podciąg nk
taki, że an2k−1 < d < an2k . Zdefiniujmy

mk := sup{n ¬ n2k : an ¬ d},

wówczas amk ¬ d < amk+1, zatem |d− amk | ¬ |amk+1 − amk | → 0, czyli d ∈ C(an).

Dowód Twierdzenia 4.14.. Na mocy Lematu 4.15 oraz Twierdzenia 4.1 wystarczy wykazać,
że

lim
n→∞

(
Sn
γ(n)

− Sn−1

γ(n− 1)

)
= 0 p.n.,

gdzie γ(n) :=
√

2n ln lnn. Zauważmy, że γ(n)−1 − γ(n − 1)−1 = o(γ(n − 1)−1) oraz
lim sup | Sn−1γ(n−1) | = σ <∞ p.n., więc wystarczy udowodnić, że

lim
n→∞

Xn

γ(n)
= 0 p.n..

Szacujemy, ∑
n

P(|Xn|  εγ(n)) = E
∑
n

1{|X|εγ(n)} ¬ E
∑
n

1{|X|ε
√

2n}

¬ E
∑
n

1{2n¬|X|2ε−2} ¬ E
|X|2

2ε2 <∞,

zatem na podstawie Lematu Borela-Cantelliego, lim sup |Xn|γ(n) ¬ ε p.n..

Prawo iterowanego logarytmu ma też wersje pozbawione założenia o jednakowym roz-
kładzie. Jedną z nich przytaczamy poniżej, dowód zostawiając Czytelnikowi.

Twierdzenie 4.16. Załóżmy, że Xi są niezależnymi ograniczonymi zmiennymi losowymi
o średniej zero spełniającymi warunki:
i) a2

n := Var(Sn) =
∑n
i=1 EX2

i →∞
ii) ‖Xn‖∞

√
ln ln a2n
an

→ 0.
Wówczas

lim sup
n→∞

Sn√
2a2

n ln ln a2
n

= 1 p.n.
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4.3 Przypadek wektorowy

W tej części będziemy rozważać Prawo Iterowanego Logarytmu dla wektorów losowych.
Dla x ∈ Rd przez |x| będziemy oznaczać euklidesową długość wektora x.

Twierdzenie 4.17. Załóżmy, że X,X1, . . . są niezależnymi wektorami losowymi o jedna-
kowym rozkładzie o wartościach w Rd. Jeśli EX = 0 oraz E|X|2 <∞, to

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

= sup
|t|¬1

(E〈X, t〉2)1/2 = sup
|t|¬1

(〈Ct, t〉)1/2 p.n.,

gdzie C oznacza macierz kowariancji X.

Dowód. Niech D oznacza gęsty przeliczalny podzbiór domkniętej kuli jednostkowej B(0, 1).
Ustalmy t ∈ D, wówczas |x|  〈x, t〉 dla dowolnego x ∈ Rd i

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

 lim sup
n→∞

〈Sn, t〉√
2n ln lnn

= (E〈X, t〉2)1/2 p.n..

Zatem z prawdopodobieństwem 1 zachodzi

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

 sup
t∈D

(E〈X, t〉2)1/2 = sup
|t|¬1

(E〈X, t〉2)1/2.

By udowodnić nierówność w drugą stronę, ustalmy ε > 0 i wybierzmy skończony pod-
zbiór T kuli domkniętej B(0, 1) taki, że

B(0, 1) ⊂
⋃
t∈T

B(t, ε).

Dla x ∈ Rd, istnieje |s| = 1 takie, że 〈s, x〉 = |x|, wybierając t ∈ T takie, że |s − t| < ε
dostajemy 〈t, x〉 = 〈s, x〉 − 〈s− t, x〉  |x| − ε|x|. Zatem

∀x∈Rn max
t∈T
〈t, x〉  (1− ε)|x|,

w szczególności
|Sn|√

2n ln lnn
¬ 1

1− ε
max
t∈T

〈Sn, t〉√
2n ln lnn

.

Zatem ze skończoności zbioru T dostajemy

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

¬ 1
1− ε

max
t∈T

lim sup
n→∞

〈Sn, t〉√
2n ln lnn

=
1

1− ε
max
t∈T

(E〈X, t〉2)1/2 p.n..
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Z dowolności ε > 0,

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

¬ sup
|t|¬1

(E〈X, t〉2)1/2 p.n..

Podobnie jak w przypadku skalarnym, również dla d-wymiarowych wektorów losowych
warunki EX = 0 oraz E|X|2 < ∞ są konieczne dla zachodzenia Prawa Iterowanego Lo-
gaytmu.

Twierdzenie 4.18. Załóżmy, że X,X1, . . . są niezależnymi wektorami losowymi o jedna-
kowym rozkładzie o wartościach w Rd. Jeśli

P
(

lim sup
n→∞

|Sn|√
2n ln lnn

<∞
)
> 0,

to EX = 0 oraz E|X|2 <∞.

Dowód. Szacowanie 〈x, t〉 ¬ |x||t| oraz Twierdzenie 4.12 implikują, że dla dowolnego t ∈ Rd,
E〈X, t〉 = 0 oraz E〈X, t〉2 <∞.

Dla wektora losowego X o wartościach w Rd takiego, że E|X|2 <∞ definiujemy

KX := {E(ξX) : ξ ∈ L2(Ω), Eξ2 ¬ 1}

Jeśli Cov(X) = C = UDUT , gdzie UT = U−1 oraz D jest macierzą diagonalną, to kładzie-
my C1/2 := UD1/2UT .

Lemat 4.19. Mamy

KX = {Ct : 〈Ct, t〉 ¬ 1} = {C1/2s : |s| ¬ 1},

czyli KX jest elipsoidą.

Dowód. Niech X = (X(1), . . . , X(d)). Weźmy ξ ∈ L2(Ω), wówczas, rozpatrując rzut ξ
na podprzestrzeń L2 rozpiętą przez X(1), . . . , X(d), mamy ξ =

∑d
i=1 tiX(i) + η, gdzie

E(ηX(i)) = 0 dla i = 1, . . . , d. Zachodzi

Eξ2 = E

(
d∑
i=1

tiX(i)

)2

+ Eη2 = 〈Ct, t〉+ Eη2

oraz

E(ξX(j)) =
d∑
i=1

tiEX(i)X(j) =
d∑
i=1

ticji = (Ct)j ,

skąd wynika pierwsza równość. Druga jest konsekwencją tożsamości 〈Ct, t〉 = |C1/2t|2 i
Ct = C1/2C1/2t.
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Twierdzenie 4.20. Załóżmy, że spełnione są założenia Twierdzenia 4.17. Wówczas
i) dist( Sn√

2n ln lnn
,KX)→ 0 p.n.,

ii) C( Sn√
2n ln lnn

) = KX p.n..

Dowód. Zacznijmy od rozpatrzenia przypadku C = Cov(X) = Id. Wówczas KX = B(0, 1)
i punkt i) wynika stąd, że lim supn→∞

|Sn|
γ(n) = 1 p.n. (Twierdzenie 4.17).

By udowodnić i) dla C = Id weźmy najpierw t ∈ Sd−1. Wówczas E〈t,X〉2 = 1 i z
Twierdzeń 4.17 i 4.1 z prawdopodobieństwem 1 lim sup |Sn|γ(n) = 1 oraz istnieje podciąg nk

taki, że
〈Snk ,t〉
γ(nk) → 1. Stąd

lim sup
k→∞

∣∣∣∣ Snkγ(nk)
− t
∣∣∣∣2 = lim sup

k→∞

( |Snk |
γ(nk)

)2
+ |t|2 − 2 lim

k→∞

〈Snk , t〉
γ(nk)

¬ 0.

Zatem dla |t| = 1, P(t ∈ C( Sn
γ(n))) = 1.

Jeśli |t| < 1, to rozpatrzmy (εi) ciąg Bernoulliego niezależny od ciągu (Xi) i połóżmy
Yi := Xi + εied+1. Wówczas (Yi) jest ciągiem niezależnych wektorów losowych w Rd+1

o średniej zero i macierzy kowariancji Id. Jeśli położymy S̃n :=
∑
i¬n Yi, to na mocy

poprzednich rozważań,

t+ (1− |t|2)1/2ed+1 ∈ C
(
S̃n
γ(n)

)
p.n.,

co w szczególności implikuje t ∈ C( Sn
γ(n)) p.n.. A zatem dla dowolnego t ∈ B(0, 1), P(t ∈

C( Sn
γ(n))) = 1, skąd łatwo wynika (z domkniętości C(an) i ośrodkowości kuli) P(B(0, 1) ⊂

C( Sn
γ(n))) = 1.

Jeśli X dowolne takie, że C 6= 0, to istnieje k ¬ d oraz przekształcenia liniowe A : Rd →
Rk i B : Rk → Rd takie, że Y := AX jest zmienną o średniej zero i macierzy kowariancji
Id oraz X = BY p.n. Wówczas KX = BKY = BBk(0, 1), Sn = BTn p.n., gdzie Tn =∑
i¬nAXi, czyli

dist
(
Sn
γ(n)

,KX

)
= dist

(
B

Tn
γ(n)

, BKY

)
¬ ‖B‖dist

(
Tn
γ(n)

,KY

)
→ 0 p.n.

oraz
C

(
Sn
γ(n)

)
= BC

(
Tn
γ(n)

)
= BKY = KX p.n..

Dla C = 0, X = 0 p.n. oraz KX = {0} i teza twierdzenia jest oczywista.

W przypadku wektorów losowych o wartościach w przestrzeni Banacha warunki koniecz-
ne i dostateczne dla zachodzenia prawa iterowanego logarytmu są bardziej skomplikowane.
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Ich znalezienie zajęło długi okres czasu, ostateczny wynik podali Ledoux i Talagrand w
1988 roku, wykorzystując subtelne wyniki Talagranda dotyczące koncentracji miary.

Zauważmy, że dla dowolnego funkcjonału ϕ o normie 1,

lim sup
n→∞

‖Sn‖√
2n ln lnn

 lim sup
n→∞

|ϕ(Sn)|√
2n ln lnn

.

W szczególności, jeśli P(X = 0) < 1, to lim supn→∞ ‖Sn‖/
√

2n ln lnn > 0 p.n.. Zanim
sformułujemy twierdzenie podające warunki równoważne skończoności tej granicy, przypo-
mnimy definicję stochastycznej ograniczoności.

Definicja 4.21. Mówimy, że rodzina wektórów losowych (Yi)i∈I o wartościach w przestrze-
ni Banacha (F, ‖ ‖) jest stochastycznie ograniczona, jeśli

∀ε>0∃M<∞∀i∈I P(‖Yi‖ M) ¬ ε.

W przypadku zmiennych o wartościach w Rd stochastyczna ograniczoność jest równo-
ważna ciasności, dla przestrzeni Banacha nieskończonego wymiaru tak już nie jest.

Dla uproszczenia notacji będziemy używać oznaczenia LLt := log log(max{t, 10}) dla
t  0.

Twierdzenie 4.22 (Ledoux-Talagrand). Załóżmy, że X,X1, . . . są niezależnymi wekto-
rami losowymi o jednakowym rozkładzie o wartościach w ośrodkowej przestrzeni Banacha
(F, ‖ ‖). Wówczas spełnione jest Prawo Iterowanego Logarytmu, tzn.

lim sup
n→∞

‖Sn‖√
2n ln lnn

<∞ p.n. (11)

wtedy i tylko wtedy, gdy spełnione są następujące trzy warunki:
i) E ‖X‖2

LL‖X‖ <∞,
ii) dla dowolnego funkcjonału ϕ ∈ F ∗, Eϕ(X) = 0 oraz Eϕ(X)2 <∞,
iii) ciąg ( ‖Sn‖√

nLLn
) jest stochastycznie ograniczony.

Dowód. Wykażemy tylko konieczność warunków i)-iii) udowodnienie ich dostateczności jest
trudne i wymaga rozwinięcia dodatkowych narzędzi związanych z teorią koncentracji miary.
Zainteresowanego Czytelnika odsyłamy do rozdziału 8 monografii [6].

Załóżmy zatem, że zachodzi (11).
Warunek (11) w połączeniu z prawem 0-1 Kołomogorowa implikuje istnienie M < ∞

takiego, że z prawdopodobieństwem 1

lim sup
n→∞

‖Sn‖√
2n ln lnn

< M.

Ale ten warunek implikuje, że dla dużych n,

‖Xn‖ ¬ ‖Sn‖+ ‖Sn−1‖ < 2M
√

2n ln lnn,
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co z kolei implikuje, że dla dużych n, ‖Xn‖2/LL‖Xn‖ < 3Mn. Stąd z Lematu Borella-
Cantelliego

∞ >
∞∑
n=1

P
( ‖Xn‖2

LL‖Xn‖
 3Mn) =

∞∑
n=1

P
( ‖X‖2
LL‖X‖

 3Mn
)
 E

‖X‖2

3MLL‖X‖
− 1

i zachodzi i). Dla dowolego funcjonału ϕ ∈ F ∗

lim sup
n→∞

|ϕ(Sn)|√
2n ln lnn

¬ ‖ϕ‖ lim sup
n→∞

‖Sn‖√
2n ln lnn

<∞,

więc warunek ii) jest konsekwencją Twierdzenia 4.12. Wreszcie by udowodnić iii) zauważmy,
że przy n→∞,

P
( ‖Sn‖√

nLLn

√

2M
)
¬ P

( ⋃
mn

{ ‖Sn‖√
2nLLn

M
})
→ P

(
lim sup

{ ‖Sn‖√
2nLLn

M
})

= 0.

Stąd dla ustalonego ε > 0, P(‖Sn‖/
√
nLLn 

√
2M) < ε dla n  nε. Dla ustalonego

n, P(‖Sn‖//
√
nLLn  t) → 0 przy t → ∞, więc dla dostatecznie dużego Mε zachodzi

P(‖Sn‖/
√
nLLn Mε) < ε dla wszystkich n, co pokazuje konieczność iii).

Okazuje się, że w przestrzeniach Hilberta (ogólniej w przestrzeniach typu 2) można się
pozbyć warunku iii).

Fakt 4.23. Załóżmy, że spełnione są założenia Twierdzenia 4.22 oraz przestrzeń Banacha
F ma typ 2. Wówczas, jeśli E(‖X‖2/LL‖X‖) <∞ oraz EX = 0, to ‖Sn‖/

√
n ln lnn zbiega

do 0 według prawdopodobieństwa.

Nietrudny dowód pozostawiamy jako ćwiczenie.

Uwaga 4.24. Z prawa 0-1 łatwo wynika, że jeśli zachodzą warunki i)-iii) Twierdzenia
4.22, to istnieje stała c = c(X) > 0 (zależna tylko od rozkładu zmiennej X) taka, że
lim supn→∞ ‖Sn‖/

√
2n ln lnn = c p.n.. Identyfikacja stałej c jest trudnym problemem.

Wiadomo jednak, że jeśli warunek iii) zastąpimy silniejszym warunkiem zbieżności według
prawdopodobieństwa ‖Sn‖/

√
nLLn do zera, to

lim sup
n→∞

‖Sn‖√
2n ln lnn

= sup
ϕ∈F ∗,‖ϕ‖¬1

√
Eϕ(X)2.

W szczególności umiemy zidentyfikować granicę w Prawie Iterowanego Logarytmu dla prze-
strzeni Banacha typu 2.
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5 Wielkie Odchylenia dla sum zmiennych rzeczywistych

W tej części, jeśli nie napiszemy inaczej będziemy zakładać, że X,X1, X2, . . . jest ciągiem
niezależnych zmiennych losowym o jednakowym rozkładzie. Definiujemy

Sn := X1 +X2 + . . .+Xn, S̄n :=
Sn
n
.

Wiemy, że S̄n zbiega p.n. do EX o ile ta wartość oczekiwana istnieje, można jednak za-
pytać jak szybka jest ta zbieżność, np jak szybko maleją z n ogony S̄n. Udowodniona
na pierwszysm wykładzie nierówność Chernoffa (Twierdzenie 1.9) mówi, że P(S̄n  t) ¬
exp(−nΛ∗X(t)) dla t  EX.

Nietrudno też sprawdzić, że jeśli Xi ma rozkład gaussowski N (0, σ2), to dla dowolnego
zbioru borelowskiego A

lim
n→∞

1
n

ln P(S̄n ∈ A) = −essinft∈A
|t|2

2
.

Nasuwają się zatem następujące pytania:

1) Czy oszacowanie P(|S̄n − EX| > ε) rzędu exp(−nf(ε)) zachodzi dla szerszej klasy
zmiennych losowych?

2) Czy istnieje granica limn→∞
1
n log P(S̄n ∈ A) dla w miarę ogólnej klasy zmiennych X i

zbiorów A?

Na te pytania poszukamy odpowiedzi w kolejnych sekcjach.

5.1 Oszacowania z dołu

Bez dodatkowych założeń nie możemy liczyć na odwrócenie nierówności Chernoffa (np.
gdy ΛX(t) = ∞ dla t 6= 0 to Λ∗X ≡ 0 i nierówność Chernoffa to po prostu szacowanie
prawdopodobieństwa z góry przez 1). Daje się to jednak (w pewnym stopniu) zrobić przy
założeniach o skończoności funkcji tworzącej momenty. Dlatego w tej części będziemy za-
zwyczaj dodatkowo zakładać, że

EetX <∞ dla wszystkich t ∈ R. (12)

Lemat 5.1. Przy założeniu (12) funkcja MX przedłuża się do funkcji analitycznej na całej
płaszczyźnie zespolonej. Ponadto M (n)

X (t) = E(XnetX) dla n = 1, 2, . . ..

Dowód. Funkcja f(z) := E exp(zX) jest dobrze określona dla z ∈ C, bo E| exp(zX)| =
E exp(Re(z)X) < ∞. Oczywiście f jest przedłużeniem MX , nietrudno też wykazać (ko-
rzystając z twierdzenia Lebesgue’a o zbiezności zmajoryzowanej), że f jest różniczkowalna
i f ′(z) = E(X exp(zX)). Podobnie indukcyjnie dowodzimy, że f (n)(z) = E(Xn exp(zX)).
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Definicja 5.2. Dla t ∈ R definiujemy miarę probabilistyczną µt na R wzorem dµt(x) =
MX(t)−1etxdµX(x), tzn.

µt(A) =
1

MX(t)
E(etX1{X∈A}).

Fakt 5.3. Dla dowolnej funkcji f całkowalnej względem µt mamy

Eµt(f) :=
∫

R
f(x) dµt(x) =

1
MX(t)

E(f(X)etX).

Dowód. Dla f = 1A podany wzór jest definicją miary µt. Z liniowości obu stron zachodzi
on dla funkcji prostych. Aproksymując od dołu funkcję nieujemną przez funkcje proste
i stosując twierdzenie Lebesgue’a o zbieżności monotonicznej dowodzimy tożsamość dla
funkcji nieujemnych. Dowolną funkcję f zaś piszemy jako różnicę częsci dodatniej i ujemnej
i ponownie wykorzystujemy liniowość.

Lemat 5.4. Miara probabilistyczna µt spełnia warunki

Eµt(x) =
∫

R
xdµt(x) = Λ′X(t),

Varµt(x) =
∫

R
x2dµt(x)−

(∫
R
xdµt(x)

)2
= Λ′′X(t).

Dowód. Zauważmy, że z Lematu 5.1, M (n)
X (t) = MX(t)Eµt(x

n), więc

Λ′X(t) = MX(t)−1M ′X(t) = Eµt(x)

oraz

Λ′X(t) = MX(t)−1M ′′X(t)−MX(t)−2(M ′X(t))2 = Eµt(x
2)− (Eµt(x))2 = Varµt(x).

Określmy

α := essinfX = inf{t : P(X < t) > 0},
β := esssupX = sup{t : P(X > t) > 0}.

Oczywiście P(X ∈ [α, β]) = 1 oraz −∞ ¬ α ¬ β ¬ ∞.

Lemat 5.5. Dla dowolnej zmiennej losowej X,

Λ∗X(t) =∞ dla t /∈ [α, β],

P(X = α) = exp(−Λ∗X(α)), jeśli α > −∞,
P(X = β) = exp(−Λ∗X(β)), jeśli β <∞.
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Dowód. Dla t ¬ 0 mamy P(tX ¬ αt) = 1, stąd ΛX(t) ¬ αt i dla s < α,

Λ∗X(s)  sup{st− αt : t ¬ 0} =∞.

Podobnie, dla t  0, P(tX ¬ βt) = 1, zatem ΛX(t) ¬ βt i dla s > β,

Λ∗X(s)  sup{st− βt : t  0} =∞.

Dla dowolnego t ∈ R, ΛX(t)  log(etβP(X = β)), czyli

P(X = β) ¬ inf
t

exp(−tβ + ΛX(t)) = exp(− sup
t

(tβ − ΛX(t)) = exp(−Λ∗X(β)).

Z drugiej strony, na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności zmajoryzowanej,

exp(−Λ∗X(β)) ¬ exp(ΛX(t)− tβ) = E exp(t(X − β))→ P(X = β) dla t→∞.

Zatem P(X = β) = exp(−Λ∗X(β)). Tożsamość P(X = α) = exp(−Λ∗X(α)) dowodzimy
analogicznie.

Lemat 5.6. Załóżmy, że zachodzi warunek (12) oraz α < β. Wówczas Λ′X jest funkcją
ściśle rosnącą z R na (α, β). Przekształcenie Θ := (Λ′X)−1 : (α, β)→ R spełnia

Λ∗X(s) = sΘ(s)− ΛX(Θ(s)) dla s ∈ (α, β).

Dowód. Miara µX jest niezdegenerowana, tzn. µX({x}) 6= 1 dla x ∈ R, więc miary µt też
są niezdegenerowane. Zatem Varµt(x) > 0 i z Lematu 5.4, Λ′′X(t) > 0 czyli Λ′X jest ściśle
rosnąca i funkcja Θ = (Λ′X)−1 jest dobrze określona na Λ′X(R). Oczywiście dla dowolnego
t,

Λ′X(t) =
∫ β
α xe

tx dµX(x)∫ β
α e

tx dµX(x)
∈ (α, β),

więc Λ′X(R) ⊂ (α, β). Wykażemy, że zachodzi też odwrotna inkluzja.
Ustalmy t ∈ [EX,β) oraz u ∈ (t, β). Dla dowolnego s  0,

ΛX(s)  log(esuP(X  u)) = su+ log P(X  u),

zatem

st− ΛX(s) ¬ s(t− u)− log P(X  u) < 0 dla s >
− log P(X  u)

u− t
.

Z Lematu 1.7 ii), st−ΛX(s) ¬ 0 dla s ¬ 0, zatem supremum funkcji f(s) = st−ΛX(s) jest
osiągane w pewnym punkcie s0 ∈ [0,−(u− t)−1 log P(X  u)]. W szczególności f ′(s0) = 0
czyli t = Λ′X(s0). Wykazaliśmy więc, że Λ′(R) ⊃ [EX,β) oraz Λ∗X(t) = tΘ(t) − ΛX(Θ(t))
dla t ∈ [EX,β).

Przypadek t ∈ (α,EX] rozważamy analogicznie.
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Twierdzenie 5.7. Załóżmy, że zachodzi (12). Wówczas dla a ∈ (α, β) oraz ε > 0,

P(|S̄n − a| < ε) 
(

1− Λ′′X(Θ(a))
nε2

)
exp(−n(Λ∗X(a) + ε|Θ(a)|)),

gdzie Θ := (Λ′X)−1.

Dowód. Zdefiniujmy t := Θ(a), wówczas Lemat 5.6 implikuje, że Λ∗X(a) = at − ΛX(t).
Niech Y, Y1, . . . , Yn będą niezależnymi zmiennymi losowymi o rozkładzie zadanym przez
miarę probabilistyczną µt. Na mocy Lematu 5.4, EY = Λ′X(t) = a i Var(Y ) = Λ′′X(t).
Zauważmy, że dla dowolnej nieujemnej funkcji mierzalnej f na Rn,

Ef(Y1, . . . , Yn) = (MX(t))−nE
[
f(X1, . . . , Xn)etSn

]
.

Zatem

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Yi − a
∣∣∣∣∣ < ε

)
= (MX(t))−nEetSn1{|S̄n−a|<ε}

¬ (MX(t))−nen(ta+|t|ε)P(|S̄n − a| < ε).

Z nierówności Czebyszewa

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Yi − a
∣∣∣∣∣  ε

)
¬ Var(Y )

nε2 =
Λ′′X(t)
nε2 ,

zatem

P(|S̄n − a| < ε)  P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Yi − a
∣∣∣∣∣ < ε

)
exp(−n(ta− ΛX(t) + |t|ε))


(

1− Λ′′X(t)
nε2

)
exp(−n(Λ∗X(a) + |t|ε)).

5.2 Twierdzenie Cramera na R

Jesteśmy wreszcie gotowi do sformułowania twierdzenia o wielkich odchyleniach w przypad-
ku jednowymiarowym. W odróżnieniu od poprzedniego paragrafu nie stawiamy żadnych
wstępnych założeń o rozkładzie X.

Twierdzenie 5.8 (Prawo Wielkich Odchyleń Cramera).
i) Dla dowolnego zbioru domkniętego F ⊂ R,

lim sup
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ F ) ¬ − inf
x∈F

Λ∗X(x).
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ii) Dla dowolnego zbioru otwartego G ⊂ R,

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ G)  − inf
x∈G

Λ∗X(x).

iii) Dla dowolnego zbioru Γ ∈ B(R),

− inf
x∈int(Γ)

Λ∗X(x) ¬ lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ Γ)

¬ lim sup
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ Γ) ¬ − inf
x∈cl(Γ)

Λ∗X(x).

Dowód. i) Niech IF := infx∈F Λ∗X(x). Jeśli IF = 0, to teza jest oczywista, możemy zatem
zakładać, że IF > 0. Wtedy DΛX 6= {0}, czyli EX+ <∞ lub EX− <∞. Rozważymy trzy
przypadki.
a) E|X| < ∞. Ponieważ Λ∗X(EX) = 0 więc EX /∈ F . Niech (a, b) będzie składową R \ F
zawierającą EX. Jeśli a > −∞, to a ∈ F , Λ∗X(a)  IF , podobnie jeśli b < ∞, to b ∈ F ,
Λ∗X(b)  IF . Mamy zatem z nierówności Chernoffa,

P(S̄n ∈ F ) ¬ P(S̄n ¬ a) + P(S̄n  b) ¬ e−nΛ∗X(a) + e−nΛ∗X(b) ¬ 2e−nIF ,

skąd n−1 log P(S̄n ∈ F ) ¬ −IF + n−1 log 2→ −IF przy n→∞.
b) EX = −∞, wówczas Λ∗X na mocy (2) jest niemalejąca, ponadto Λ∗X(x) → 0 przy
x → −∞. Zatem warunek IF > 0 implikuje b = inf F > −∞. Z domkniętości b ∈ F , czyli
Λ∗X(b)  IF oraz

P(S̄n ∈ F ) ¬ P(S̄n  b) ¬ e−nΛ∗X(b) ¬ e−nIF .

c) EX =∞. Rozumujemy analogicznie jak w b).

ii) Musimy wykazać, że warunek x ∈ G implikuje lim inf n−1 log P(S̄n ∈ G)  −Λ∗X(x).
Zmienna Y = X − x spełnia ΛY (t) = ΛX(t)− xt, Λ∗Y (s) = Λ∗X(s+ x). Zatem rozpatrując
X − x i G − x zamiast X i G widzimy, że możemy zakładać, iż x = 0. Z otwartości G,
mamy (−δ, δ) ⊂ G dla pewnego δ > 0. Wystarczy zatem wykazać

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ (−δ, δ))  −Λ∗X(0) = inf
t∈R

ΛX(t). (13)

Dowód (13) rozbijemy na kilka przypadków.
Przypadek I. X  0 p.n. Mamy wówczas z twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności zmajo-

ryzowanej,

inf
t

ΛX(t) ¬ lim
t→−∞

ΛX(t) = log lim
t→−∞

EetX = log E lim
t→−∞

etX = log P(X = 0).

Ponadto P(S̄n ∈ (−δ, δ))  P(S̄n = 0) = P(X = 0)n i natychmiast dostajemy (13).
Przypadek II. X ¬ 0 p.n. Dowodzimy w taki sam sposób jak w przypadku I.
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Przypadek III. essinfX < 0 < esssupX oraz DΛX = R. Z Twierdzenia 5.7 (z a = 0)
dostajemy dla 0 < ε < δ,

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ (−δ, δ))  lim inf
n→∞

1
n

log P(|S̄n| ¬ ε)  −Λ∗X(0)− ε|Θ(0)|.

Biorąc ε→ 0+ dostajemy (13).
Przypadek IV. essinfX < 0 < esssupX i X dowolne.
Wybierzmy M > 0 na tyle duże by P(X ∈ [−M, 0)),P(X ∈ (0,M ]) > 0. Niech Y

będzie miało taki rozkład jak zmienna X pod warunkiem |X| ¬M , tzn.

P(Y ∈ A) =
P(X ∈ A, |X| ¬M)

P(|X| ¬M)
,

zaś Y1, Y2, . . . będą niezależnymi kopiami Y oraz T̄n = (Y1 + . . .+Yn)/n. Zauważmy, że dla
dowolnej funkcji mierzalnej f : Rn → [0,∞) mamy

Ef(X1, . . . , Xn)  Ef(X1, . . . , Xn)1{|X1|¬M,...,|Xn|¬M}

= P(|X| ¬M)nEf(Y1, . . . , Yn).

W szczególności,

P(S̄n ∈ (−δ, δ))  P(|X| ¬M)nP(T̄n ∈ (−δ, δ)).

Zmienna Y jest ograniczona, więc na mocy przypadku III,

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ (−δ, δ))  log P(|X| ¬M) + lim inf
n→∞

1
n

log P(T̄n ∈ (−δ, δ))

 log P(|X| ¬M) + inf
t

ΛY (t) = inf
t

ΛM (t),

gdzie ΛM (t) := log EetX1{|X|¬M}. Zauważmy, że funkcja ΛM rośnie po M , więc inft ΛM (t)
zbiega przy M →∞ do pewnego a. Wykazaliśmy, że

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ (−δ, δ))  a,

więc wystarczy wykazać, że a  inft ΛX(t). Rozpatrzmy zbiory

KM := {t : ΛM (t) ¬ a}.

Funkcja ΛM (t) zbiega do nieskończoności przy |t| → ∞, więc zbiory KM tworzą zstępującą
rodzinę zbiorów zwartych, ponadto są one niepuste, bo a  inf ΛM = ΛM (tM ) dla pewnego
tM . Istnieje więc punkt t0 należący do przecięcia wszystkich KM , ale wtedy ΛM (t0) ¬ a
dla wszystkich M czyli, z twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności monotonicznej, ΛX(t0) =
limM→∞ ΛM (t0) ¬ a.

Punkt iii) wynika z i) i ii).
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Uwaga 5.9. Analiza pierwszej części dowodu pokazuje, że wykazaliśmy

P(S̄n ∈ Γ) ¬ 2 exp

(
−n inf

x∈cl(Γ)
Λ∗X(x)

)
dla dowolnego Γ ∈ B(R).

6 Wielkie odchylenia dla sum wektorów losowych

6.1 Funkcja generująca momenty i transformata Cramera na Rd

Uogólnimy nasze rozważania dotyczące wielkich odchyleń dla sum zmiennych rzeczyiwstych
na przypadek wektorowy. Zacznijmy od definicji funkcji generującej momenty i transfor-
maty Cramera.

Definicja 6.1. Dla d-wymiarowego wektora losowego X określamy dla t ∈ Rd,

MX(s) := Ee〈s,X〉, ΛX(s) := logMX(s)

oraz dla t ∈ Rd,
Λ∗X(t) := sup{〈s, t〉 − ΛX(s) : s ∈ Rd}.

Tak samo jak w przypadku jednowymiarowym dowodzimy następującego prostego fak-
tu.

Fakt 6.2. Dla dowolnego d-wymiarowego wektora losowego X,
i) ΛX jest funkcją wypukłą z Rd w R ∩∞,
ii) Λ∗X jest funkcją wypukłą z Rd w [0,∞].

Dalej będziemy zakładać, że X,X1, . . . są niezależnymi d-wymiarowymi wektorami lo-
sowymi o jednakowym rozkładzie. Współrzędne wektorów X (odp. Xi) będziemy oznaczać
X(j) (odp. X(j)

i ) i definiujemy

S̄n :=
∑n
i=1Xi

n
, S̄(j)

n :=
∑n
i=1X

(j)
i

n
, 1 ¬ j ¬ d.

Wygodnie nam będzie zakładać, że

MX(s) <∞ dla wszystkich s ∈ Rd. (14)

Lemat 6.3. Przy założeniu warunku (14),
i) Funkcja ΛX jest klasy C∞(Rd), ponadto

∇MX(s) = E(Xe〈s,X〉).

ii) Jeśli t = ∇ΛX(s) dla pewnych s, t ∈ Rd, to Λ∗X(t) = 〈t, s〉 − ΛX(s).
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Dowód. i) By udowodnić gładkość, indukcyjnie po |α| = α1 + . . .+ αd, dowodzimy, że dla
α ∈ Zd+,

∂α1

∂tα11
· · · ∂

αd

∂tαdd
MX(s) = E((X(1))α1 · · · (X(d))αde〈s,X〉).

ii) Ustalmy u ∈ Rd i określmy

g(h) := h · 〈u− s, t〉 − ΛX(s+ h(u− s)) + 〈s, t〉 h ∈ R.

Wypukłość ΛX na Rd implikuje wklęsłość g na R, zatem

g(1)− g(0) ¬ lim
h→0+

g(h)− g(0)
h

= 〈u− s, t〉 − 〈u− s,∇ΛX(s)〉 = 0.

Dostaliśmy więc g(1) ¬ g(0), czyli 〈u, t〉−ΛX(u) ¬ 〈t, s〉−ΛX(s), co po wzięciu supremum
po u ∈ Rd daje tezę.

6.2 Twierdzenie Cramera na Rd

Sformułujemy teraz twierdzenie o wielkich odchyleniach dla d-wymiarowych wektorów lo-
sowych.

Twierdzenie 6.4. Niech X będzie d-wymiarowym wektorem losowym takim, że MX(s) <
∞ dla wszystkich s ∈ Rd. Wówczas
i) Dla dowolnego zbioru domkniętego F ⊂ Rd,

lim sup
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ F ) ¬ − inf
t∈F

Λ∗X(t).

ii) Dla dowolnego zbioru otwartego G ⊂ Rd,

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ G)  − inf
t∈G

Λ∗X(t).

iii) Dla dowolnego zbioru Γ ∈ B(Rd),

− inf
t∈int(Γ)

Λ∗X(t) ¬ lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ Γ)

¬ lim sup
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ Γ) ¬ − inf
t∈cl(Γ)

Λ∗X(t).

Dowód. i) Zauważmy, że 2δ− inft∈F (Λ∗X(t)∧M)→ − inft∈F Λ∗X(t) przy δ → 0+,M →∞,
więc wystarczy iż wykażemy

lim sup
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ F ) ¬ 2δ − inf
t∈F

(Λ∗X(t) ∧M) dla δ > 0,M <∞. (15)

49



Ustalmy δ > 0 i M <∞, dowód (15) podzielimy na dwa kroki.

Krok I. F ⊂ Rd zwarty.
Dla t ∈ F wybierzmy st ∈ Rd takie, że

〈t, st〉 − ΛX(st)  Λ∗X(t) ∧M − δ

oraz rt > 0 takie, że rt|st| ¬ δ. Przez B(t, r) będziemy oznaczać kulę otwartą w Rd o środku
w t i promieniu r. Zauważmy, że dla dowolnego zbioru Γ ∈ B(Rd) oraz s ∈ Rd,

P(S̄n ∈ Γ) = E1{S̄n∈Γ} ¬ E exp
(
〈s, Sn〉− inf

u∈Γ
〈s, nu〉

)
1{S̄n∈Γ} ¬ exp

(
nΛX(s)−n inf

u∈Γ
〈s, u〉

)
.

Ponadto

inf
u∈B(t,rt)

〈st, u〉 = 〈st, t〉+ inf
u∈B(t,rt)

〈st, u− t〉 = 〈st, t〉 − rt|st|  〈st, t〉 − δ.

Zatem

P(S̄n ∈ B(t, rt)) ¬ exp
(
nΛX(st)− n inf

u∈B(t,rt)
〈st, u〉

)
.

¬ exp(n(ΛX(st)− 〈st, t〉+ δ)) ¬ exp(n(2δ − Λ∗X(t) ∧M)).

Zbiór F jest zwarty więc istnieje skończony podzbiór T ⊂ F taki, że F ⊂
⋃
t∈T B(t, rt) i

wówczas

P(S̄n ∈ F ) ¬
∑
t∈T

P(S̄n ∈ B(t, rt)) ¬
∑
t∈T

exp(n(2δ − Λ∗X(t) ∧M)),

zatem

lim sup
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ F ) ¬ 2δ −min
t∈T

(Λ∗X(t) ∧M) ¬ 2δ − inf
t∈F

(Λ∗X(t) ∧M).

Krok II. F dowolny domknięty.
Dla ρ > 0 niech Kρ := [−ρ, ρ]d. Jeśli ρ > maxj E|X(j)|, to z nierówności Chernoffa,

P(S̄n /∈ Kρ) ¬
d∑
j=1

P(|S̄(j)
n | > ρ) ¬

d∑
j=1

(exp(−nΛ∗X(j)(ρ)) + exp(−nΛ∗X(j)(−ρ))).

Ponieważ Λ∗
X(j)

(t) → ∞ przy |t| → ∞, więc dla odpowiednio dużego ρ, P(S̄n /∈ Kρ) ¬
exp(−nM), czyli

P(S̄n ∈ F ) ¬ P(S̄n ∈ F ∩Kρ) + P(S̄n /∈ Kρ) ¬ P(S̄n ∈ F ∩Kρ) + exp(−nM).
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Zbiór F ∩Kρ jest zwarty, więc na mocy Kroku I,

lim sup
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ F ∩Kρ) ¬ 2δ − inf
t∈F∩Kρ

(Λ∗X(t) ∧M),

a ponieważ 2δ − infs∈F∩Kρ(Λ
∗
X(s) ∧M) > −M , więc

lim sup
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ F ) ¬ 2δ − inf
t∈F∩Kρ

(Λ∗X(t) ∧M) ¬ 2δ − inf
t∈F

(Λ∗X(t) ∧M).

ii) Wystarczy iż wykażemy, że lim infn→∞ 1
n log P(S̄n ∈ G)  −Λ∗X(t) dla dowolnego

t ∈ G. Ponieważ B(t, δ) ⊂ G dla pewnego δ > 0, więc musimy jedynie wykazać, że

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ B(t, δ))  −Λ∗X(t) dla δ > 0.

Dowód przeprowadzimy w dwóch krokach.

Krok I. t = ∇ΛX(s) dla pewnego s ∈ Rd.
Na mocy Lematu 6.3 mamy wówczas Λ∗X(t) = 〈t, s〉 −ΛX(s). Określmy miarę probabi-

listyczną µt na Rd wzorem

dµs(x) :=
1

MX(s)
e〈x,s〉dµX(x),

czyli dµX(x) = exp(−〈x, s〉 + ΛX(s))dµs(x). Niech Y, Y1, Y2, . . . będą niezależnymi wek-
torami losowymi o rozkładzie µe, Tn := (Y1 + . . . + Yn) oraz T̄n := Tn/n. Dla dowolnej
nieujemnej funkcji mierzalnej f na Rd mamy

Ef(X1, . . . , Xn) = exp(nΛX(s))Ef(Y1, . . . , Yn) exp(−〈s, Tn〉),

zatem

P(S̄n ∈ B(t, δ)) = exp(nΛX(s))E exp(−〈s, Tn〉)1{T̄n∈B(t,δ)}

= exp(−n(〈s, t〉 − ΛX(s)))E exp(−n〈s, T̄n − t〉)1{|T̄n−t|<δ)}
 exp(−nΛ∗X(t)− nδ|t|)P(|T̄n − t| < δ).

Mamy jednak

EY =
1

MX(s)
E(Xe〈s,X〉) =

∇MX(s)
MX(s)

= ∇ΛX(s) = t,

czyli ze słabego prawa wielkich liczb P(|T̄n − t| < δ)→ 1, stąd

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ B(t, δ))  −Λ∗X(t)− δ|s|+ lim inf
n→∞

1
n

log P(|T̄n − t| < δ))

= −Λ∗X(t)− δ|s|.
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Z monotoniczności δ 7→ P(S̄n ∈ B(s, δ)) otrzymujemy

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ B(t, δ))  lim
δ′→0+

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ B(t, δ′))  −Λ∗X(t).

Krok II. X dowolna zmienna spełniająca (14).
Niech G,G1, G2, . . . oznaczają niezależne kanoniczne d-wymiarowe wektory gaussow-

skie (tzn. współrzędne wektorów Gi są niezależnymi zmiennymi N (0, 1)), niezależne od
X,X1, X2, . . .. Ustalmy M > 0 i zdefinujmy

Y := X +
1√
M
G, Yi := Xi +

1√
M
Gi, Rn :=

G1 + . . . Gn

n
√
M

WówczasMY (s) = MX(s)MG(s/
√
M) = MX(s) exp(|s|2/(2M)), czyli ΛY (s) = ΛX(s)+

|s|2/(2M)  ΛX(s) oraz Λ∗Y (t) ¬ Λ∗X(t) dla wszystkich t ∈ Rd. Z nierówności Jensena,
ΛX(s) = log E exp(〈s,X〉)  E〈s,X〉, czyli ΛY (s)  |s|2/(2M) + 〈s,EX〉 oraz

〈s, t〉 − ΛY (s) ¬ −|s|2/(2M) + 〈s, t−EX〉 → −∞ przy |t| → ∞,

a więc funkcja t → 〈s, t〉 − ΛY (s) osiąga swoje supremum. Zatem istnieje s takie, że t =
∇ΛY (s).

Mamy
Y1 + . . . Yn

n
= S̄n +Rn,

na mocy przypadku I otrzymujemy

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n +Rn ∈ B(t, δ/2))  −Λ∗Y (t)  −Λ∗X(t).

Zmienna Rn ma ten sam rozkład, co G/
√
nM , więc

P
(
|Rn| 

δ

2

)
= P

(
|G| 

√
nM

δ

2

)
¬

d∑
j=1

P
(
|G(j)| 

√
nM

δ

2d

)
¬ 2d exp

(
−nMδ2

8d2

)
,

gdzie ostatnie szacowanie wynika stąd, że G(j) ∼ N (0, 1) dla 1 ¬ j ¬ d. Jeśli przyjmiemy
M := 8δ−2d2(Λ∗X(t) + 1), to dostaniemy

P
(
|Rn| 

δ

2

)
¬ 2d exp(−n(Λ∗X(t) + 1)) ¬ 1

2
P
(
S̄n +Rn ∈ B

(
t,
δ

2

))
dla dostatecznie dużych n. Zatem dla dużych n,

P(S̄n ∈ B(t, δ))  P
(
S̄n +Rn ∈ B

(
t,
δ

2

))
−P

(
|Rn| 

δ

2

)
 1

2
P
(
S̄n +Rn ∈ B

(
t,
δ

2

))
,

52



czyli

lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n ∈ B(t, δ))  lim inf
n→∞

1
n

log P(S̄n +Rn ∈ B(t, δ/2))  −Λ∗X(s).

iii) jest oczywiście natychmiastową konsekwencją i) i ii).

Uwaga 6.5. Twierdzenie 6.4 zachodzi przy słabszym założeniu, że MX jest skończone w
pewnym otoczeniu zera. W przeciwieństwie do przypadku jednowymiarowego, nie jest ono
jednak prawdziwe dla dowolnych zmiennych X, bez dodatkowych założeń o skończoności
MX .

7 Wielkie odchylenia dla miar empirycznych

7.1 Miary empiryczne

Definicja 7.1. Załóżmy, że X1, X2, . . . są niezależnymi zmiennymi losowymi o wartościach
w pewnej przestrzeni mierzalnej (E, E) i wspólnym rozkładzie µ. Miarę empiryczną ciągu
(Xn) określamy wzorem

µn =
1
n

n∑
k=1

δXk

lub równoważnie
µn(A) =

1
n
|{1 ¬ k ¬ n : Xk ∈ A}|, A ∈ E .

By uprościć notację będziemy pisać Eνf =
∫
E fdν dla funkcji mierzalnej f i miary

probabilistycznej ν na (E, E).
Zauważmy, że dla dowolnej funkcji mierzalnej na (E, E) zachodzi

Eµnf =
∫
E
fdµn =

1
n

n∑
k=1

f(Xk).

Mocne prawo wielkich liczb implikuje zatem, że dla dowolnej funkcji mierzalnej Eµnf →
Eµf p.n.

W przypadku rzeczywistym dystrybuanta miary µn nazywana jest dystrybuantą empi-
ryczną, a twierdzenie Gliwienki-Cantelliego mówi, że dystrybuanta empiryczna z prawdo-
podobieństwem 1 zbiega jednostajnie do dystrybuanty µ. W szczególności µn ⇒ µ prawie
na pewno. Ten ostatni fakt można nietrudno uogólnić na przestrzenie polskie (tzn. ośrod-
kowe przestrzenie metryczne – zob Twierdzenie 7.5 poniżej).

Skoro zachodzi analog mocnego prawa wielkich liczb to można się zastanawiać nad
twierdzeniem o wielkich odchyleniach dla miar empirycznych. Takie twierdzenie jest istot-
nie prawdziwe, jednak jego sformułowanie wymaga zdefiniowania względnej entropii oraz
sformułowania podstawowych faktów dla przestrzeni polskich, co uczynimy w kolejnym
paragrafie.
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7.2 Miary probabilistyczne na przestrzeniach polskich

Definicja 7.2. Przez M1(E) będziemy oznaczali przestrzeń miar probabilistycznych na
(E, E). W przypadku, gdy E jest przestrzenią metryczną (lub ogólniej przestrzenią topo-
logiczną) z sigma-ciałem zbiorów borelowskich traktujemy M1(E) jako przestrzeń topolo-
giczną z topologią zbieżności według rozkładu.

Wiele definicji i faktów można sformułować w większej ogólności, ale by uniknąć roz-
ważań technicznych będziemy zakładać, że E = (E, ρ) jest przestrzenią polską (tzn. ośrod-
kową, zupełną przestrzenią metryczną) z sigma-ciałem zbiorów borelowskich.

Nietrudno wykazać, że jeśli E jest przestrzenią polską to M1(E) jest przestrzenią
metryczną. Metrykę można wprowadzić na kilka sposobów. Możemy wybrać ciąg funk-
cji f1, f2, . . . ∈ Cogr taki, że miary probabilistyczne µn zbiegają do miary probabilistycznej
µ wtedy i tylko wtedy, gdy

∫
E fkdµn →

∫
E fkdµ dla wszystkich k i określić

d(µ, ν) =
∞∑
k=1

2−k min
{

1,
∣∣∣ ∫
E
fkd(µ− ν)

∣∣∣}.
Najczęśćiej na M1(E) rozważa się metrykę Prochorowa

dPr(µ, ν) := inf{ε > 0: µ(F ) ¬ ν(Fε) + ε dla wszystkich zbiorów domkniętych F}.

Definicja 7.3. Rodzina miar probabilistycznych A ⊂M1(E) jest ciasna (jędrna), jeśli dla
każdego ε > 0 istnieje zbiór zwarty K taki, że µ(K)  1− ε dla wszystkich µ ∈ A.

Ważne twierdzenie Prochorowa wiąże ciasność ze słabą relatywną zwartością.

Twierdzenie 7.4. Załóżmy, że E jest przestrzenią polską. Wówczas zbiór miar probabili-
stycznych A ⊂M1(E) jest ciasny wtedy i tylko wtedy, gdy jest relatywnie zwarty w topologii
słabej zwartości (tzn. jego domknięcie jest zwarte lub równoważnie z każdego ciągu miar z
A można wybrać podciąg słabo zbieżny).

Twierdzenie 7.5. Załóżmy, że X1, X2, . . . są niezależnymi zmiennymi losowymi o warto-
ściach w przestrzeni polskiej (E, ρ) i wspólnym rozkładzie µ. Wówczas z prawdopodobień-
stwem 1 miary empiryczne µn zbiegają według rozkładu do µ.

Dowód. Niech f1, f2, . . . ∈ Cogr będzie ciągiem determinującym zbieżność według rozkładu.
Wówczas z prawdopodobieństwem 1, Eµnfk → Eµfk dla wszystkich k, co oznacza, że z
prawdopodobieństwem 1 miary µn zbiegają w M1(E) do µ.

7.3 Względna entropia miar probabilistycznych

Przypomnijmy, że jeśli µ, ν są miarami nieujemnymi na (E, E), to mówimy, że ν jest
absolutnie ciągła względem µ (co oznaczamy ν � µ), jeśli warunek µ(A) = 0 implikuje, że
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ν(A) = 0. Twierdzenie Radona-Nikodyma mówi, że jeśli µ i ν są σ-skończone (oczywiście
takie są miary probabilistyczne), to ν � µ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje gęstość ν
względem µ, tzn. taka nieujemna funkcja mierzalna dν

dµ na E, że Eνf = Eµf
dν
dµ dla dowolnej

funkcji nieujemnej mierzalnej f na E.

Definicja 7.6. Niech µ, ν będą dwiema miarami probabilistycznymi na (E, E). Określamy
entropię miary ν względem miary µ wzorem

H(ν|µ) :=

{
Eµ

dν
dµ log( dν

dµ) = Eν log( dν
dµ), jeśli ν � µ,

+∞ w przeciwnym przypadku.

Fakt 7.7. Dla dowolnych miar probabilistycznych µ oraz ν na (E, E) zachodzi H(ν|µ)  0.
Ponadto H(ν|µ) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ν = µ.

Dowód. Funkcja f(x) = x log x jest wypukła na [0,∞), więc jeśli ν � µ, to

H(ν|µ) = Eµf
(dν

dµ

)
 f

(
Eµ

dν
dµ

)
= f(1) = 0.

Ponadto, na mocy ścisłej wypukłości f , równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dν
dµ = 1

µ-p.w., czyli wtedy i tylko wtedy, gdy ν = µ.

Fakt 7.8. Dla dowolnych miar probabilistycznych µ oraz ν na (E, E) zachodzi

H(ν|µ) = sup
f∈Bogr(E)

(Eνf − log Eµe
f ),

gdzie Bogr(E) oznacza przestrzeń funkcji mierzalnych ograniczonych na (E, E).

Dowód. Załóżmy wpierw, że ν � µ. Niech g = dν
dµ . Aproksymując log g przez funkcje

ograniczone i korzystając z tego, że Eµg = 1 widzimy, że H(ν|µ) jest większe niż supremum
po prawej stronie równości z tezy.

By wykazać oszacowanie przeciwne musimy wykazać, że dla dowolnej ograniczonej funk-
cji mierzalnej

Eµg log g  Eµfg − log Eµe
f .

Ponieważ Eµg = 1, więc możemy założyć (zastępując ewentualnie f przez f − c, że Eµe
f =

1. Mamy fg − ef ¬ g log g − g dla g  0, f ∈ R, więc

Eµg log g  Eµfg −Eµe
f + Eµg = Eµfg = Eµfg − log Eµe

f .

Jeśli ν nie jest absolutnie ciągła względem µ to istnieje zbiór A ∈ E taki, że µ(A) = 0
oraz ν(A) > 0. Bierzemy fn = n1A ∈ Bogr(E) i zauważamy, że Eνfn−log Eµe

fn = nν(A)→
∞.
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Wniosek 7.9. Jeśli E jest przestrzenią metryczną, to dla dowolnych miar probabilistycz-
nych µ oraz ν na E zachodzi

H(ν|µ) = sup
f∈Cogr(E)

(Eνf − log Eµe
f ),

gdzie Cogr(E) oznacza przestrzeń funkcji ciągłych ograniczonych na E.

Dowód jest oparty na następującym lemacie, którego dowód zostawiamy jako ćwiczemie.

Lemat 7.10. Niech A będzie klasą funkcji na przestrzeni metrycznej (E, ρ), która zawiera
wszystkie ograniczone funkcje Lipschitzowskie i jest zamknięta na jednostajnie ograniczoną
zbieżność punktową (tzn. jeśli fn ∈ A jest zbieżny punktowo do f i supn supx |fn(x)| <∞,
to f ∈ A). Wówczas A zawiera wszystkie ograniczone funkcje borelowskie na E.

Dowód Wniosku 7.9. Niech

a := sup
f∈Cogr(E)

(Eνf − log Eµe
f )

oraz
A := {f ∈ Bogr(E) : Eνf − log Eµe

f ¬ a}.

Oczywiście A zawiera wszystkie ograniczone funkcje ciągłe, a z twierdzenia Lebesgue’a o
zbieżności zmajoryzowanej łatwo wynika, że A jest zamknięty ze względu na jednostajnie
ograniczoną zbieżność punktową. Zatem na mocy Lematu 7.10 Bogr(E) ⊂ A, czyli

a = sup
f∈Bogr(E)

(Eνf − log Eµe
f ) = H(ν|µ),

gdzie ostatnia równość wynika z Faktu 7.8.

Prawdziwy jest też fakt dualny do Faktu 7.8, którego dowód pozostawiamy jako ćwi-
czenie.

Lemat 7.11 (Zasada wariacyjna Gibbsa). Dla dowolnej ograniczonej z góry funkcji mie-
rzalnej f ,

log Eµe
f = sup

ν
{Eνf −H(ν|µ)}.

7.4 Twierdzenie Sanowa

Twierdzenie 7.12 (Sanow). Niech X1, X2, . . . będą niezależnymi zmiennymi losowymi o
wartościach w przestrzeni polskiej (E, ρ) i jednakowym rozkładzie µ oraz µn = 1

n

∑n
k=1 δXk .
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Wówczas
i) Dla dowolnego zbioru domkniętego F wM1(E),

lim sup
n→∞

1
n

log P(µn ∈ F ) ¬ − inf
ν∈F

H(ν|µ).

ii) Dla dowolnego zbioru otwartego G wM1(E),

lim inf
n→∞

1
n

log P(µn ∈ G)  − inf
ν∈G

H(ν|µ).

iii) Dla dowolnego zbioru borelowskiego Γ wM1(E),

− inf
ν∈int(Γ)

H(ν|µ) ¬ lim inf
n→∞

1
n

log P(µn ∈ Γ)

¬ lim sup
n→∞

1
n

log P(µn ∈ Γ) ¬ − inf
ν∈cl(Γ)

H(ν|µ).

Dowód. i) Wystarczy, że pokażemy, iż dla dowolnego 1 ¬M <∞ i ε > 0,

lim sup
n→∞

1
n

log P(µn ∈ F ) ¬ − inf
ν∈F

H(ν|µ) ∧M + 2ε. (16)

Krok I. Załóżmy najpierw, że F jest zbiorem zwartym. Ustalmy ε > 0 i M < ∞.
Oznaczmy

α = inf
ν∈F

H(ν|µ) ∧M − ε.

Na mocy Wniosku 7.9 dla dowolnego ν ∈ F możemy znaleźć ograniczoną funkcję ciągłą fν
taką, że

Eνfν  H(ν|µ) ∧M − ε− log Eµe
fν  α+ log Eµe

fν .

Oznaczmy
Gν = {λ ∈M1(E) : Eλfν > α+ log Eµe

fν − ε}
Zbiór Gν jest otwartym otoczeniem ν zatem ze zwartości F da się znaleźć taki ciąg miar
ν1, . . . , νN , że F ⊂

⋃N
k=1Gνk . Oznaczmy dla uproszczenia fνk przez fk. Wówczas

P(µn ∈ F ) ¬
N∑
k=1

P(µn ∈ Gνk) ¬
N∑
k=1

P(Eµnfk > α+ log Eµe
fk − ε).

¬
N∑
k=1

P
( n∑
i=1

fk(Xi) > n(α+ log Eµe
fk − ε)

)

=
N∑
k=1

P
(
e
∑n

i=1 fk(Xi) > en(α−ε)(Eµe
fk)n

)

=
N∑
k=1

P
(
e
∑n

i=1 fk(Xi) > en(α−ε)Ee
∑n

i=1 fk(Xi)
)
¬ Ne−n(α−ε).
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Zatem
lim sup
n→∞

1
n

log P(µn ∈ F ) ¬ −α+ ε = − inf
ν∈F

H(ν|µ) ∧M + 2ε.

Krok II. Załóżmy, że F jest dowolnym zbiorem domkniętym. Na mocy twierdzenia
Prochorowa istnieją zbiory zwarte Kl ⊂ E, l = 1, 2 . . . takie, że µ(Kl)  1−e−2l2 . Określmy

Al :=
{
ν ∈M1(E) : ν(Kl)  1− 1

l

}
, l = 1, 2, . . . .

Wówczas Al są domkniętymi podzbiorami M1(E), więc zbiór

ΛM =
∞⋂
l=M

Al

jest domknięty w M1(E). Nietrudno zauważyć, że jest to zbiór ciasny, zatem ΛM jest
zwarty w M1(E).

Szacujemy dla l = 1, 2, . . .

P(µn /∈ Al) = P
(
µn(E \Kl) >

1
l

)
= P

( n∑
i=1

1E\Kl(Xi) 
n

l

)
¬ e−2lnEe2l2

∑n

i=1 1E\Kl (Xi)

= e−2ln
(
Eµe

2l21E\Kl
)n
¬ e−2ln

(
1 + e2l2µ(E \Kl)

)n
¬ 2ne−2ln ¬ e−ln

oraz
P(µn /∈ ΛM ) ¬

∑
lM

P(µn /∈ Al) ¬
∑
lM

e−ln ¬ 2e−Mn.

Zbiór F ∩ ΛM jest zwarty, zatem na mocy Kroku I,

lim sup
n→∞

1
n

log P(µn ∈ F ∩ ΛM ) ¬ − inf
ν∈F∩ΛM

H(ν|µ) ∧M + 2ε ¬ − inf
ν∈F

H(ν|µ) ∧M + 2ε

i wobec szacowania P(µn ∈ F ) ¬ P(µn ∈ F ∩ ΛM ) + P(µn /∈ ΛM ) dostajemy (16)
ii) Ustalmy ν ∈ U takie, że H(ν|µ) <∞ (jeśli takie ν nie istnieje, to infν∈GH(ν|µ) =∞

i nierówność jest oczywista). Niech g = dν
dµ oraz Y1, Y2, . . . będą niezależnymi zmiennymi o

rozkładzie ν. Wówczas g(Yi) > 0 p.n. oraz dla dowolnej funkcji mierzalnej f na En,

Ef(Y1, . . . , Yn) = E
(
f(X1, . . . , Xn)

n∏
k=1

g(Xk)
)
.

Mamy

P (µn ∈ G)  P

(
1
n

n∑
k=1

δXk ∈ G,
n∏
k=1

g(Xk) > 0

)

= E

(
1{ 1

n

∑n

k=1 δYk∈G}

n∏
k=1

g(Yk)−1

)

 e−n(Eν log g+ε)P

(
1
n

n∑
k=1

δYk ∈ G,
1
n

n∑
k=1

log g(Yk) ¬ Eν log g + ε

)
.
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Mocne prawo wielkich liczb implikuje, że z prawdopodobieństwem 1 przy n→∞ zachodzi
1
n

∑n
k=1 log g(Yk)→ Eν log g oraz 1

n

∑n
k=1 δYk → ν słabo. Stąd z otwartości G otrzymujemy,

że dla dużych n,

P (µn ∈ G)  1
2
e−n(Eν log g+ε),

zatem
lim inf
n→∞

1
n

log P (µn ∈ G)  −Eν log g − ε = −H(ν|µ)− ε.

Przechodząc z ε do 0 i biorąc supremum prawej strony ostatniej nierówności po ν ∈ G
dostajemy tezę.

iii) wynika łatwo z i) i ii).

8 Błądzenia losowe

W tym rozdziale będziemy analizować zachowanie błądzeń losowych, tzn. procesów postaci

Sn = X1 + . . .+Xn, n  0,

gdzie X,X1, . . . są niezależnymi zmiennymi losowymi (jedno bądź wielowymiarowymi).

8.1 Twierdzenie Hewitta-Savage’a. Mocna własność Markowa.

Przy badaniu błądzeń losowych często pojawiają się zdarzenia postaci lim sup{Sn ∈ B} =
{Sn ∈ B dla nieskończenie wielu n}. Okazuje się, że prawdopodobieństwo takich zdarzeń
jest równe 0 albo 1, wynika to z ogólniejszego wyniku – prawa 0-1 Hewitta-Savage’a. Zanim
je sformułujemy i udowodnimy będziemy potrzebowali kilku definicji.

Definicja 8.1. Mówimy, że permutacja π liczb całkowitych dodatnich jest skończoną per-
mutacją, jeśli π(n) = n dla dużych n.

Dla przestrzeni mierzalnej (E, E) przez (E∞, E∞) oznaczamy jej nieskończony pro-
dukt. Każda permutacja skónczona π indukuje przekształcenie Tπ na E∞ dane wzorem
Tπ((xi)i1) := (xπ(i))i1 oraz przekształcenie T−1

π na E∞ określone jako

T−1
π (A) :=

{
x ∈ E∞ : Tπ(x) = (xπ(i))i1 ∈ A

}
.

Mówimy, że zbiór A ∈ E∞ jest permutowalny bądź niezmienniczy na skończone permu-
tacje, jeśli T−1

π (A) = A dla dowolnej skończonej permutacji π.

Twierdzenie 8.2 (Prawo 0-1 Hewitta-Savage’a). Załóżmy, że Xi są niezależnymi zmien-
nymi losowymi o jednakowym rozkładzie i wartościach w przestrzeni (E, E), zaś A ∈ E∞
jest zdarzeniem permutowalnym. Wówczas

P((X1, X2, . . .) ∈ A) ∈ {0, 1}.
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Dowód będzie korzystał z prostego lematu o σ-ciałach.

Lemat 8.3. Załóżmy, że (Fn)n1 jest wstępującym ciągiem σ-ciał oraz F := σ(
⋃
n1Fn).

Wówczas dla dowolnego ε > 0 i A ∈ F istnieją n oraz An ∈ Fn takie, że P(A4An) ¬ ε.

Dowód. Nietrudno sprawdzić, że zbiór A zdarzeń A takich, że dla każdego ε > 0 istnieją n
i An ∈ Fn spełniające P(A4An) ¬ ε tworzy σ-ciało. Oczywiście wszystkie Fn są zawarte
w A, więc F ⊂ A.

Dowód Twierdzenia 8.2. Niech Fn = En × S∞ := {A× S∞ : A ∈ En}, czyli Fn to σ-ciało
mierzalnych podzbiorów E∞ zależnych tylko od pierwszych n współrzędnych. Wówczas
E∞ = σ(

⋃
n1Fn). Niech µ oznacza miarę probabilistyczna na (E∞, E∞), która jest roz-

kładem ciągu (X1, X2 . . .).
Niech A będzie permutowalnym zdarzeniem z E∞. Na mocy Lematu 8.3 istnieją An ∈

Fn takie, że µ(A4An)→ 0. W szczególności µ(An)→ µ(A).
Niech πn oznacza permutację skończoną przeprowadzającą i na n + i dla i = 1, . . . , n

oraz A′n := T−1
πn (An). Wówczas, na mocy permutowalności, µ(A4A′n) = µ(A4An). Mamy

więc µ(A4(An ∩A′n)) ¬ µ(A4A′n) + µ(A4An)→ 0, w szczególności µ(An ∩A′n)→ µ(A).
Zdarzenie A′n zależy tylko od współrzędnych n+ 1, . . . , 2n, więc względem µ jest nie-

zależne od An. Stąd

µ(A) = limµ(An ∩A′n) = limµ(An)µ(A′n) = µ(A)2,

zatem P((X1, X2, . . .) ∈ A) = µ(A) ∈ {0, 1}.

Wniosek 8.4. Załóżmy, że Sn jest błądzeniem losowym, wówczas dla dowolnego zbioru
borelowskiego B, P(lim sup{Sn ∈ B}) jest równe 0 lub 1.

Dowód. Zauważmy, że jeśli π jest taką permutację, że π(k) = k dla k  n0, oraz An :=
{
∑n
i=1 xi ∈ B}, to T−1

π (An) = An dla n  n0. Stąd zdarzenie lim supAn jest permutowalne.

Będziemy też często korzystali z tego, że błądzenie losowe ma mocną własność Markowa,
tzn. jeśli zatrzymamy je w losowym momencie, a następnie znowu wystartujemy, to będzie
się zachowywać tak jak przesunięte błądzenie losowe.

Twierdzenie 8.5. Załóżmy, że Sn = X1 + . . .+Xn jest błądzeniem losowym oraz Fn :=
σ(X1, . . . , Xn). Wówczas dla dowolnego momentu zatrzymania τ takiego, że P(τ <∞) > 0,
ciąg (Sτ+n−Sτ )n0, warunkowany zdarzeniem τ <∞, jest błądzeniem losowym, niezależ-
nym od Fτ , o takim samy rozkładzie co (Sn).
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Dowód. Ustalmy A ∈ Fτ , wówczas A ∩ {τ = k} ∈ Fk i jest niezależne od (Xn)n>k. Stąd
dla dowolnego zbioru B ∈ (B(Rd))∞

P({(Sτ+n − Sτ )n0 ∈ B} ∩A ∩ {τ = k}) = P({(Sk+n − Sk)n0 ∈ B} ∩A ∩ {τ = k})
= P((Sk+n − Sk)n0 ∈ B)P(A ∩ {τ = k})
= P((Sn)n0 ∈ B)P(A ∩ {τ = k}).

Sumując powyższą tożsamość po k otrzymujemy

P({(Sτ+n − Sτ )n0 ∈ B} ∩A ∩ {τ <∞}) = P((Sn)n0 ∈ B)P(A ∩ {τ <∞}),

co po podzieleniu przez P(τ <∞) daje

P({(Sτ+n − Sτ )n0 ∈ B} ∩A|{τ <∞}) = P((Sn)n0 ∈ B)P(A|{τ <∞}).

8.2 Błądzenia chwilowe i powracające

Dla błądzenia losowego Sn, o wartościach w Rd, określmy miarę η liczącą ile razy błądzenie
losowe odwiedza dany zbiór wzorem

η(B) :=
∑
n0

1{Sn∈B}, B ∈ B(Rd).

Zauważmy, że
Eη(B) =

∑
n0

P(Sn ∈ B), B ∈ B(Rd).

Określmy też zbiory

A := {x ∈ Rd : Eη(B(x, r)) > 0 dla wszystkich r > 0},

M := {x ∈ Rd : Eη(B(x, r)) =∞ dla wszystkich r > 0}

oraz
R := {x ∈ Rd : η(B(x, r)) =∞ p.n. dla wszystkich r > 0}.

Twierdzenie 8.6. Dla dowolnego błądzenia losowego Sn o wartościach w Rd zachodzi
dokładnie jeden z dwóch warunków
i) P(|Sn| → ∞) = 0, A = M = R oraz zbiór ten jest domknietą podgrupą Rd;
ii) M = R = ∅ oraz |Sn| → ∞ p.n..

Błądzenie spełniające warunek i) nazywamy powracającym, zaś warunek ii) chwilowym.
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Dowód. Zauważy, że zawsze R ⊂M ⊂ A. Łatwo też widać, że A jest domkniętą półgrupą.
Rozpatrzymy dwa przypadki.

Przypadek I. P(|Sn| → ∞) < 1.
Wówczas oczywiście istnieje V <∞ takie, że P(lim sup{|Sn| < V }) > 0. Ustalmy r > 0,

ponieważ kulę B(0, V ) można pokryć skończoną liczbą kul B(xi, r/2), i = 1, . . . , N , więc
dla pewnego k, P(lim sup{Sn ∈ B(xk, r/2)}) > 0. Na mocy twierdzenia Hewitta-Savage’a,
P(lim sup{Sn ∈ B(xk, r/2)}) = 1, czyli τ := inf{n : Sn ∈ B(xk, r/2)} <∞ p.n.. Na mocy
mocnej własności Markowa dostajemy

1 = P(lim sup{Sn ∈ B(xk, r/2)}) ¬ P(lim sup{|Sτ+n − Sτ | < r}) = P(lim sup{|Sn| < r}),

stąd dostajemy, że 0 ∈ R.
Pokażemy teraz, że A ⊂ R, w tym celu ustalmy x ∈ A oraz r > 0. Niech σ :=

inf{n : |Sn − x| < r/2}. Mamy, na mocy mocnej własności Markowa,

P(lim sup{|Sn − x| < r})  P(σ <∞, lim sup{|Sσ+n − Sσ| < r/2})
= P(σ <∞)P(lim sup{|Sn| < r/2}) > 0.

Stąd z prawa 0-1 Hewitta-Savage’a i dowolności r dostajemy x ∈ R.
By zakończyć dowód w tym przypadku wystarczy wykazać −x ∈ A. Wiemy, że σ <∞

p.n., więc na podstawie mocnej własności Markowa,

P(lim sup{|Sn + x| < r}) = P(lim sup{|Sσ+n − Sσ + x| < r})
 P(lim sup{|Sσ+n| < r/2}) = P(lim sup{|Sn| < r/2}) = 1,

gdzie ostatnia równość wynia stąd, że 0 ∈ R. Zatem −x ∈ R = A.

Przypadek II. |Sn| → ∞ p.n..
Ustalmy liczby naturalne m, k, wtedy

P
(
|Sm| < r, inf

nk
|Sm+n|  r

)
 P

(
|Sm| < r, inf

nk
|Sm+n − Sm|  2r

)
= P(|Sm| < r)P

(
inf
nk
|Sn|  2r

)
.

Zdarzenie {|Sm| < r, infnk |Sm+n|  r} może się powtórzyć tylko k razy, więc

P
(

inf
nk
|Sn|  2r

) ∞∑
m=0

P(|Sm| < r) ¬ k <∞.

Ponieważ P(infnk |Sn|  2r) dąży do 1 przy k → ∞, to
∑∞
m=0 P(|Sm| < r) < ∞. Stąd

otrzymujemy, że M ∩ B(0, r) = ∅ i z dowolności r > 0, M = ∅, co implikuje też, że
R = ∅.
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Wykażemy teraz użyteczny Lemat.

Lemat 8.7. Dla dowolnego błądzenia losowego (Sn) w Rd,

∞∑
n=0

P(|Sn| < rε) ¬ (5r)d
∞∑
n=0

P(|Sn| < ε) r  1, ε > 0.

Dowód. Niech x1, . . . , xm oznacza maksymalny zbiór punktów w kuliB(0, rε) z których każ-
de dwa mają odległość przynajmniej ε/2. Wtedy kule B(xi, ε/4) są rozłączne i są zawarte w
kuli B(0, ε(r+1/4)). Stąd z porównania objętości wynika, że m(rε/4)d ¬ (ε(r+1/4))d, czyli
m ¬ (4r + 1)d ¬ (5r)d. Zatem kulę B(0, rε) można pokryć kulami otwartymi B1, . . . , Bm
o promieniu ε/2, przy czym m ¬ (5r)d.

Niech τk := inf{n : Sn ∈ Bk}. Zauważmy, że jeśli Sn ∈ Bk, to τk <∞ oraz n = τk +m
dla pewnego m  0, ponadto Sm+τk , Sτk ∈ Bn, czyli |Sm+τk−Sm| < ε. Zatem, na podstawie
mocnej własności Markowa dostajemy

∞∑
n=0

P(|Sn| < rε) ¬
m∑
k=1

∞∑
n=0

P(Sn ∈ Bk) ¬
m∑
k=1

∞∑
m=0

P(|Sm+τk − Sτk | < ε, τk <∞)

=
m∑
k=1

P(τk <∞)
∞∑
m=0

P(|Sm| < ε) ¬ (5r)d
∞∑
m=0

P(|Sm| < ε).

Wniosek 8.8. Błądzenie losowe (Sn) jest powracalne wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego
ε > 0 (równoważnie dowolnego ε > 0)

∑∞
n=0 P(|Sn| < ε) =∞.

Dowód. Jeśli błądzenie jest powracalne, to z Twierdzenia 8.6 wiemy, że 0 ∈ M , czyli∑∞
n=0 P(|Sn| < ε) =∞ dla każdego ε > 0.

Jeśli
∑∞
n=0 P(|Sn| < ε) = ∞ dla pewnego ε > 0, to z Lematu 8.7 wynika, że tak jest

dla wszystkich ε > 0, a zatem 0 ∈M .

Twierdzenie 8.9. Następujące warunki są wystarczające na to, by błądzenie losowe Sn
było powracające:
i) d = 1 oraz 1

nSn → 0 według prawdopodobieństwa;
ii) d ¬ 2, EX = 0 oraz E|X|2 <∞.

Dowód. i) Dla ε > 0 i r  1 mamy z Lematu 8.7,

∞∑
n=0

P(|Sn| < ε)  1
5r

∞∑
n=0

P(|Sn| < rε) =
1
5

∫ ∞
0

P(|Sbrtc| < rε)dt.

Na mocy Lematu Fatou

∞∑
n=0

P(|Sn| < ε)  1
5

∫ ∞
0

lim inf
r→∞

P(|Sbrtc| < rε)dt =
∫ ∞

0
1dt =∞.
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ii) Analogicznie jak w i) dostajemy

∞∑
n=0

P(|Sn| < ε)  1
25r2

∞∑
n=0

P(|Sn| < rε) =
1
25

∫ ∞
0

P(|Sbr2tc| < rε)dt.

Na mocy CTG n−1/2Sn zbiega według rozkładu do zmiennej G o rozkładzie normalnym
(być może zdegenerowanym). Łatwo widać, że istnieje c, δ > 0 takie, że P(|G| ¬ t)  ct2

dla 0 < t ¬ δ. Stąd z Lematu Fatou,

∞∑
n=0

P(|Sn| < ε)  1
25

∫ ∞
0

lim inf
r→∞

P(|Sbr2tc| < rε)dt =
1
25

∫ ∞
0

P(|G| < εt−1/2)dt

 cε2

25

∫ ∞
(ε/δ)2

t−1dt =∞.

Twierdzenie 8.10 (Chung-Fuchs). Załóżmy, że ϕ jest funkcją charakterystyczną zmiennej
X. Wówczas błądzenie Sn jest powracające wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego (równo-
ważnie dla każdego) ε > 0,

sup
0<r<1

∫
|t|¬ε

Re
(

1
1− rϕ(t)

)
dt =∞.

Uwaga 8.11. Zachodzi ϕ(−t) = ϕ(t), stąd wynika, że 1
1−rϕ(t) + 1

1−rϕ(−t) ∈ R, zatem w tezie

twierdzenia Chunga-Fuchsa można zastąpić Re( 1
1−rϕ(t)) przez 1

1−rϕ(t) .

Lemat 8.12. Dla dowolnych miar probabilistycznych µ, ν na Rd,∫
Rd
ϕµdν =

∫
Rd
ϕνdµ.

Dowód. Na mocy Twierdzenia Fubiniego∫
Rd
ϕµ(t)dν(t) =

∫
Rd

∫
Rd
ei〈t,s〉dµ(s)dν(t) =

∫
Rd

∫
Rd
ei〈t,s〉dν(t)dµ(s) =

∫
Rd
ϕν(s)dµ(s).

Dowód Twierdzenia 8.10. . Miara ν o gęstości g(x) = (1 − |x|)+ ma funkcję charaktery-
styczną ĝ(t) = ϕν(t) = 2t−2(1−cos t) (można to policzyć bezpośrednio albo zauważyć, że ν
jest splotem 2 rozkładów jednostajnych na [−1/2, 1/2]). Zatem miara produktowa o gęsto-
ści adg⊗d(ax) := ad

∏d
k=1 g(axk) ma funkcję charakterystyczną ĝ⊗d(t/a) :=

∏d
k=1 ĝ(tk/a).

Z Lematu 8.12 otrzymujemy dla a > 0,∫
Rd
ĝ⊗d(x/a)dµSn(x) = ad

∫
Rd
ϕ(t)ng⊗d(at)dt.
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Twierdzenie Fubiniego implikuje, że dla dowolnego r ∈ (0, 1),∫
Rd
ĝ⊗d(x/a)

∞∑
n=0

rndµSn(x) = ad
∫

Rd

∞∑
n=0

rnϕ(t)ng⊗d(at)dt = ad
∫

Rd

g⊗d(at)
1− rϕ(t)

dt

= ad
∫

Rd
g⊗d(at)Re

( 1
1− rϕ(t)

)
dt, (17)

gdzie ostatnia równość wynika stąd, że rozważane całki przyjmują wartości rzeczywiste.
Ustalmy ε > 0 i załóżmy, że sup0<r<1

∫
|t|¬ε Re( 1

1−rϕ(t))dt < ∞. Zauważmy, że ĝ jest
ciągłe i nie zeruje się na [−1, 1] zatem ĝ(t)  c > 0 dla |t| ¬ 1, stąd

∑
n0

P(|Sn| < δ) = sup
0<r<1

∑
n0

rnµSn(B(0, δ)) ¬ sup
0<r<1

c−d
∫

Rd
ĝ⊗d(x/δ)

∞∑
n=0

rndµSn(x)

= (δ/c)d sup
0<r<1

∫
Rd
g⊗d(δt)Re

( 1
1− rϕ(t)

)
dt.

Zauważmy, że g⊗d(δt) się zeruje poza kostką [−δ−1, δ−1]n ⊂ B(0, d1/2δ−1). Stąd przyjmując
δ = d1/2ε−1 dostajemy∑

n0

P(|Sn| < δ) ¬ C(d, ε) sup
0<r<1

∫
B(0,ε)

Re
( 1

1− rϕ(t)

)
dt <∞,

czyli błądzenie losowe jest chwilowe na mocy Wniosku 8.8.
By udowodnić przeciwną implikację zauważmy, że (na mocy twierdzenia o odwraca-

niu transformaty Fouriera) miara z gęstością (2π)−dĝ⊗d(x) ma funkcję charakterystyczną
g⊗d(t), więc analogicznie jak (17) dowodzimy, że∫

Rd
g⊗d(x/a)

∞∑
n=0

rndµSn(x) = (a/(2π))d
∫

Rd
ĝ⊗d(at)Re

( 1
1− rϕ(t)

)
dt.

Stąd, jeśli Sn jest chwilowy, to

sup
0<r<1

∫
B(0,ε)

Re
( 1

1− rϕ(t)

)
dt ¬ c−d sup

0<r<1

∫
Rd
ĝ⊗d(t/ε)Re

( 1
1− rϕ(t)

)
dt

= (2πε/c)d sup
0<r<1

∫
Rd
g⊗d(εx)

∞∑
n=0

rndµSn(x)

= (2πε/c)d sup
0<r<1

∫
|x|<d1/2/ε

g⊗d(εx)
∞∑
n=0

rndµSn(x)

¬ (2πε/c)d
∞∑
n=0

µSn(B(0, d1/2ε−1) <∞.

65



Wniosek 8.13. Ustalmy ε > 0. Wówczas błądzenie (Sn) jest powracalne, jeśli∫
|t|¬ε

Re
(

1
1− ϕ(t)

)
dt =∞

oraz chwilowe, jeśli ∫
|t|¬ε

1
1− Re(ϕ(t))

dt <∞.

W szczególności błądzenie symetryczne jest powracalne wtedy i tylko wtedy, gdy∫
|t|¬ε

1
1− ϕ(t)

dt =∞.

Wniosek 8.14. Niech (S′n) oznacza niezależną kopię błądzenia losowego (Sn). Wówczas,
jeśli (Sn) jest powracające, to (Sn − S′n) też jest powracające.

Dowody obu wniosków pozostawiamy jako proste ćwiczenie.

Twierdzenie 8.15. Jeśli nośnik zmiennej X jest więcej niż dwuwymiarowy, to błądzenie
Sn jest chwilowe.

Dowód. Załóżmy wpierw, że X jest symetryczny i ma nośnik wymiaru k > 2. Ewentualnie
obcinając błądzenie do odpowiedniej podprzestrzeni liniowej wymiaru k, możemy zakładać,
że k = d. Wówczas dla odpowiednio dużego M zmienna ograniczona XM := X1{|X|¬M} też
ma nośnik pełnowymiarowy, czyli ma niezdegenerowaną macierz kowariancji CM . Zatem
przy t→ 0

1− ϕX(t) = E(1− cos(〈t,X〉))  E[(1− cos(〈t,X〉))1{|X|¬M}] = E(1− cos(〈t,XM 〉))

= 1− ϕXM (t) =
1
2
〈CM t, t〉+ o(|t|2),

stąd istnieje δ > 0 takie, że 1− ϕX(t)  δ|t|2 dla t odpowiednio małych. Stąd dla małych
ε > 0,

sup
0<r<1

∫
|t|¬ε

1
1− rϕ(t)

dt ¬
∫
|t|¬ε

1
1− ϕ(t)

dt ¬
∫
|t|¬ε

1
δ|t|2

dt <∞,

a zatem błądzenie jest chwilowe.
W przypadku ogólnym załóżmy, że (Sn) jest powracające, wówczas (Sn − S′n) też jest

powracające, zatem X−X ′ ma nośnik wymiaru conajwyżej dwa. Wynika stąd, że X zawiera
się w pewnej przestrzeni afinicznej wymiaru 2. Jeśli ta przestrzeń nie zawiera 0, to istnieje
t ∈ Rd takie, że 〈t,X〉 = 1, co łatwo przeczy powracalności (Sn).
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8.3 Punkty drabinowe. Faktoryzacja Wienera-Hopfa

W tej części będziemy rozpatrywali błądzenia jednowymiarowe. Zacznijmy od użytecznej
definicji punktów drabinowych.

Definicja 8.16. Załóżmy, że (Sn) jest jednowymiarowym błądzeniem losowym. Określamy
indukcyjnie ciąg (τk)k0 wzorem τ0 = 0 oraz

τk := inf{n  τk−1 + 1: Sn > Sτk−1}. (18)

Moment zatrzymania τk nazywamy k-tym (wstępującym) momentem drabinowym Zmienną
Sτk nazywamy k-tą (wstępującą) wysokością drabinową, a parę (τk, Sτk) – k-tym (wstępu-
jącym) punktem drabinowym. Zamieniając w (18) nierówność > na < otrzymujemy k–te
zstępujące momenty drabinowe τ−k i odpowiadające im zstępujące wysokości drabinowe Sτ−

k

i zstępujące punkty drabinowe (τ−k , Sτ−
k

). Podobnie, zamieniając w (18) > na  (odp. ¬)
dostajemy słabe wstępujące momenty drabinowe σn, słabe wstępujące wysokości drabino-
we Sσn oraz słabe wstępujące punkty drabinowe (σn, Sσn) (odp. słabe zstępujące momenty
drabinowe σ−n , słabe zstępujące wysokości drabinowe Sσ−n oraz słabe zstępujące punkty dra-
binowe (σ−n , Sσ−n )).

Uwaga 8.17. Mamy P(τn <∞) = P(τ1 <∞)n. Ponadto, jeśli τ1 <∞ p.n., to na podstawie
mocnej własności Markowa wstępujące punkty drabinowe (τn, Sτn) tworzą dwuwymiarowe
błądzenie losowe. Podobne fakty zachodzą dla punktów zstępujących i słabych punktów
wstępujących/zstępujących.

Następny lemat o dualności mówi, że miary czasu przebywania dla procesów (Sτn)n0

(odp. (Sσn)n0) mają takie same wartości oczekiwane jak miary czasu przebywania dla
procesu (Sn)0¬n<σ−1

(odp. (Sn)0¬n<τ−1
).

Lemat 8.18. Dla dowolnego zbioru borelowskiego B

∞∑
n=0

P(Sτn ∈ B, τn <∞) =
∞∑
n=0

P(Sn ∈ B, n < σ−1 )

oraz ∞∑
n=0

P(Sσn ∈ B, σn <∞) =
∞∑
n=0

P(Sn ∈ B, n < τ−1 ).

Dowód. Udowodnimy pierwszy ze wzorów, drugi dowodzi się analogicznie. Na mocy defini-
cji momentów drabinowych wystarczy go oczywiście sprawdzić dlaB ∈ B(0,∞). Zauważmy,
że

(S1, . . . , Sn) ma ten sam rozkład co (Sn − Sn−1, . . . , Sn − S0), (19)
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zatem dla B ∈ B(0,∞),

P(min{S1, . . . , Sn−1} > 0, Sn ∈ B) = P(max{S1, . . . , Sn−1} < Sn, Sn ∈ B)

=
∑
k0

P(τk = n, Sτk ∈ B). (20)

Sumując po n  1 otrzymujemy pierwszy ze wzorów.

Fakt 8.19. Dla niezdegenerowanego jednowymiarowego błądzenia losowego (Sn) zachodzi
dokładnie jeden z trzech warunków:
i) Sn →∞ p.n., Eσ1 ¬ Eτ1 <∞ oraz Eσ−1 = Eτ−1 =∞,
ii) Sn → −∞ p.n., Eσ1 = Eτ1 =∞ oraz Eσ−1 ¬ Eτ−1 <∞,
iii) lim sup±Sn =∞ p.n. oraz Eσ1 = Eτ1 = Eσ−1 = Eτ−1 =∞.

Dowód. Istnieje takie A > −∞, że P(lim sup{Sn < A}) < 1 lub istnieje takie A < ∞, że
P(lim sup{Sn > A}) < 1 lub lim sup±Sn =∞ p.n.. W pierwszym przypadku, R ⊂ [A,∞),
stąd błądzenie jest chwilowe, czyli |Sn| → ∞ p.n.. Ponieważ, z prawa 0-1, P(lim sup{Sn <
A}) = 0, więc Sn →∞ p.n.. Analogicznie, w drugim przypadku Sn → −∞ p.n..

Załóżmy, że zachodzi drugi przypadek, czyli Sn → −∞ p.n.. Niech

Z = inf{n : σn =∞}.

Oczywiście Z < ∞ p.n., ponadto Z ma rozkład geometryczny z parametrem p = P(σ1 <
∞) < 1. Stosując drugą równość Lematu 8.18 do B = R otrzymujemy ∞ > EZ = Eτ−1 .

Jeśli lim sup±Sn = ∞ p.n., to τn < ∞ p.n. i τ−n < ∞ p.n. dla wszystkich n, więc
stosując Lemat 8.18 do B = R dostajemy Eσ1 = Eσ−1 =∞.

W kolejnym fakcie używamy konwencji, że EX = EX+ − EX− można określić, jeśli
przynajmniej jedna z wielkości EX+, EX− jest skończona

Fakt 8.20. Niech (Sn) będzie niezdegenerowanym, jednowymiarowym błądzeniem losowym
generowanym przez zmienną X.
i) jeśli EX = 0, to lim sup±Sn =∞ p.n.;
ii) jeśli 0 < EX ¬ ∞, to Sn →∞ p.n. oraz ESτ1 = Eτ1EX;
iii) jeśli EX+ = EX− =∞, to E(Sτ1 |τ1 <∞) = −E(Sτ−1 |τ

−
1 <∞) =∞.

Dowód. i) Z symetrii i Faktu 8.19 możemy zakładać, że lim supSn =∞. Gdyby Eτ1 <∞,
to na mocy tożsamości Walda ESτ1 = EXEτ1 = 0, co przeczy temu, że Sτ1 > 0 p.n.. Zatem
Eτ1 =∞, co na mocy Faktu 8.19 implikuje, że lim inf Sn = −∞.

ii) Sn →∞ na mocy MPWL, a druga równość wynika z tożsamości Walda.
iii) Wystarczy zauważyć, że Sτ11{τ1<∞}  (X1)+ oraz Sτ−1 1{τ−1 <∞} ¬ −(X1)−.

Zanim sformułujemy bardzo ważne twierdzenie Wienera-Hopfa, będziemy potrzebowali
kolejnej definicji.
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Definicja 8.21. Przez χ+ (odp. χ−, ψ+, ψ−) oznaczamy (być może zdegenerowany) roz-
kład punktu drabinowego (τ1, Sτ1) (odp. (τ−1 , Sτ−1 ), (σ1, Sσ1), (σ−1 , Sσ−1 )), tzn. dla B ∈
B(N× R),

χ+(B) = P(τ1 <∞, (τ1, Sτ1) ∈ B),

χ−(B) = P(τ−1 <∞, (τ−1 , Sτ−1 ) ∈ B),

ψ+(B) = P(σ1 <∞, (σ1, Sσ1) ∈ B),

ψ−(B) = P(σ−1 <∞, (σ−1 , Sσ−1 ) ∈ B).

Definiujemy też miary χ±n i ψ±n wzorem

χ±n (A) = χ±({n} ×A), ψ±n (A) = ψ±({n} ×A), n  1, A ∈ B(R).

Wreszcie określamy miarę χ0 na N∗ = N \ {0} jako

χ0({n}) := P(min{S1, . . . , Sn−1) > 0, Sn = 0) = P(max{S1, . . . , Sn−1) < 0, Sn = 0),

gdzie druga równość wynika z (19). Miarę χ0 będziemy też traktować jako miarę na N×R
(skoncentrowaną na N∗×{0}), zaś przez χ0

n będziemy oznaczać zarówno miarę na R równą
χ0({n})δ0 jak i liczbę χ0({n}).

Uwaga 8.22. i) Miary χ+ ,χ−, ψ+ i ψ− mają nośnik zawarty w N∗×R, ale wygodniej nam
jest je traktować jako miary na półgrupie N× R.
ii) Jeśli mamy dwie miary ρ i ρ′ na N× R to splot ρ ∗ ρ′ można określić jako

ρ ∗ ρ′(A) = ρ⊗ ρ′{((n, x), (m, y)) : (n+m,x+ y) ∈ A}

(ten splot pochodzi też obcięcia zwykłego splotu na R× R do N× R).
iii) Każdą miarę ρ na N × R można utożsamiać z ciągiem miar (ρn)n0 na R zadanych
wzorem ρn(A) = ρ({n} ×A). Przy tym utożsamienu (ρ ∗ ρ′)n =

∑n
l=0 ρl ∗ ρ′n−l.

Uwaga 8.23. Z mocnej własności Markowa łatwo wynika, że k-ty wstępujący punkt dra-
binowy (τk, Sτk) ma (być może zdegenerowany) rozkład χ∗k+ . Podobne fakty zachodzą dla
pozostałych rodzajów punktów drabinowych.

Twierdzenie 8.24 (Faktoryzacja Wienera-Hopfa). Dla dowolnego jednowymiarowego błą-
dzenia losowego zachodzą następujące tożsamości dotyczące miar na N× R:

δ0 − δ1 ⊗ µ = (δ0 − χ+) ∗ (δ0 − ψ−) = (δ0 − ψ+) ∗ (δ0 − χ−), (21)

δ0 − ψ± = (δ0 − χ±) ∗ (δ0 − χ0). (22)

Dowód. Określmy miarę ρ = (ρn)n0 na N× R wzorem ρ0 = δ0 oraz

ρn(B) = P(min{S1, . . . , Sn} > 0, Sn ∈ B).
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Zauważmy, że ρn zeruje się na (−∞, 0], ponadto dla n  1,

(ρn + ψ−n )(B) = P(min{S1, . . . , Sn−1} > 0, Sn−1 +Xn ∈ B) = ρn−1 ∗ µ(B).

Stąd
ρn + ψ−n = ρn−1 ∗ µ = (ρ ∗ (δ1 ⊗ µ))n, n  1,

zatem (po rozpatrzeniu co się dzieje dla n = 0)

ρ+ ψ− = δ0 + ρ ∗ (δ1 ⊗ µ), czyli ρ ∗ (δ0 − δ1 ⊗ µ) = δ0 − ψ−.

Zauważmy, że ze wzoru (20) dostajemy dla n  1

ρn =
∑
k1

((χ+)∗k)n =
∑
k1

n∑
l=1

χ+
l ∗ ((χ+)∗(k−1))n−l =

n∑
l=1

χ+
l ∗

∑
k1

((χ+)∗(k−1))n−l

=
n∑
l=1

χ+
l ∗ ρn−l = (χ+ ∗ ρ)n.

Rozpatrując dodatkowo n = 0 dostajemy

ρ = δ0 + χ+ ∗ ρ, czyli (δ0 − χ+) ∗ ρ = δ0.

Mamy zatem

δ0 − δ1 ⊗ µ = δ0 ∗ (δ0 − δ1 ⊗ µ) = (δ0 − χ+) ∗ ρ ∗ (δ0 − δ1 ⊗ µ) = (δ0 − χ+) ∗ (δ0 − ψ−).

Druga część równości (21) wynika z pierwszej oraz symetrii.
By udowodnić (22) zauważmy, że dla B ∈ B(0,∞) i n  1,

(χ+
n − ψ+

n + χ0
n)(B) = P(({τ1 = n} \ {σ1 = n}) ∩ {Sn ∈ B}) = P

(
max

1¬k<n
Sk = 0, Sn ∈ B

)

=
n−1∑
l=1

P
(

max
1¬k<l

Sk < 0 = Sl, max
l¬k<n

(Sk − Sl) ¬ 0, Sn − Sl ∈ B
)

=
n−1∑
l=1

P
(

max
1¬k<l

Sk < 0 = Sl

)
P
(

max
k<n−l

Sk ¬ 0, Sn−l ∈ B
)

=
n−1∑
l=1

χ0
l χ

+
n−l(B) = (χ0 ∗ χ+)n(B).

Łatwo sprawdzić, że dla B ⊂ (−∞, 0] (χ+
n − ψ+

n + χ0
n)(B) = 0 = (χ0 ∗ χ+)n(B). Stąd

χ+−ψ+ +χ0 = χ0 ∗χ+, co dowodzi „plusowej” części (22). Część „minusową” dowodzimy
podobnie.
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Twierdzenie 8.25. Jeśli (Sn) jest niezdegenerowanym, jednowymiarowym błądzeniem lo-
sowym, to dla |s| < 1 i u  0 zachodzą wzory

E
[
sτ1 exp(−uSτ1)1{τ1<∞}

]
= 1− exp

(
−
∞∑
n=1

sn

n
E
[
e−uSn1{Sn>0}

])
.

oraz

E
[
sσ1 exp(−uSσ1)1{σ1<∞}

]
= 1− exp

(
−
∞∑
n=1

sn

n
E
[
e−uSn1{Sn0}

])
.

Dowód. Określmy

F (s, t) := E
[
sτ1 exp(itSτ1)1{τ1<∞}

]
, G(s, t) := E

[
sσ
−
1 exp(itSσ−1 )1{σ−1 <∞}

]
.

Całkując funkcję N× R 3 (n, x) 7→ sn exp(itx) względem obu stron (21) dostajemy

1− sϕµ(t) = (1− F (s, t))(1−G(s, t)), dla |s| < 1, t ∈ R.

Logarytmując obie strony i rozwijając w szereg Taylora otrzymujemy∑
n1

1
n

(sϕµ(t))n =
∑
n1

1
n
F (s, t)n +

∑
n1

1
n
G(s, t)n.

Ustalmy s ∈ (−1, 1), wówczas zauważamy, że obie strony powyższej równości są transfor-
matami Fouriera miar (ze znakiem dla s < 0) na R, stąd te miary muszą się pokrywać,
tzn. ∑

n1

1
n
snµ∗n =

∑
n1

1
n

∑
k1

skχ+
k

∗n +
∑
n1

1
n

∑
k1

skψ−k

∗n .
Zauważmy, że pierwsza z miar po prawej stronie równości ma nośnik w (0,∞) a druga w
(−∞, 0]. Ustalając u  0 i całkując funckję R 3 t → exp(−ut)1t>0 względem obu stron
dostajemy

∑
n1

sn

n
E
[
e−uSn1{Sn>0}

]
=
∑
n1

1
n

(
Esτ1 exp(−uSτ1)1{τ1<∞}

)n
= − ln

(
1−Esτ1 exp(−uSτ1)1{τ1<∞}

)
.

Wzór dla słabego punktu drabinowego dowodzimy analogicznie.

Wniosek 8.26. Dla dowolnego jednowymiarowego błądzenia losowego (Sn),

P(τ1 =∞) =
1

Eσ−1
= exp

−∑
n1

1
n

P(Sn > 0)

 ,
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P(σ1 =∞) =
1

Eτ−1
= exp

−∑
n1

1
n

P(Sn  0)

 ,
Ponadto, każdy z następujących warunków jest równoważny temu, że Sn → −∞ p.n.:∑

n1

1
n

P(Sn > 0) <∞,
∑
n1

1
n

P(Sn  0) <∞.

Dowód. Biorąc w Lemacie 8.18 B = R i korzystając z tego, że P(τn < ∞) = P(τ1 < ∞)n

oraz P(σn <∞) = P(σ1 <∞)n dostajemy pierwsze z równości z obu wzorów. Przyjmując
w Twierdzeniu 8.25 u = 0 i biorąc s→ 1− dostajemy drugie części wzorów na P(τ1 =∞)
i P(σ1 =∞).

Stąd też mamy, że zbieżność szeregów z ostatniej części Twierdzenia jest równoważna
P(τ1 = ∞) > 0 bądź P(σ1 = ∞) > 0, a oba te fakty są równoważne temu, że Sn → −∞
p.n..

9 Elementy teorii odnowienia

W tej części będziemy rozważać jednowymiarowe błądzenia losowe z niekoniecznie zerowym
warunkiem początkowym, tzn. błądzenia postaci

Sn = S0 +X1 + . . .+Xn, n  0,

gdzie S0, X1, . . . są niezależnymi zmiennymi losowymi, przy czym zmienneXi mają jednako-
wy rozkład. Rozkład (Sn)n0 zależy wtedy od dwóch parametrów - rozkładu poczatkowego
zmiennej S0 i rozkładu zmiennych Xi, które będziemy dalej oznaczać przez ν i µ.

Przez η oznaczamy proces czasu przebywania, tzn. miarę losową na R daną jako

η =
∑
n0

δSn .

W przypadku, gdy błądzenie jest nieujemne, η nazywa się również procesem odnowienia.
Miarę (deterministyczną) Eη nazywamy intensywnością procesu czasu przebywania/miarą
czasu przebywania (miarą odnowienia w przypadku nieujemnym). Mamy

Eη(B) =
∑
n0

P(Sn ∈ B) oraz Eη = ν ∗
∑
n0

µ∗n.

Będziemy rozważali chwilowe błądzenia losowe. Wówczas, jak wiemy z poprzednich
rozważań, |Sn| → ∞ p.n. , η jest z prawdopodobieństwem 1 lokalnie skończoną miarą na
R, zaś Eη lokalnie skończoną miarą na R (lokalna skończoność Eη wynika z Wniosku 8.8).
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9.1 Stacjonarne procesy odnowienia

Definicja 9.1. Dla miary α na R i t  0 przez θtα będziemy oznaczali miarę α przesuniętą
o t i obciętą do R+ = [0,∞), tzn.

θtα(B) := α(B + t) dla B ∈ B(R+).

Powiemy, że proces czasu przebywania η jest stacjonarny na R+, jeśli θtη ma ten sam
rozkład, co θ0η dla dowolnego t  0.

Uwaga 9.2. Zauważmy, że θ0α to obcięcie α do R+.

Kluczowa jest kolejna uwaga – będzie ona podstawą do sprawdzania stacjonarności pro-
cesu czasu przebywania. Wiąże się ona z nazwą teorii odnowienia – wielokrotnie będziemy
bowiem rozważali momenty zatrzymania τ i nowe (odnowione) błądzenia losowe (Sτ+n)n0,
które, na mocy mocnej własności Markowa, też są błądzeniami losowymi, o takim samym
rozkładzie przyrostów co (Sn).

Uwaga 9.3. Dla t  0 oznaczmy σ(t) := inf{n : Sn  t}. Wówczas θtη ma ten sam rozkład
co θ0ηt, gdzie ηt jest miarą czasu przebywania dla błądzenia losowego (Sσ(t)+n − t).

Dowód. Dla zbioru borelowskiego B ⊂ R+ zachodzi B + t ⊂ [t,∞) zatem

θtη(B) = η(B + t) =
∑
n0

1{Sn∈B+t} =
∑

nσ(t)

1{Sn∈B+t} =
∑
m0

1{Sσ(t)+m−t∈B} = θ0ηt(B).

Przez λ będziemy oznaczać miarę Lebesgue’a na R+. Łatwo udowodnić, że jeśli α jest
lokalnie skończoną miarą na R+, niezmienniczą na przesunięcia z R+, to α = aλ dla
pewnego a  0.

Fakt 9.4. Załóżmy, że błądzenie losowe ma przyrosty nieujemne o rozkładzie µ na R+

i średniej c. Wówczas istnieje rozkład początkowy ν na R+ taki, że proces odnowienia η
jest stacjonarny wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < c < ∞. Ponadto, gdy η jest stacjonarny, to
Eη = c−1λ oraz ν = c−1(δ0 − µ) ∗ λ, czyli

ν[0, t] = c−1
∫ t

0
µ(s,∞)ds, t  0. (23)

Dowód. Mamy

Eη =
∑
n0

ν ∗ µ∗n = ν + µ ∗
∑
n0

ν ∗ µ∗n = ν + µ ∗Eη,

stąd
ν = (δ0 − µ) ∗Eη. (24)
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Jeśli η jest stacjonarny, to Eη jest niezmienniczą na przesunięcia, lokalnie skończoną
miarą na R+, zatem Eη = aλ dla pewnego a  0. Zatem ν = a(δ0−µ) ∗λ, skąd wynika, że

ν[0, t] = aλ[0, t]− aµ ∗ λ[0, t] = aλ[0, t]− a
∫ t

0
µ([0, t]− s)ds = aλ[0, t]− a

∫ t

0
µ[0, t− s]ds

= a

∫ t

0
ds− a

∫ t

0
µ[0, s]ds = a

∫ t

0
µ(s,∞)ds,

czyli zachodzi równość (23) z c−1 zastąpionym przez a. Biorąc t → ∞ dostajemy 1 = ac,
zatem a = c−1, w szczególności c <∞.

Na odwrót załóżmy, że 0 < c <∞ i ν = c−1(δ0 − µ) ∗ λ (tzn. zachodzi (23)). Mamy

Eη = ν ∗
∑
n0

µ∗n = c−1(δ0 − µ) ∗ λ ∗
∑
n0

µ∗n = c−1λ ∗

∑
n0

µ∗n −
∑
n1

µ∗n

 = c−1λ.

W szczególności θtEη = Eη. Ustalmy t > 0, niech σ(t) := inf{n : Sn  t}. Na mocy mocnej
własności Markowa, (Sσ(t)+n − t)n0 jest błądzeniem losowym o rozkładzie przyrostów µ
i pewnym rozkładzie początkowym νt, ponadto proces odnowienia dla tego błądzenia to
θtη. Z wzoru (24) dostajemy

νt = (δ0 − µ) ∗Eθtη = (δ0 − µ) ∗ θtEη = (δ0 − µ) ∗Eη = ν,

co oznacza, że (Sσ(t)+n − t)n0 ma ten sam rozkład, co (Sn)n0, zatem proces odnowienia
η jest niezmienniczy.

Kolejny wynik jest uogólnieniem drugiej części poprzedniego faktu na przypadek błą-
dzeń dla których µ ma dodatnią wartość oczekiwaną, ale nie musi mieć nośnika w R+.

Fakt 9.5. Załóżmy, że miara probabilistyczna µ na R ma średnią c ∈ (0,∞). Niech µ̃ będzie
rozkładem pierwszej wysokości drabinowej dla błądzenia startującego z zera o przyrostach
z rozkładem µ, zaś c̃ oznacza średnią µ̃. Określmy miarę probabilistyczną ν na R+ wzorem

ν̃[0, t] = c̃−1
∫ t

0
µ̃(s,∞)ds, t  0.

Wówczas błądzenie losowe (Sn) o rozkładzie początkowym ν̃ i rozkładzie przyrostów µ ma
stacjonarny proces czasu przebywania η, ponadto Eη = c−1λ.

Dowód. Na mocy MPWL S0
n := Sn − S0 → ∞ p.n., stąd na mocy Faktów 8.19 i 8.20

czasy drabinowe τn oraz wysokości drabinowe S0
τn = Sτn − S0 dla błądzenia (S0

n) mają
skończone wartości oczekiwane. Niech Hn = Sτn , wówczas Hn jest błądzeniem losowym
o nieujemnych przyrostach i rozkładzie początkowym ν̃ – zatem z Faktu 9.4 wynika, że
proces odnowy dla tego błądzenia ξ =

∑
n δHn jest stacjonarny. Ustalmy t  0 i niech

σ(t) := inf{n : Sn  t} oraz τ(t) := inf{n : Hn  t}. Wówczas ze stacjonarności i wzoru
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(24) wynika, że Sσ(t)− t = Hτ(t)− t ma też rozkład ν̃, a stąd i z mocnej własności Markowa
dostajemy, że błądzenie (Sσ(t)+n − t)n ma ten sam rozkład co (Sn). Stąd otrzymujemy θtη
ma ten sam rozkład co θ0η, czyli postulowaną stacjonarność η.

By zidentyfikować Eη, niech ηn :=
∑τn+1−1
k=τn δSk−Hn będzie procesem czasu przebywania

dla ciągu (Sk−Hn)τn¬k<τn+1 . Wówczas, na mocy mocnej własności Markowa, zmienna Hn

jest niezależna od procesu ηn i wszystkie ηn mają ten sam rozkład. Zatem

Eη = E
∑
n

ηn ∗ δHn =
∑
n

Eηn ∗EδHn = Eη0 ∗E
∑
n

δHn = Eη0 ∗Eξ.

Na mocy Faktu 9.4 Eξ = c̃−1λ. Ponadto Eη0(0,∞) = 0 i c̃ = cEτ1. Stąd dla dowolnego
B ∈ B(R+),

Eη(B) =
∫

(−∞,0]
c̃−1λ(B − t)dEη0(t) = c̃−1λ(B)Eη0(R−) = c̃−1λ(B)Eτ1 = c−1λ(B).

9.2 Twierdzenie odnowienia

Przejdziemy teraz do analizy zachowania asymptotycznego θtη i θtEη przy t → ∞. By
móc sformułować stosowne twierdzenie będziemy musieli wprowadzić odpowiednie pojęcia
zbieżności miar lokalnie skończonych (losowych bądź deterministycznych).

Definicja 9.6. Załóżmy, że ν, ν1, ν2, . . . są lokalnie skończonymi miarami na R+. Powiemy,
że νn zbiega słabo do ν (ozn. νn

v→ ν), jeśli
∫
fdνn zbiega do

∫
fdν dla dowolnej funkcji

ciągłej f na R+ o nośniku zwartym.
Podobnie, jeśli η, η1, η2, . . . są losowymi lokalnie skończonymi miarami na R+, to mówi-

my, że ηn zbiega według rozkładu do η (ozn. ηn
d→ η) , jeśli

∫
fdηn zbiega według rozkładu

do
∫
fdη dla dowolnej funkcji ciągłej f na R+ o nośniku zwartym.

Uwaga 9.7. Dla miar probabilistycznych słabą zbieżność definiuje się jako zbieżność całek
funkcji ciągłych ograniczonych, bez założenia o zwartości nośnika (taką zbieżność będziemy
oznaczać przez w→). Jeśli νn i ν są miarami probabilistycznymi, to νn

v→ ν wtedy i tylko
wtedy, gdy νn

w→ ν, co upoważnia nas do użycia tej samej nazwy (w języku angielskim
używa się czasem pojęć vague oraz weak convergence). Zauważmy, że w sensie wprowadzonej
powyżej definicji granica miar probabilistycznych nie musi być probabilistyczna, np. δn

v→
0.

Uwaga 9.8. Postępując jak w przypadku słabej zbieżności miar probabilistycznych dowo-
dzimy, że νn

v→ ν wtedy i tylko wtedy, gdy νn[0, x] → ν[0, x] dla wszystkich x  0 takich,
że ν({x}) = 0.

Definicja 9.9. Mówimy, że miara µ na R jest niearytmetyczna, jeśli grupa addytywna
generowana przez supp(µ) jest gęsta w R.
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Uwaga 9.10. Nietrudno wykazać, że rozkład µ jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje δ > 0 taka, że supp(µ) ⊂ δZ.

Używamy też konwencji, że zmienna X (bądź jej rozkład) ma średnią c ∈ [−∞,∞],
jeśli przynajmniej jedna z wielkości EX+,EX− jest skończona oraz c = EX+ −EX−.

Twierdzenie 9.11 (Dwustronne twierdzenie odnowienia - Blackwell, Feller, Orey). Za-
łóżmy, że η jest procesem czasu przebywania dla jednowymiarowego błądzenia losowego o
rozkładzie początkowym ν i rozkładzie przyrostów µ oraz, że µ jest niearytmetyczny o śred-
niej c ∈ [−∞,∞] \ {0}. Dla 0 < c <∞ oznaczmy przez η̃ stacjonarny proces przebywania
dla błądzenia z rozkładem przyrostów µ i rozkładem początkowym ν̃ zadanym przez Fakt
9.5, zaś dla innych c przyjmijmy, że η̃ = 0. Wówczas przy t→∞,
i) θtη

d→ η̃,
ii) θtEη

v→ Eη̃ = max{c−1, 0}λ.

Dowód będzie oparty na dwóch lematach. Pierwszy jest prostym ogólnym faktem dla
błądzeń chwilowych.

Lemat 9.12. Niech η będzie miarą czasu przebywania dla chwilowego błądzenia losowego
(Sn) na Rd z dowolnym rozkładem początkowym, zaś B będzie ograniczonym zbiorem bo-
relowskim w Rd. Wówczas rodzina zmiennych losowych (η(B + x))x∈Rd jest jednostajnie
całkowalna.

Dowód. Ustalmy x ∈ Rd i określmy τ := inf{t  0: Sn ∈ B+x}. Niech η0 będzie procesem
czasu przebywania dla niezależnego błądzenia losowego o tym samym rozkładzie przyrostów
co Sn, ale startującego z zera. Z mocnej własności Markowa wynika, że η(B + x) ma ten
sam rozkład co η0(B+x−Sτ )1{τ<∞}, a ta ostatnia zmienna się szacuje przez η0(B−B). Z
chwilowości bładzenia i ograniczoności B −B wynika, że Eη0(B −B) <∞ (Wniosek 8.8),
co łatwo implikuje jednostajną całkowalność rozważanej rodziny.

Zanim sformułujemy drugi lemat, przywołajmy pojawiający się w dowodzie stacjonar-
ności procesu czasu przebywania rozkład νt zmiennej Sσ(t)−t, gdzie σ(t) := inf{n : Sn  t}.
Okazuje się, że, przy odpowiednich założeniach, rozkład ten zbiega słabo do rozkładu ν̃
określonego w Fakcie 9.5.

Lemat 9.13. Jeśli miara µ przyrostów błądzenia losowego jest niearytmetyczna i ma śred-
nią c ∈ (0,∞), to νt

w→ ν̃ przy t→∞.

Dowód lematu opiera się na idei parowania (ang. coupling) błądzeń losowych, a poza
tym wymaga pewnych dodatkowych pomysłów, które mogą nieco utrudnić jego zrozumie-
nie. Dlatego najpierw wykażemy go przy nieco mocniejszym założeniu o niearytmetyczności
rozkładu X1 −X2.
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Dowód lematu 9.13 przy założeniu niearytmetyczności rozkładu X1 −X2. Wybierzmy nie-
zależne zmienne S0, S

′
0, X1, X

′
1, X2, X

′
2, . . . takie, że Xi oraz X ′i mają rozkład µ, S0 rozkład

ν, a S′0 rozkład ν̃. Połóżmy

Sn = S0 +
n∑
i=1

Xi, S′n = S′0 +
n∑
i=1

X ′i, oraz S̃n := S′n − Sn

Wówczas przyrosty błądzenia (S̃n) mają średnią zero oraz (zgodnie z naszym założeniem)
rozkład niearytmetyczny. Ustalmy ε > 0 i określmy moment zatrzymania

τ := inf{n : S̃n ∈ [0, ε]},

Na mocy Twierdzeń 8.6 i 8.9i) ciąg S̃n jest zatem z prawdopodobieństwem 1 gęsty w R, w
szczególności τ <∞ p.n.

Na mocy mocnej własności Markowa błądzenia (Sτ+n−Sτ ) i (S′τ+n−S′τ ) mają ten sam
rozkład, ponadto oba są niezależne od (S′k1{k¬τ}). Zatem, jeśli określimy

S′′n := S′n1{n<τ} + [S′τ + (Sn − Sτ )]1{nτ},

to otrzymamy błądzenie (S′′n) o tym samym rozkładzie co (S′n). Ponadto

(S′′n − Sn)1{nτ} = (S′τ − Sτ )1{nτ} ∈ [0, ε], czyli Sn ¬ S′′n ¬ Sn + ε dla n  τ.

Miara νt jest rozkładem Sσ(t) − t, zaś ze względu na stacjonarność ν̃ = ν̃t jest rozkładem
dla S′′σ′′(t) − t, gdzie σ′′(t) := inf{n : S′′n  t}. Niech Z := maxk¬τ max{Sk, S′k}, czyli
{Z < t} = {σ(t), σ′′(t) > τ}. Mamy zatem dla x > 0,

νt[0, x]−P(Z  t) ¬ P(Sσ(t) − t ∈ [0, x], Z < t}
¬ P(Sσ(t) − t ∈ [0, x], S′′k ¬ t+ ε dla k < σ(t), S′′σ(t) − t ∈ [0, x+ ε])

¬ P(S′′σ′′(t) − t ∈ [0, x+ ε]) = ν̃[0, x+ ε]

oraz

ν̃[ε, x]−P(Z  t) ¬ P(S′′σ′′(t) − t ∈ [ε, x], Z < t}
¬ P(S′′σ′′(t) − t ∈ [ε, x], Sk < t dla k < σ′′(t), Sσ′′(t) − t ∈ [0, x])

¬ P(Sσ(t) − t ∈ [0, x]) = νt[0, x].

Stąd
ν̃[ε, x]−P(Z  t) ¬ νt[0, x] ¬ ν̃[0, x+ ε] + P(Z  t).

Zatem
ν̃[ε, x] ¬ lim inf

t→∞
νt[0, x] ¬ lim sup

t→∞
νt[0, x] ¬ ν̃[0, x+ ε].

Biorąc ε→ 0 i korzystając z tego, że ν̃{0} = 0 dostajemy νt[0, x]→ ν̃[0, x] dla wszystkich
x.
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Dowód Lematu 9.13 w pełnej ogólności. Niech S0, S
′
0, X1, ε1, X2, ε2, . . . będą niezależnymi

zmiennymi losowymi takimi, że S0 ma rozkład ν, S′0 rozkład ν̃, zmienne Xk rozkład µ oraz
P(εk = ±1) = 1/2. Rozważmy błądzenie losowe

S̃n = S′0 − S0 −
n∑
k=1

εkXk, n = 0, 1, . . . .

Wówczas przyrost błądzenia (S̃n) ma rozkład niearytmetyczny o średniej zero, stąd na mocy
Twierdzeń 8.6 i 8.9i) ciąg S̃n jest z prawdopodobieństwem 1 gęsty w R. W szczególności
dla dowolnego ε > 0 moment zatrzymania τ := inf{n : S̃n ∈ [0, ε]} jest p.n. skończony.

Określmy ε′k := (−1)1{k¬τ}εk. Sprawdzamy, że ciąg (ε′k) jest tak jak (εk) ciągiem nie-
zależnych symetrycznych zmiennych losowych o wartościach ±1, niezależnych od S0, S

′
0 i

Xk. Niech κ1 < κ2 < . . . będą kolejnymi wartościami k dla których εk = 1, podobnie
zdefiniujmy ciąg κ′1 < κ′2 < . . . poprzez zmienne ε′k. Łatwo zauważyć, że ciągi

Sn = S0 +
∑
j¬n

Xκj , S′n = S′0 +
∑
j¬n

Xκ′j

są błądzeniami losowymi o rozkładzie przyrostów µ i rozkładzie początkowym równym
odpowiednio ν i ν̃. Określmy

τ± =
∑
k¬τ

1{εk=±1}.

Jak łatwo sprawdzić
S′τ−+n − Sτ++n = S̃τ ∈ [0, ε].

Ponieważ νt jest rozkładem pierwszej nieujemnej wartości Sn − t, zaś ze względu na sta-
cjonarność ν̃ = ν̃t jest podobnym rozkładem dla S′n − t, więc, podobnie jak w poprzednim
dowodzie,

ν̃[ε, x]−P(Z  t) ¬ νt[0, x] ¬ ν̃[0, x+ ε] + P(Z  t)

gdzie Z := max{maxk¬τ− S
′
k,maxk¬τ+ Sk}. Biorąc t → ∞, a potem ε → 0 i korzystając z

tego, że ν̃{0} = 0 dostajemy νt[0, x]→ ν̃[0, x] dla wszystkich x przy t→∞.

Dowód Twierdzenia 9.11. Przypadek I. c < ∞. Zauważmy, że z Lematu 9.12 wynika, że
zmienne Xt(f) =

∫
fdθtη są jednostajnie całkowalne dla dowolnej funkcji ciągłej o nośniku

zwartym. Stąd zbieżność Xt(f) według rozkładu implikuje zbieżność wartości oczekiwa-
nych, zatem wystarczy udowodnić i).

Jeśli c < 0, to Sn → −∞ p.n., czyli supSn < ∞ p.n., ponadto θtη = 0 dla t > supSn,
więc i) jest w tym przypadku oczywista. Jeśli 0 < c <∞, to z Lematu 9.13 νt

w→ ν̃, możemy
zatem skonstruować zmienne Yt i Y o rozkładzie równym odpowiednio νt i ν̃, takie, że Yt
zbiega do Y punktowo. Niech η0 będzie procesem czasu przebywania dla, niezależnego od
Y i Yt, błądzenia losowego (S′n) o przyrostach µ startującego z 0.
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Ustalmy funkcję ciągłą f na R+ o nośniku zwartym i przedłużmy ją na R kładąc
f(x) = 0 dla x < 0. Zauważmy, że f(Yt + x) → f(Y + x) poza zbiorem {x = −Y } (gdyż
f jest ciągła poza zerem). Ponadto Eη0({−Y }) =

∑
n0 P(Y = −S′n) = 0, gdyż rozkład Y

jest bezatomowy, zaś S′n jest niezależne od Y . Stąd η0({−Y }) = 0 p.n.. Z mocnej własności
Markowa dostajemy∫

fdθtη
d=
∫
f(Yt + x)dη0(x)→

∫
f(Y + x)dη0(x) d=

∫
fdη̃,

gdzie zbieżność na zbiorze η0({−Y }) = 0 wynika z twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności
zmajoryzowanej.

Przypadek II. c =∞. Tu wystarczy udowodnić ii) (zbieżność średnich zmiennych nieujem-
nych do zera implikuje zbieżność tych zmiennych do 0 wg prawdopodobieństwa, a więc i
wg rozkładu).

Załóżmy wpierw, że miara µ jest skoncentrowana na R+ i ν = δ0, czyli błądzenie
staruje z zera i jest niemalejące. Ustalmy u > 0 i połóżmy I = [0, u]. Na mocy Lematu
9.12, a := sup Eη(I + t) < ∞. Określmy b := lim supt→∞Eη(I + t) i wybierzmy tk → ∞
takie, że Eη(I + tk) → b. Zauważmy, że dla ustalonego m  0, µ∗m(I + tk) → 0 przy
k →∞, więc

µ∗m ∗Eη(I + tk) = Eη(I + tk)−
m−1∑
l=0

µ∗l(I + tk)→ b dla m = 0, 1, . . . .

Dla dowolnego B ∈ B(R+) mamy

lim inf
k→∞

Eη(I −B + tk)µ∗m(B)  lim inf
k→∞

∫
B

Eη(I − x+ tk)dµ∗m(x)

= lim inf
k→∞

(
µ∗m ∗Eη(I + tk)−

∫
Bc

Eη(I − x+ tk)dµ∗m(x)
)

= b− lim sup
k→∞

∫
Bc

Eη(I − x+ tk)dµ∗m(x)

 b−
∫
Bc

lim sup
k→∞

Eη(I − x+ tk)dµ∗m(x)

 b−
∫
Bc
bdµ∗m(x) = bµ∗m(B).

gdzie przedostatnia nierówność wynika z Lematu Fatou (zastosowanego do fukcji nieujem-
nych a−Eη(I − x+ tk)). Dodając stronami po wszystkich m  0 dostajemy

lim inf
k→∞

Eη(I −B + tk)  b, jeśli Eη(B) > 0. (25)

Ustalmy teraz h1 > h2 > 0 takie, że µ(h2, h1) > 0, wtedy dla dowolnego r > 0,

Eη(r, r + h1] =
∑
n1

P(Sn ∈ (r, r + h1])  P(Xk ∈ (h2, h1) dla 1 ¬ k ¬ 1 + dr/h2e) > 0.
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Niech J = [0, s) oraz s = u+ h1, stosując (25) dla B = (r − h1, r] dostajemy dla r > h1,

lim inf
k→∞

Eη(J + tk − r)  b.

Z tożsamości δ0 = (δ0 − µ) ∗Eη wynika

1 = δ0[0, tk] =
∫

[0,tk]
µ(tk − x,∞)dEη(x) =

∑
n1

∫
[tk−ns,tk−(n−1)s)

µ(tk − x,∞)dEη(x)


∑
n1

µ(ns,∞)Eη(J + tk − ns).

Biorąc k → ∞ dostajemy 1  b
∑
n1 µ(ns,∞). Z założenia o nieskończonej średniej µ

dostajemy b = 0, czyli θtEη([0, u])→ 0, co oznacza, że θtEη
v→ 0.

W przypadku, gdy ν jest dowolne, a µ niekoniecznie jest skoncentrowane na R+, na mo-
cy mocnej własności Markowa mamy Eη = ν ∗Eξ ∗Eκ, gdzie κ jest procesem przebywania
dla wysokości drabinowych błądzenia (Sn − S0), a ξ procesem przebywania dla błądzenia
(Sn − S0) przed pierwszą wysokością drabinową τ1. Zauważmy, że pierwsza wysokość dra-
binowa (Sn − S0) ma nieskończoną wartość oczekiwaną, stąd z rozpatrzonego poprzednio
przypadku θtEκ → 0. Ponadto Eξ(R) = Eτ1 < ∞, więc ν ∗ Eξ jest miarą skończoną i
dostajemy łatwo θtEη

v→ 0.

9.3 Równanie odnowienia. Asymptotyka rozwiązania

Definicja 9.14. Funkcję f na R+ nazywamy regularną funkcją schodkową, jeśli ma postać

f =
∞∑
j=1

aj1[(j−1)h,jh)

dla pewnego h > 0 i a1, a2, · · · ∈ R. Mówimy, że funkcja mierzalna f na R+ jest bezpośrednio
całkowalna w sensie Riemanna, jeśli

∫∞
0 |f(x)|dx <∞ oraz istnieją ciągi (f±n ) regularnych

funkcji schodkowych takie, że

f−n ¬ f ¬ f+
n oraz

∫ ∞
0

(f+
n (x)− f−n (x))dx→ 0.

Uwaga 9.15. i) Funkcje ciągłe o zwartym nośniku, funkcje monotoniczne z L1(R+) są
bezpośrednio całkowalne w sensie Riemanna.
ii) Funkcje o nośniku zawartym w przedziale skończonym [0, x] są bezpośrednio całkowalne
w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy są całkowalne w sensie Riemanna na [0, x].

Wniosek 9.16. Załóżmy, że µ 6= δ0 jest miarą probabilistyczną na R+, µ̄ :=
∑
n0 µ

∗n,
zaś f jest lokalnie ograniczoną mierzalną funkcją na R+. Wówczas równanie F = f +F ∗µ
ma jednoznaczne lokalnie ograniczone rozwiązanie dane wzorem F = f ∗ µ̄. Ponadto, jeśli
f jest bezpośrednio całkowalna w sensie Riemanna oraz µ jest niearytmetyczne ze średnią
c ∈ (0,∞], to F (t)→ c−1 ∫∞

0 fdλ przy t→∞.
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Dowód. Iterując równanie odnowienia F = f + F ∗ µ dostajemy

F =
n−1∑
k=0

f ∗ µ∗k + F ∗ µ∗n, n = 1, 2, . . . . (26)

Ze słabego prawa wielkich liczb wynika, że dla t  0, µ∗n[0, t] → 0 przy n → ∞. Stąd dla
lokalnie ograniczonej funkcji F dostajemy, że F ∗ µ∗n zbiega punktowo do 0. Jeśli F i f są
lokalnie ograniczone, to przechodząc w (26) z n→∞ i korzystając z twierdzenia Fubiniego
dostajemy

F =
∞∑
k=0

f ∗ µ∗k = f ∗
∞∑
k=0

µ∗k = f ∗ µ̄.

Na odwrót zauważmy, że jeśli f jest lokalnie ograniczone, to f ∗ µ̄ też takie jest oraz

f + f ∗ µ̄ ∗ µ = f + f ∗
∞∑
k=1

µ∗k = f ∗ µ̄,

czyli F = f ∗ µ̄ jest rozwiązaniem równania odnowy.
Załóżmy teraz, że rozkład µ jest niearytmetyczny. Jeśli f =

∑∞
j=1 aj1[(j−1)h,jh) jest

regularną, całkowalną funkcją schodkową, to z Twierdzenia 9.11 i twierdzenia Lebesgue’a
o zbieżności zmajoryzowanej (majorantą µ̄(s, s+ h] jest µ̄[0, h] <∞) dostajemy

F (t) =
∫ t

0
f(t− s)dµ̄(s) =

∑
j1

ajµ̄((0, h] + t− jh)→
∑
j1

ajc
−1h = c−1

∫
fdλ.

W przypadku, gdy f jest bezpośrednio całkowalna w sensie Riemanna to na mocy definicji
istnieją regularne, całkowalne funkcje schodkowe f±n takie, że f−n ¬ f ¬ f+

n oraz
∫

(f+
n (x)−

f−n (x))dλ→ 0. Mamy oczywiście

(f−n ∗ µ̄)(t) ¬ F (t) ¬ (f+
n ∗ µ̄)(t), t  0, n = 1, 2, . . . .

Biorąc wpierw t→∞ a potem n→∞ dostajemy F (t)→ c−1 ∫∞
0 fdλ.
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