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Ponizsze notatki powstaja na podstawie wyktadu monograficznego z Rachunku Praw-
dopodobienstwa 3, prowadzonego w semestrze wiosennym 2021/22. Celem wykladu jest
przedstawienie faktow dotyczacych sum niezaleznych zmiennych losowych, ktére znajduja
sie¢ w szeroko pojetym kanonie wspodlczesnej probabilistyki, a dla ktérych zabraklo miej-
sca w kursowych wyktadach z rachunku prawdopodobienistwa. Gtéwny nacisk starano sie
polozy¢ na przypadek jednowymiarowy, ale pewna cze$¢ wynikéw dotyczy sum wektoréw
losowych.

Oczywiscie w semestralnym wyktadzie nie sposéb zmiesci¢ za wielu tematow. Ich wy-
bor jest po czesci kwestia gustu i zainteresowan badawczych prowadzacego, po czesci checiag
niepowielania materiatu wyktadéw prowadzonych na Wydziale MIM UW w ostatnim cza-
sie. Podobny wyktad prowadzilem w semestrze zimowym 2014/15, w biezacym roku nieco
zmieniam kolejno$é¢ przedstawianego materiatu. Planuje tez niektoére tresci ominaé i by¢
moze wprowadzi¢ nowe.

U stuchaczy wykladu zakladam dobra znajomosé dwusemestralnego, kursowego wykta-
du z rachunku prawdopodobienstwa. Wszystkie potrzebne fakty mozna znalezé w dosko-
nalych podrecznikach Jakubowskiego i Sztencla [4] oraz Billingsleya [1].

Przepraszam za wszystkie niedcistoéci i omytki mogace nadal pojawiaé sie w tekécie
i jednoczesnie zwracam si¢ z prosba do Czytelnikéw, ktérzy zauwazyli bltedy lub maja
jakie$ inne uwagi na temat notatek o kontakt mailowy na adres rlatala@mimuw.edu.pl z
podaniem wersji notatek (daty) do ktorej chca sie ustosunkowadé.
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1 Nieréwnosci Wyktadnicze

Jednym z podstawowych zagadnien rachunku prawdopodobienstwa jest szacowanie wielko-
$ci zmiennych losowych. Podstawowym parametrem jest tu wartos¢ oczekiwana, ale czesto
jestedmy zainteresowani jak bardzo zmienna losowa sie od niej odchyla. Mozna to badaé
na wiele sposobow - liczac, badz szacujac wariancje, scentrowane momenty, kumulanty etc.
Szczegblnie przydatne w zastosowaniach sg oszacowania ogonowe, tzn. nieréwnosci doty-
czace prawdopodobienstw P(X — EX > t), P(X — EX < —t) oraz P(|X — EX| > t).
Naszym podstawowym narzedziem bedzie (uogélniona) nieréwnosé Czebyszewa.

Lemat 1.1. Zaloimy, Ze X jest zmienng losowq o wartoSciach w przedziale (skoriczonym
lub nieskoriczonym) I, a h niemalejgcq funkcjg z I w [0,00). Wéwczas dla t € I takiego,
ze h(t) > 0 zachodzi
Eh(X)

h(t)

P(X >t) < P(h(X) > h(t)) <

Stosujac te nieréwnosé do | X|, I = [0,00) oraz h(t) = t? dostajemy nieréwnosé¢ Marko-

wa:
E[X|

tr
Centrujac X i wybierajac p = 2 otrzymujemy nieréwnos$¢ Czebyszewa-Bienaymé:

P(|X|>1) < t>0.

Var(X)

P(X —EX|>1) < — 5,

t>0.

Ta nieré6wno$¢ jest bardzo uzyteczna z uwagi na to, ze wariancje czesto daje sie doktad-
nie obliczy¢ oraz dlatego, ze wariancja sumy niezaleznych zmiennych losowych jest suma
wariancji poszczegdlnych zmiennych.

Problem ze stosowaniem nieréwnosci Markowa dla p # 2 jest taki, ze czesto nie jest ta-
two oszacowaé E| X |P oraz E| X —EX P, nawet gdy X jest suma ,porzadnych” niezaleznych
zmiennych losowych. Okazuje sie, ze bardzo dobrym wyborem jest funkcja wyktadnicza
h(z) = e%*. Szereg nieréwnoéci opartych na szacowaniu wykladniczych momentéw Ee*X
oméwimy podczas naszego pierwszego wyktadu.

1.1 Funkcja generujagca momenty. Transformata Cramera. Nieré6wnosé
Chernoffa

Zacznijmy od kluczowej definicji.

Definicja 1.2. Funkcje tworzqcg momenty (transformate Laplace’a) zmiennej X definiu-
jemy wzorem
Mx(s) :== Ee**, scR.



Przyktady.

a) Dla X ~ N(0,1), Mx(s) = exp(s%/2). Ogélniej, dla X ~ N(a,c?), Mx(s) = exp(as +
0252 /2).

b) Dla X = ¢3, gdzie g ~ N(0,1), Mx(s) = oo dla s # 0 i Mx(0) = 1.

Zachodzi oczywisty fakt.
Fakt 1.3. Jesli X i Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi, to Mx1y = Mx My .
FLatwe szacowanie z nieréwnosci Czebyszewa daje dla t > 0,
P(X >t) =P(sX > st) < e *'Ee®™ = exp(—(st — log Mx(s)).

Biorac infimum prawej strony po wszystkich s > 0 dostajemy pierwsza wersje nieréwnosci
Chernoffa

Fakt 1.4. Dla dowolnej zmiennej losowej X i dowolnego t € R zachodzi

P(X >1t) <exp ( — sup(st — log MX(S))> (1)

s>0
Motywuje to nastepujaca definicje

Definicja 1.5. Dla zmiennej losowej X okre$lamy

Ax(s) :=log Mx(s), Dp, :={seR:Ax(s) < oo}

oraz
Ax(t) :=sup{st — Ax(s): s € R} =sup{st — Ax(s): s € Dp}.

Funkcje A% nazywa si¢ transformatq Cramera zmiennej X.

Przyktady

a) Dla X ~ N (a,0?), Ax(s) = as + 0%52/2, Dy, = R oraz A% (t) = (t — a)?/(20?).
b) Dla X = ¢3, g ~ N(0,1), Da,, = {0} oraz A% =0.

c) Dla X ~ Bin(n,p), Da, =R, Ax(s) = nlog(pe® + 1 — p) oraz

tlog(;;) + (n —t)log(;;=5;)  dlat € (0,n),

% —nlogp dlat=n
Nety=¢ " ;
x(®) —nlog(l — p) dlat =0,

00 dla ¢ ¢ [0,n].

d) Dla X ~ Poiss(\), Dp, =R, Ax(s) = A(e® — 1) oraz

tlog(t/A) —t+ A dlat>0,
Ax(t) =4 A dlat =0,
00 dla t < 0.



e) Dla X ~ Exp(X), Da, = (=00, ), Ax(s) =log(A/(A —s)) dla s < X oraz

« ) At—1—log(At) dlat>0,
AX(t)_{oo dla t < 0.

Lemat 1.6. Funkcje Ax: R — (—o0,00] oraz A% : R — [0, 00] sq¢ wypukle.

Dowdéd. Wypuklosé funkeji Ax wynika z nieréwnosci Holdera. Funkcja A% jest wypukta
jako supremum funkcji liniowych. Ponadto A% (t) > 0t — Ax(0) = 0. O

Przed sformutowaniem kolejnego lematu przypomnijmy konwencje, ze wartos¢ oczeki-
wana X da sie okresli¢ za pomoca wzoru EX = EX, — EX_| jedli tylko EX, < oo lub
EX_ <.

Lemat 1.7. i) Jesli Dy, = {0}, to A% = 0. Jesli Ax(s) < oo dla pewnego s > 0, to
EX, < oo, ajesli Ax(s) < oo dla pewnego s < 0, to EX_ < oo.
it) Jesli EX < 0o lub EX_ < oo, to st —Ax(s) <0dlat >EX,s<0lubt<EX,s>0.
W szczegdlnosci,

A% (t) = sup{st — Ax(s): s > 0} dlat > EX (2)

oraz
A% (t) = sup{st — Ax(s): s <0} dlat <EX.

iii) Jesli E|X| < oo, to A% (EX) = 0. Ponadto, dla dowolnego X, inf; A% (t) = 0.
Dowdd. i) Dla s > 0 mamy e*® > sz, wiec skoficzonosé Ee®~ implikuje EX, < oc.

Podobnie dla s < 0, e5* > —sx_, a zatem EX_ < oo, jesli Ee*¥ < oo.
ii) Z nier6wnosci Jensena,

Ax(s) =logEe*X > Eloge®® = sEX,

zatem st — Ax(s) < (t —EX)s<0dlat > EX,s <0lubt < EX,s > 0.
iii) Jesli E|X| < oo, to z udowodnionego wyzej oszacowania Ax(s) > sEX, stad

0 < AX(EX) < sup(sEX — sEX) = 0.
S

Przypadek E|X| = oo podzielimy na trzy podprzypadki:
a) EXy = EX_ = oo. Wéwczas Dy, = {0} 1 A% =0.
b) EX; < 0o =EX_, tzn. EX = —c0. Dla ¢t € R dostajemy (ostatnia réwnosé¢ wynika z
(2))
logP(X >1t) < iI>1f(; logEexp(s(X —t)) = igg(AX(s) —ts) = =A% (¢),
S22 S2

czyli 0 < A% (t) < —logP(X >t) — 0 przy t — —ooc.
c) EX}; =00 > EX_. Jak w b) dowodzimy, ze A% (t) — 0 przy t — oc. O



Whniosek 1.8. Jesli EX, < oo lub EX_ < o0, to
P(X >t) <exp(—A%(t)) dlat>EX

oraz
P(X <t) <exp(—A%(t)) dlat<EX.

Stad natychmiast dostajemy nieréwno$é¢ dla sum zmiennych o jednakowym rozktadzie.

Twierdzenie 1.9 (Nieréwno$¢ Chernoffa). Zalozmy, Ze X1, Xo, ..., X, sq¢ niezaleznymi
kopiami zmiennej X oraz Sp, = X1+ ...+ Xy, Wowczas jesli EX, < oo lub EX_ < oo, to

P(S, > tn) < exp(—nA%(t)) dlat > EX

oraz
P(S, <tn) <exp(—nA%(s)) dlat<EX.

Dowdéd. Mamy Ag, (s) = >2i1 Ax,(s) = nAx(s). Stad tatwo wynika, ze Ag () = nA%(t/n)

i wystarczy zastosowa¢ Wniosek 1.8. O
Przyktady.
a) Dla X ~ N (a,0?) nieréwnos$é Chernoffa daje
P (S, > nt) <exp <_n(t2;2a)2> dlat>a
oraz
P(S, < nt) <exp (—W) dlat < a.

W rzeczywistoéci mamy S, ~ N (na,no?) ~ a + oy/ng, gdzie g ~ N'(0,1), zatem np. dla
t > a przy n — oo dostajemy

n o n(t - a)*
P(Sn>nt):P<g> [(t—a)) Nmexp (—(202)>

b) Dla X = ¢%, g ~ N(0, 1), z nieréwnosci Chernoffa wynika tylko trywialne oszacowanie
P(S, > nt) < 1.

c)JesSi P(X =1) =p=1-P(X =0), to S,, ~ Bin(n,p) i Twierdzenie 1.9 implikuje
klasyczne oszacowanie Chernoffa dla ogonéw rozktadu dwumianowego:

nt /9 _ n(1—t)
P(Bin(n,p) > nt) < (i) (1?) dlat > p.

Nieréwnos$¢ Chernoffa pokazuje, ze jesli S = 7' | X; oraz zmienne X; sa niezalezne o
jednakowym rozkladzie, to P(S > s) < exp(—nA%(s/n)). Jednak stosowanie tej nieréw-
noéci w praktyce natrafia na pewne ograniczenia:



i) Nie zawsze da si¢ dokladnie obliczyé Ax, a co za tym idzie A%;
ii) Zalozenie o jednakowym rozkladzie X; bywa czesto niewygodne.

By te trudnosci obejsé¢ zauwazmy, ze jesli S = Y _i* ; X; jest suma niezaleznych zmien-
nych losowych X;, to Ag = > ; Ax,. Zatem, jesli bedziemy umieli oszacowaé dla wszyst-
kich ¢, Ax, z gory, to da nam to gérne ograniczenie dla Ag i w efekcie dolne oszacowanie
na AS. W ten sposéb nieréwno$é¢ Chernoffa z Wniosku 1.8 pozwoli nam na oszacowanie z
géry ogona P(S > s). Metode te zastosujemy w kolejnych sekcjach.

Poniewaz P(S > ES +t) = P(} i, (X; — EX;) > t), wigc bedziemy zakladaé, ze
zmienne X; maja Srednia zero.

Szacowania P(S > s) z dolu sa duzo trudniejsze i wymagaja z reguly dodatkowych
zatozen. Niektére z takich oszacowan oméwimy podczas dalszych wyktadow.

1.2 Nieréwnosci Hoeffdinga dla sum zmiennych ograniczonych

W tej czesci pokazemy jakie szacowania mozna wyprowadzié, jesli sumujemy zmienne ogra-
niczone o Sredniej zero i znamy tylko stale ograniczajace kazdg ze zmiennych.

Lemat 1.10. Zaldzmy, ze X jest ograniczong zmienng losowq o Sredniej zero oraz || X ||so <
d < o0o. Wowczas )
Mx (s) < exp <2d232> dla wszystkich s.

Dowéd. Poniewaz Ax(s) = Ax/q(ds) mozemy zakladad, ze d = 1. Mamy Lr(—s)+ 125 =
sz, wiec z wypuktosci funkcji wykltadniczej dostajemy
5T < 1—3:6_S 1+

2
Zatem, jesli || X || < 1, to

E exp(sX) < cosh(s) + sinh(s)EX = cosh(s) < exp(s®/2).

e’ = cosh(s) + zsinh(s) dla || <1

O

Twierdzenie 1.11. Zaldzimy, Ze X; sq¢ ograniczonymi, niezaleZnymi zmiennymi losowymsi
o Sredniej zero oraz || X|leo < d; < co. Wowczas

2 n
Eexp( ZX) exp(iZd?) dla s € R
i=1

n t2
P X;>t)] <
(30e) <o (~axt )
P Xl >t)] <2exp
(13250 e) 2o (g ).

oraz dlat >0




Dowdd. Pierwsza nieréwnos¢ wynika natychmiast z Lematu 1.10. By uzyskaé druga szacu-
jemy dla S =" X;,

A§(t) = sup(st — Ag(s)) = sup (st - — Z d2> = 22;;0322,

s=0 s=0

zatem na podstawie nieréwnoéci Chernoffa dostajemy

2
P(S > t) < exp(—A%(t)) < exp ( 2Zt ) d2>

Zauwazmy, ze —S = Y 1 ;(—X;) oraz zmienne —X; spelniaja te same zalozenia co X;, wiec

P(S<—-t)=P(-S>t)<exp ( ZtQ d2>
1

Wreszcie ostatnia nieréwnos$¢ z tezy wynika stad, ze P(|S| > t) < P(S > t) + P(S <
—t). O

Whniosek 1.12. Zaldimy, Ze (g;) jest ciggiem Bernouliego, tzn. ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych takim, Ze P(e; = +£1) = 1/2. Woéwczas dla dowolnego ciggu a; spel-
niajgcego Y, a? < oo zachodzi

/2
P i€ > t] < |-
(S ) <om (- 55)

Dowdd. Prosty argument graniczny pokazuje, ze wystarczy rozwazaé przypadek skoficzony,
ktory jest natychmiastowym wnioskiem z Twierdzenia 1.11. O

Uwaga 1.13. Mozna udowodnié znacznie ogdlniejsze twierdzenie — nierdwnosé Azumy. Dla
dowolnego martyngatu (My, Fi)ji_, takiego, ze || My — My_1||oc < di < 00 zachodzi

t2
P(M, — My >1) < =T dlat >0
=000 <o (g )

1.3 Nieréwnosci typu Bernsteina

Nieréownosci z poprzedniego sekcji sa mato precyzyjne — dziataja dobrze tylko, gdy warian-
cja zmiennych jest zblizona do kwadratu ich normy supremum. Jest to zwiazane z tym,
ze w zalozeniach wystepowata tylko norma L*°. W tym paragrafie pokazemy jak mozna
jednoczes$nie wykorzystywaé znajomosé wariancji i normy supremum.



Lemat 1.14. Zaléimy, ze X jest zmienng losowq o Sredniej zero takq, Ze istniejq 0%, M <
oo spetniajgce warunek

k!
E[X|F < 502M'“_2 dlak=2,3,....
Wowczas
o’ dla M]s| < 1
Ax(s) < st .
KOS gy MMl
Dowdd. Dla M|s| < 1 zachodzi
My Z S EX <1t Z e B i i(|s|M)k_2
k! < k=2 2 2 k=2

1+ 0'282 < 0'232
= — 0 X X — | .
21— Mls)) > P21 - Ms))

Pierwsza rowno$é powyzej wynika z twierdzenia Fubiniego, ktére mozemy stosowac, gdyz
dla M|s| < 1,

o2s?

‘ k: H 2 k—2
§j EX <1 EX~|—§: M2 =1+ E[sX| + ————= < .
| X" <1+ E|sX]| 2 + E[sX]| + (1—M!8D<

O]

Twierdzenie 1.15 (Nieréwnoéc’ Bernsteina). Zaldzmy, ze X; sq niezalezZnymi zmiennymi
losowymi o $redniej zero, za$ o, M < oo sq takie, Ze

k!
E|X;|* < EUZZMIC_2 dlai>1, k> 2. (3)

Wowczas ) )
- s250 o
Eexp <52X1-> < exp (2(1:]\4\;\) dla M|s| < 1

oraz dla t > 0,

P X.>t] <
(Z : ) e""( oy S +2Mt>

t2
1>t) <2
) eXp( 25" o7 +2Mt>

10



Dowéd. Niech S := Y"1, X;, 02 := 3", 02, wéwczas Ag = 3, Ax, i pierwsze oszacowanie
wynika z Lematu 1.14. Dalej szacujemy

A A 320'2 t2
“(t) = t— > t— >
s(t) = sup(st = As(s)) > oo " T 20— Ms) ) T 207+ 20t

gdzie ostatnia nieréwnoéé dostajemy przyjmujac s = t(o? + Mt)~!. Stad na podstawie
nieréwnosci Chernoffa,

P(S > t) <exp(—A%(t)) <exp <_202+2Mt> '

Poniewaz zmienne —X; spelniaja te same zalozenia co X;, wiec analogiczna nieréwnos¢é
zachodzi dla P(S < —t) = P(—S > t). Dodajac oszacowania dla P(S > t) i P(S < —t)
otrzymujemy ostatnia czes¢ tezy. O

Uwaga 1.16. Na mocy centralnego twierdzenia granicznego i szacowan ogona rozkladdw
gaussowskich nie mozemy si¢ spodziewaé lepszego oszacowania ogona niz exp(—t2/(202)).
Ponadto zmienne X; o rozkladzie symetrycznym wykladniczym z parametrem 1 (tzn.
zmienne z gestoscig exp(—|z|)/2) spelniaja E|X;|* = k!, czyli dla takich zmiennych za-
chodza zalozenia Twierdzenia 1.15 z 02 = 2, M = 1. Pokazuje to, ze nie mozemy uzyskaé
szacowania lepszego niz exp(—t/M) przy t — oo.

Whniosek 1.17. Zaloimy, Ze X; sq ograniczonymi, niezaleznymi zmiennymi losowymi o
sredniej zero, wowczas dla s > 0,

P(Y X >t] <exp(—opg
(; e >\eXp< 2a2+2at/3>’

gdzie 0? = Var(X1, X;) = S0 EX? oraz a = max; || X oo-

Dowdd. Mamy dla k > 2,

ko kg2 o K@\ R
zatem warunek (3) jest spetiony z M = a/3 oraz o; = EX?. O

1.4 Nier6wnos$é Bennetta

Szacowanie podane we Wniosku 1.17 jest, z uwagi na centralne twierdzenie graniczne,
bliskie optymalnego dla ¢ matych. Jednak dla ¢ duzych mozna je poprawi¢ o czynnik loga-
rytmiczy.
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Lemat 1.18. Zaléimy, e X jest zmienng losowq o $redniej zero, wariancji o> oraz

1 Xi|loo < a. Wowczas

[\

g

Ax(s) <¥(esa—sa—1) dla s > 0.
Dowdd. Liczymy
o kmyk 00k k-2 2
X s"EX 9 sa" o
Bt =14 sBX + ) ——— <140 ) —— =1+ (" —sa—1)
k=2 k=2
i teza wynika natychmiast z nieréwnosci In(1 + z) < z. O

Twierdzenie 1.19 (nieréwnos¢ Bennetta). Zalézmy, ze X; sq ograniczonymi niezalez-
nymi zmiennymi losowymi o $redniej zero, o? = Var(3>."; X;) = S0, EX? oraz a >
max; || X;||oo. Wowczas dla s > 0,

gdzie
h(z) =1+z)In(l+z)— 2.

Dowdd. Pierwsza cze$¢ wynika natychmiast z Lematu 1.18. By pokazaé¢ oszacowania dla
ogondéw zauwazamy, ze dla S =31 X; it >0,

2
A§(t) = sup(st — Ag(s)) > sup (St - 0—2(65“ —sa — 1)) .
s=0 s>0 a

Prosty rachunek pokazuje, ze powyzsze supremum jest osiggane w punkcie
1 at

i wynosi
2

2
(s ) m (e 5) - Bl = () = 5, (14 3)

gdzie ostatnie oszacowanie dostajemy z ponizszego lematu. Oszacowanie ogonéw wynika z
nieréwnosci Chernoffa. O
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Lemat 1.20. Dla dowolnego x > 0,
(I4+z)n(l+z)—2> gln(l—i-a:).

Dowdd. Niech f(z) = (14+z)In(1+2) —x — (2/2)In(1 +2) = (1 +2/2)In(1 + z) — =.
Liczymy f'(z) = (In(1 + ) —z(1+2)™Y/2, f/(z) = z(1 + 2) 72, zatem f(0) = f/(0) =0
oraz f"(z) > 0 dla z > 0. O

Uwaga 1.21. Jedli P(Y,; =1) =1 —-P(Y,; =0) = 1/n oraz Y,,; sa niezalezne, to rozklad
>ie1 Y, zbiega do rozkladu Poissona z parametrem 1. Biorac X, ; = Y, ; — 1/n mamy

A EXi%n < 1 oraz max; | Xinlleo < 1. To pokazuje, ze w nieréwnosci Bennetta czynnik
tInt jest optymalnego rzedu przy t — oo.

Uwaga 1.22. Nieréwno$¢ Bennetta ma swoja wersje martyngatowa. Mianowicie, dla mar-
tyngatu (Mg, Fi)p_, spelniajacego warunki

max | My — My_1]|0o < a

S IB(My — Mip—1)?Fi-1)lloo < 02,
k=1

zachodzi nier6wnosé

o (ta ¢ ta
P(M, — My > t) < exp (—th (02) < exp (_Qa In (1 + 02)> .

2 Nieréwnosci maksymalne i symetryzacyjne, zasada kontr-
akcji

Przy dowodzeniu twierdzen granicznych przydaja sie nieréwnosci maksymalne pozwala-
jace szacowaé ogon maksimum sum zmiennych losowych przez ogony pojedynczych sum.
Nieréwnosci takie oméwimy w biezacym rozdziale. Oméwimy tez nieréwnosci kontrakcyjne
pokazujace, ze jak sie zmiejszy wspolczynniki wazonych sum zmiennych niezaleznych, to
zmiejszy sie ogon/moment badanej sumy. Wygodnie jest tez pracowaé¢ z sumami zmien-
nych symetrycznych, pokazemy oszacowania sum niezaleznych zmiennych losowych poprzez
sumy zmiennych zsymetryzowanych.

Przy wyprowadzaniu wielu oszacowan nie ma znaczenia czy rozwazamy sumy zmien-
nych rzeczywistych czy wektoréw losowych — dowody sa praktycznie takie same. Dlatego
bedziemy w tym rozdziale rozpatrywaé¢ zmienne przyjmujace wartosci w przestrzeniach
unormowanych.

13



Bedziemy zakladaé, ze (F, || -||) jest osrodkowa przestrzenia unormowana, a X; sa wek-
torami losowymi o wartosciach w F. Tradycyjnie definiujemy

k
Spi=> Xi k=12,....
=1

Uwaga 2.1. Zalozenie osrodkowosci przestrzeni F' ma charakter techniczny — implikuje,
ze suma funkcji mierzalnych o wartosciach w F' jest mierzalna. Jesli interesuje nas tylko
zachowanie normy zmiennych losowych, to mozemy zaktadac stabszy warunek — mianowicie,
ze norma w I’ da sie przedstawi¢ jako supremum przeliczalnej liczby funkcjonatéow, wtedy
norma sumy funkcji mierzalnych jest mierzalna. W tym rozdziale tez nie musimy zakladaé
zupelnosci F', bo bedziemy rozwazaé¢ tylko skonczone sumy, zupelnosé jest wazna przy
badaniu zbieznosci szeregéw nieskonczonych.

2.1 Nier6éwnosci Levy’ego i Levy’ego-Ottavianiego

Twierdzenie 2.2 (Nieréwnosé Levy’ego). Zaldzmy, ze X; sq niezaleznymi symetrycznymi
wektorami losowymi o wartosciach w (F, || ||). Wéwczas dlat > 0,

P ( max [|Se]l > t) < 2P(|S,]| > 1).

1<k<n

Dowdd. Niech

Zauwazmy, ze dla dowolnych z,y € F,

1 1
max{|lz +yll, [lz = y[I} > Sllz +yll + 5llz =yl > [l
zatem
A C (Ae N {1ISk + (Sn = Se)ll = 1) U (A N {[|Sk — (Sn — Sk)[| = t}).

Laczny rozklad zmiennych (S1, So, ..., Sk, Sn — Sk) jest taki sam jak taczny rozklad zmien-
nych (S1,S52,..., Sk —(Sn — Sk)), wiec oba zbiory po prawej stronie powyzszej inkluzji
maja jednakowe prawdopodobienstwo, zatem

P(Ar) < 2P(Ap N {[|Shll > t}),
czyli

P(A) <23 P(A N {[1Sa] > 1)) < 2P(IS,] > ).

P < max [[Se] > t> _
1 k=1

n
1<k<n —

k

14



Uwaga 2.3. Rozpatrujacn =2, F =R, P(X; = +1)=1/2it € (0,1) widzimy, ze stalej 2
nie mozna poprawic.

Przejdzmy teraz do przypadku niesymetrycznego.

Lemat 2.4. Dla dowolnych niezaleznych wektoréw losowych X; o wartosciach w (F,|| ||)
oraz t,u = 0,

P([|Snll > t)
P t < ) 4
(113132( HSkH + u) 1-— maxig<e<n P(”Sn - Sk” > ’LL) ( )

oile P(||Sn — Skl| > u) <1 dlal<k<n.
Dowdd. Zdefiniujmy
A= (IS0l <t 1S < b |Sel >t u), 1<k <n.

Zbiory Ay sa parami rozlaczne oraz
U Ay = { max || Skl > t—l—u}.

Zauwazmy, ze ||Sp|| = ||Sk|| — ||Sn — Sk|l, zatem wykorzystujac zalozenie o niezaleznosci,
P([|Sn = Skl < w)P(Ar) = P(Ax O {[|Sn — Skl < u}) < P(A N {[ISh]] > t}).

Otrzymujemy

n

Jmin P([[Sn — Sl < u) <Y P(ISn — Skll < w)P(AR)

o
—_

Z (Ax O {[[Snll > t}) < P([|Snll > 1),

co po podzieleniu stronami przez miny <<y P(||Sn — Skl| < u) = 1 — maxj<p<pn P(||Sn —
Skl = u) daje teze lematu. O

Twierdzenie 2.5 (Nier6wno$é Levy’ego-Ottavianiego). Zaldzmy, Ze X; sq niezaleznymi
wektorami losowymi w (F, || ||). Wéwczas dlat > 0,

> < > t).
P(lrgggnusku 3t)\3lf£]§§nP(HSkH ) (5)

Dowdéd. Szacujemy

P(ISn — Skll > 26) < P(ISull > )+ P(ISkl| > ) <2 max P(|Sk]| > 1)
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zatem

P(|[S, — Skl > 2t) < 2 P(||Sk = 1)
max. (11Sn — Skl| ) max. (II1Sk]l = 1)

Oczywiscie, by udowodnié¢ (5) mozemy zalozyé¢, ze maxi<i<n P(||Sk]| > t) < 1/3. Kladac
u =2t w (4) dostajemy
P(||Snl| > ¢ P(||Snl| = ¢
o e 1500 > 3 < (151> 1) < (CAED
1<k<sn 1-— maxigk<n P(HSn — SkH > Qt) 1-— 2max1<k<n P(HS].CH > t)
<3P(|Su] > 1),

O]

Uwaga 2.6. Nieréwnosé (5) mozna nieco polepszyé. Zbigniew Szewczak wykazal w 2013
roku, ze przy zalozeniach Twierdzenia 2.5,

P S <2 P(||Sk|| = t).
(e 151 > 3¢) <2 max P(ISk] >

Dowdd. Ustalmy ¢,u > 0 i okreslmy dla 1 <

k< n,
B :={||Sn — Sn—jll <t+udlal <j<k—1, ||S, — Sp—kl >t+u}.

Wéwecezas zbiory By sa rozlaczne oraz

1<k<n

n
— t = — >t .
kL:Jl { max ||Sp — Sp—kl = —l—u} {o%?fn Sy, — Skl > —|—u}

Nieréwnosé¢ trojkata implikuje, ze {[|Sn|| < t, ||Sn — Sn—k| = t + u} C {||Sn—kll > u},
ponadto zdarzenie By jest niezalezne od zmiennej S, _, stad

P(Ogl,gx 10 = Skll >+, ISl <t> = S PBN IS < 1})
k=1

n

n
k=1 k=1
n
< < > Uu).
< mx P15, > EP(B’“) < max P(IS, - > )

Powyzsza nieréwnos$é oraz zawieranie

2t >t — Skl >t +u, ¢
{gggx 1Sl > +u}c{usnu }U{Oglggnllsn Sell > t 4 ||sn||<}

implikuja
P S 2t <P(|Su| =t P(||Sh-kl|| = ).
(masx 11541 > 2t + w) < PISul > 8)+ max P(ISu-] > v
Biorac v =t dostajemy teze. O
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2.2 Nier6éwnosci maksymalne dla sum zmiennych o jednakowym rozkta-
dzie

W tej czesci bedziemy dodatkowo zakladaé, ze
Niezalezne wektory losowe X; o wartoSciach w F' maja jednakowy rozktad. (6)
Dla wektora losowego X o wartoéciach w F'i s > 0 okreslmy
A(X,t) = xug;P(HX —z| > ).
Lemat 2.7. Jesli X i Y sq niezaleine, to
AX+Y,t) > A(X,t) dlat>D0.
Dowdd. Dla dowolego = € F' dostajemy

P(|X +Y —a| > ) = EyPx(|X — (z = V)| > ) > By A(X.1) = A(X,1).

Lemat 2.8. Zaldzmy, Ze zachodzi (6) oraz P(||S,| > t) < 1/4. Wowczas

max (IS > 50) < P(I4] > )

Wowczas oczywiscie A(Sy,t) <

Dowdd. Ustalmy liczbe a taka, ze 1/4 > a > P(||Sy| > t).
= 1,...,n. Mozemy zatem wybraé

a, czyli na mocy Lematu 2.7, A(Sk,t) < a dla k
T1,...,Tp—1 € F dla ktérych

P(|Sk —zkl| >2t) <, k=1,...,n—1.

Wybierzmy ¢ < n — 1 takie, ze ||z;|| = maxigj<n—1 |z;||. Wiemy, ze P(||.S; — z;]| > t) < «
oraz P(||Sy|| > t) < a, stad

P([[Sn—i + zill > 2t) = P(||Sn — (Si — i) || > 2t) <P([|Si — @il| > 1) + P(||Snll > 1) < 2c.

Rozpatrzymy trzy przypadki.
Przypadek I. i = n — . Mamy

P{[|Si — zi|]| > t} U{||Sn—i + xi]| > 2t}) < a+2a <1,

wigc istnieje zdarzenie elementarne w dla ktorego ||Si(w) — z;|| < t oraz ||S;(w) + =] =
|1Sn—i(w) + ;|| < 2t. Na mocy nieréwnosci trojkata dostajemy ||2z;| < 3t.
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Przypadek II. © > n — ¢. Mamy

P([|S2i—n — 2;|| > 3t) = P(||[(Si — xi) — (Si — S2i—n + 3)[| > 3t)
< P(||S; — xi|| = t) + P(||S; — S2i—n + xi]| > 2t)
< a+P(||Sn—i + x| > 2t) < 3a.
Zatem
P({HSQi_n — 2552” > 3t} @] {HSQz_n — wgi_nH > t}) <4da < 1,

czyli istnieje w takie, ze || S2i—n(w) —2x;|| < 3t oraz ||S2i—n(w) —x2i_pn|| < t. Zatem ||x2;—p —
2x;|| < 4t. Stad ||x;|| > ||x2i—nll = 2||z:i]| — 4¢, czyli w tym przypadku ||z;|| < 4t.
Przypadek I11. © < n — i. Dostajemy

P(||Sn—2i + 2x;|| = 3t) = P(||(Sn—i + i) — (Sn—i — Sn—2i — x;)|| > 3t)
< P(||Sp—i + || = 2t) + P(||Sp—i — Sn—2; — mi|| > t)
<2a+P(||Si — x| > t) < 3a.

Tak samo jak w poprzednim przypadku pokazujemy, ze ||z,—2; + 2x;|| < 4t oraz ||z;|| < 4¢.

Udowodnilismy zatem, ze maxi<j<n—1 ||| < 4t, stad

> < — >
1215§HP(||SI§H > 5t) < lgggnP(IISk il > 1) < o,

co, z dowolnosci o € (P(||Sn|| > t),1/4), dowodzi tezy. O

Twierdzenie 2.9 (Montgomery-Smith). Przy zalozeniu (6),

P(lxggg ISkl > 6t) < 4P(||Sull > ¢) dlat >0,

AN

Dowdd. Oczywiscie mozemy zakladaé, ze P(||S,| > t) < 1/4. Wéwcezas na mocy Lematu
2.8, maxi<i<n P(||Sk|| = 5t) < P(]|Sy]| > t) < 1/4. Z nieréwnoéci (4) (z u = 5t),

P(ISa] > 1)
P Sl = 6t | <
(i“aé‘ 1%l ) T~ maxi<pen P[5y — Sil] > 50)
(IS, > 1)

4
- < =P(||S,]| = t).
1-— maxlgkgn P(Hsnka > 5t) 3 (H H )
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2.3 Zasady kontrakcji
Zacznijmy od prostej obserwacji.

Fakt 2.10. Zaloimy, ze X1,..., X, sq¢ niezaleznymi symetrycznymi wektoramsi losowymsi
w (F, || ||) oraz |a;| < 1. Wéwczas dowolnej funkcji wypuklej f: F — R,

o7 (Yo ) < B (3x),
i=1 i=1
W szczegolnosci

(s

n
Z a; X;
=1

n
> < Egp (Z X¢> , @ Ry — Ry wypukla, niemalejgca
i=1

oraz
n P n

i=1 i=1

p

E , p=L

Dowadd. Funkcja
n
(a1,...,a,) — Ef(ZaiXi)
i=1

jest wypukla na R™, zatem jej supremum na kostce [—1,1]" jest przyjmowane w jednym z
punktow ekstremalnych czyli dla ay,...,a, = £1. Ale z uwagi na symetrie X; w kazdym z
tych punktéw ta funkcja jest taka sama jak w (1,...,1). To dowodzi pierwsza nieréwnosé
tezy. Druga i trzecia nieréwnoéé z tezy faktu natychmiast wynikajg z pierwszej. O

7 nieréwnosci Levy’ego wynika tez poréwnywanie ogonow.

Whniosek 2.11. Zalozmy, Ze wektory losowe X; o wartosciach w F sq niezalezne i syme-
tryczne oraz |a;| < 1. Wowczas

d

Dowdod. Mozemy zakladaé, ze 1 > ay > as > ... > a, > 0, wéwczas

n

Z aiXi

i=1

> t) < 2P(||Sn]| = ¢).

n n—1
> aiXi = anSn+ Y _(ar — ag+1)Sk,
i=1 k=1

stad tatwo wynika, ze || Yin @, X;|| < maxij<g<y ||Sk|| 1 teza wniosku wynika z nieréwnosci
Levy’ego. O

Uwaga 2.12. Biorac n =2, a; = 1,a2 = 0 F = R oraz P(X; = +1) = 1/2 latwo zobaczy¢,
ze statej 2 we Wniosku 2.11 nie mozna poprawic.
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Podobnie z nieréwnosci maksymalnej dla sum niezaleznych zmiennych losowych (Twier-
dzenie 2.9) otrzymujemy

Whiosek 2.13. Zaldimy, zZe zachodzi (6) oraz 0 < a; < 1. Wowczas

el

n
Z ain-
=1

> 6t> <AP(||Snl| >¢t)  dlat>0.

2.4 Nier6éwnosci symetryzacyjne

Istnieja dwa sposoby symetryzacji zmiennych losowych — jeden poprzez odjecie niezaleznej
kopii, drugi poprzez pomnozenie przez niezalezny znak. Ten drugi jest z reguly uzytecz-
niejszy w zastosowaniach bo wektor =X ma t¢ sama norme co X.

W tej sekcji przez 1, €3, . . . bedziemy oznaczaé ciag niezaleznych symetrycznych zmien-
nych losowych o warto$ciach +1, bedziemy tez zaktadaé, Zze ten ciag jest niezalezny od
zmiennych X1, Xo,....

Poniewaz w tej czesci bedziemy méwili o wartosci oczekiwanej zmiennych przyjmuja-
cych nieskonczenie wiele wartosci (a nie tylko o wartosci oczekiwanych norm), wiec be-
dziemy zakladaé, ze (F,| ||) jest przestrzenia Banacha. Wektor X; bedziemy nazywali
scentrowanym, jesli E|| X;|| < oo oraz EX; = 0.

Uwaga 2.14. Jedli (F,| ||) jest osrodkowa przestrzenia Banacha oraz X jest wektorem
losowym o wartosciach w F' takim, ze E|X| < oo, to istnieje ciag wektoréw losowych
X, przyjmujacych takich, ze X,, przyjmuje tylko skonczenie wiele wartosci oraz E||X —
X,|| — 0. Latwo sprawdzamy, ze EX,, tworza ciag Cauchy’ego, zatem istnieje granica
EX =limEX,, ponadto ta granica nie zalezy od wyboru ciagu X,. Tak zdefiniowane EX
nazywamy catka Bochnera (wartoscia oczekiwana w sensie Bochnera) wektora X.

Fakt 2.15. Zalozmy, Ze X1,..., X, sq¢ niezaleznymi, scentrowanym wektoramsi losowymsi
w przestrzeni Banacha (F,|| ||). Wowczas dowolnej parzystej funkcji wypuklej f: F — Ry,

Ef(iisX) < Ef(iX) < Ef<2§:15,~Xi).

W szczegolnosci dla dowolnej funkcji wypukiej niemalejocej p: Ry — R,

1 n n
Ecp(2 ZEiXi ) < Egp( ) < Eg0<2 ZEiXi )
i=1 i=1

oraz dla p > 1,
p\ 1/p N\ 1/p
) (s ])”

1
(E
2

n

> Xi

=1

n

> x

i=1

P\ 1/p
)" < (e

n
Z EZ'Xi
=1

n
Z EZ'Xi
=1
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Dowdd. Niech (X{,...,X]) oznacza niezalezna kopie zmiennych (X1,..., X)), niezalezna

réwniez od (g1, ...,&,). Z nieréwnoséi Jensena i wypuklodci f otrzymujemy
n n n

Ef(ZXz) = EXf(Z(Xi - EX/XZ()) < Ef(Z(Xi - Xz{))
i=1 i=1 i=1

Zmienne (X; — X/) sa symetryczne, wiec maja ten sam rozklad co &;(X; — X/), zatem
ponownie wykorzystujac wypuklosé f mamy

n

(i ) Ef<Z(5Z(X X)) ) <2251X+ Z —26, X )

=1 i=1
1 1 K2 . .
< 2Ef<225iXi) + 2Ef<2z (—ei X)) ) = Ef<2ZeiXi),
1=1 i=1 =1

gdzie w ostatniej réwnosci wykorzystywaliémy jednakowy rozklad (g,X;); 1 (—&;X])i.
By uzyska¢ dolne szacowanie podobnie dowodzimy, ze

Ef(é isX) < Ef(; zn:Ei(Xi - X{)) = Ef(i ;n;(Xi - Xé))

Ef(ZX) - Ef(i:(—Xi)) —Ef(ilei).

i=1

[\)

O]

Uwaga 2.16. Parzystosé¢ f jest potrzebna tylko do dowodu dolnego oszacowania, gérne
zachodzi bez tego zalozenia.

Kolejny lemat pokazuje, ze p-te momenty sum zmiennych niezaleznych sa pordéwny-
walne (modulo norma sumy wartosci oczekiwanych) z p-tymi momentami sum zmiennych
scentrowanych

Fakt 2.17. Zalozmy, ze Xi,...,X, sq¢ niezaleznymi wektorami losowymi w przestrzeni
Banacha (F,|| ||) takimi, ze B| X;|| < infty. Wowczas dla p > 1,
i=1

;((E p>1/p+ Zzn:lEXi > . <E p>1/p
<E (X, — EX)) p>1/,,+

i=1
Dowdd. Oszacowanie gérne wynika natychmiast z nieréwnosci trojkata w F i w L,. 7Z
nieréwnosci Jensena i wypuklosci z — ||z||P otrzymujemy

p\ 1/p
< <E )
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stad i nieréwnosci trojkata w F' i L, dostajemy

PN 1/p PN\ 1/p
(= )< (=)

n

> (Xi - EX;)

=1

n

Sx

i=1

n

X

=1

P) 1/p

n
> EX;
=1

<2(E

3 Mocne prawa wielkich liczb

W trakcie tego wyktadu, jesli nie powiemy inaczej, bedziemy zaktadali, ze X, X7, Xo,... sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach w osrodkowej przestrzeni Banacha (F, || ||).
Tradycyjnie tez S, = X1+ ... + X,,.

3.1 Prawo Wielkich Liczb Kolmogorowa

Okazuje sig, ze przeniesienie tradycyjnego sformulowania mocnego prawa wielkich na przy-
padek przestrzeni Banacha jest tatwe. Dzieje sie tak dzieki nastepujacemu lematowi.

Lemat 3.1. Zalozmy, Ze X jest zmienng losowg o wartoSciach w osrodkowej przestrzeni
Banacha F takqg, ze E| X || < co. Wowczas dla dowolnego € > 0 istnieje funkcja mierzalna
p: F — F, przyjmugjgca tylko skoriczenie wiele wartosci, taka, ze E|| X — o(X)| < e.

Dowdd pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.
Twierdzenie 3.2. Jesli E|| X|| < oo, to lim, % =EX p.n..

Dowdd. Na mocy klasycznego Prawa Wielkich Liczb twierdzenie zachodzi dla F' = R,
a wiec réwniez dla F = RF. Stad latwo pokazujemy teze dla zmiennych przyjmujacych
wartosci w pewnej skonczenie wymiarowej podprzestrzeni F'.

Przejdzmy do dowodu twierdzenia w ogélnym przypadku. Oczywiscie mozemy zaktadac,
ze EX = 0. Niech € > 0 — wéwczas, na mocy Lematu 3.1, istnieja niezalezne zmienne
losowe o jednakowym rozkladzie Y; = ¢(X;), przyjmujace tylko skonczenie wiele wartosci,
spetniajace E||X; — Y;|| < e. Niech T}, := Y7 + ... 4+ Y, wéwczas

S, T
lim sup M < limsup I 7] + lim sup
n—oo n n—00 n n—o00

<|EX|| +2E|X — Y| < 2.

"X - Y,
S py B -

7 dowolnosci € > 0 dostajemy teze. O
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3.2 Prawo Wielkich Liczb Marcinkiewicza-Zygmunda
Okazuje sie, ze dla regularnych przestrzeni Banacha tradycyjne prawo wielkich liczb da sie
uogolnié. Zacznijmy od kilku prostych lematow.

Lemat 3.3. Jeslip > 0 oraz E| X||P = oo, to limsup,,_, Uﬁ’;ﬁ = 00 p.N..

Dowdd. Niech g
A= {w: limsupM < oo}.

n—00 nl/p

Dla w € A, dostajemy || X,,(w)| < [|Sn(w)]| + |Sn-1(w)| < C(w)n'/P dla n > 1 i pewnego
C(w) < 00. Zatem A C Ug2, Ak, gdzie

Ap = {|X,]| < kn'P dlan =1,2,...}.

Jesli P(Ag) > 0, to P(limsup{||X,|| > kn'/P}) < 1, czyli na mocy Lematu Borela-
Cantelliego,

- s (IXIP X7
00 > Z%P(HXnH > kn'/P) = z_: ( >E= -1
Zatem P(Ay) = 0 dla wszystkich k, czyli P(A) = 0. O

Lemat 3.4. Zalozmy, Ze cigg normugjgcy liczb dodatnich (Vn)n>1 spetnia warunek
You < Cyr dlal <k <2l

Wowczas, jesli
o

Z (||San|| = eyan) < o0 dla wszystkich € > 0,

to lim,, .o —’nL =0 p.n..

Dowdéd. Szacujemy dla € > 0,

S o0
P sup [5ml >e| <> P sup  ||Swll = ’ygn
m>2k—1 Ym n—k 2n—1<m<2n
> £
<> (15201 > 50 ) =0 pray k= ox,

gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika z Twierdzenia 2.9. O
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Lemat 3.5. Dla oo > 0 i x > 0 zachodzi

> 2" < Cua® (7)
n: 2L
oraz
S o2 < O, (8)
n:2">x

gdzie Cp, = (1 —27%)7 1 jest stalg zaleing tylko od .

Dowdéd. Udowodnimy (7), nieréwnosé¢ (8) dowodzi si¢ bardzo podobnie. Niech ng bedzie
najwieksza liczba catkowita taka, ze 20 < x. Wowczas

oo
Z gna _ Z gna _ gnoa Z 2—ka _ Ca2n0a < Ca.%'a.
k=0

n: 2"<x n<no
O
Lemat 3.6. Zaloimy, ze X1,..., X, sq niezaleznymi wektorami losowymi w o$rodkowej
przestrzeni Hilberta takimi, ze B[ X;||? < oo oraz EX; = 0. Wéwczas
n 2 n
2
B[ Y x| =Y Elx)*
i=1 i=1
Dowdéd. Mamy
n 2 n n n n
E| Y x| =B(> XY X)) = Y B(X, X)) = Y B|X|2+ Y (EX,, EX))
i=1 =1  j=1 ij=1 i=1 i#j
n
=Y E|xi|*.
i=1
O

Twierdzenie 3.7 (Prawo wielkich liczb Marcinkiewicza-Zygmunda). Zaldzmy, Ze F jest
o$rodkowq przestrzenig Hilberta oraz 0 < p < 2. Woéwczas nastepujgce warunki sg rowno-
wazne.

i) limy, o0 ﬁ% =0 p.n.

it) E||X||P < 0o oraz jeslip > 1, to EX = 0.

Dowdd. i)= ii)” Z Lematu 3.3, dostajemy E|X||P < co. W szczegdlnosci, gdy p > 1, to
E| X|| < oo i na mocy zwyklego Mocnego Prawa Wielkich Liczb (albo udowodnionej juz
implikacji ii)=-1) z p = 1 zastosowanej do S,, — nEX), % — EX. Stad EX = 0.
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»i1)=1)" Wpierw udowodnimy, ze warunek ii) implikuje
. 1-1/ _
Jimn 0t TR XLy <m] = 0. 9)

Dla p > 1, wobec EX = 0 szacujemy
1-1/p — nl-1/p
WV |B (X1 || = 7 B (XL xpsnn ]|

<E (| X[I(nMPY 1 g iy
<E [HXHp]l{HX\bnl/p}} — 0 przy n — oo,

na mocy skonczonosci E|| X ||P. Dla 0 < p < 1 dostajemy dla dowolnego m,

DV (X cntiny]| < 2P [IX L gxgemy ] + B [IX 10N cnirng

<n'"PE [”XH]l{llelém}} +E |:HXHp]l{HXH>m}] =1 +1I.

Sktadnik II mozna zrobié¢ dowolnie matym dobierajac odpowiednio duze m, za$ przy usta-
lonym m, skladnik I dazy do zera przy n dazacym do nieskonczonosci. Czyli (9) zostalo
wykazane.

Z (9) wynika, ze [|2"E[X Ty <on/m]ll < £2"/? dla duzych n, wiec wystarczy, iz udo-
wodnimy, ze

S P ([[Ser 2" [X1gxcommy] | > 22777 < o0,

Okreslmy
21’l
SQn = Z XZ]]_{HX'L”§2n/p}7
=1
wOwCzas

P (|| Sor — 2"E [ X1 xjconmy ]| > €27) < P(Sin # Sn) 4+ P(| 5 — BSpn | > 2'/7)
< 2"P(|| X || > 2VP) + e 7227 2/PE||Spn — ESon 2.
Mamy
o0 o0
STP(|X| > 2V =Y 2"P(|X|P>2") =E Y. 2" <2E|X|]P < oo,
n=1 n=1 n>1: 2n<|| X||P
gdzie ostatnia nieréwnosé¢ wynika z (7). Ponadto na mocy Lematu 3.6

S 2 PR Sy — ESon |2 < Y 2n1-HE [||X||211 {”X”Qn/p}}

n=1 n=1

=E [HXH2 > 2"(12/“1[{”“@”}]

n=1

< GE[IX[P(IX|P)'~*%] = GE|I X < oo,
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gdzie ostatnia nier6wnosé¢ wynika z (8). O

Uwaga 3.8. Dla p > 2 jesli P(X # 0) > 0, to limsup,,_, néi’/lp = o0 p.n.. Istotnie, tak

jest na mocy Lematu 3.3, jesli EX? = co. W przypadku za$, gdy EX? < oo, to implikacja
tatwo wynika z centralnego twierdzenia granicznego.

Uwaga 3.9. Dokladna analiza dowodu Twierdzenia 3.7 pokazuje, ze implikacja 1)=ii) za-
chodzi dla dowolnych o$rodkowych przestrzeni Banacha F. Jedyna wlasnoécia F', ktora
potrzebujemy do dowodu implikacji ii)=-1), jest nieréwnosé

n 2

>z

=1

E

n
<CY E|Zi|?
i=1

dla niezaleznych, ograniczonych zmiennych losowych Z; o wartosciach w F' i éredniej 0.
Przestrzenie z taka wlasnoscia nazywamy przestrzeniami typu 2 (naleza do nich np. prze-
strzenie LP, 2 < p < o0).

3.3 Przypadek niejednakowych rozkladéw.

W poprzednich twierdzeniach zaktadalismy wspolny rozktad zmiennych X;. Jest wiele sfor-
multowan mocnego prawa wielkich liczb, ktore nie zakladaja tego warunku — udowodnimy
jedno z nich, sformutowane dla p = 2 przez Kolmogorowa, a dla p > 2 przez Brunka.

Twierdzenie 3.10 (Mocne Prawo Wielkich Liczb Brunka). Zalézmy, zZe p > 2 oraz X; sq
niezaleznymi zmiennymi losowymsi o Sredniej zero takimi, Ze

— E|X;[P
Z ip/2+1 <

=1

Wéwczas zachodzi mocne prawo wielkich liczb, tzn. Sp,/n — 0 p.n..

Dowdd. Stosujac nier6wnosé symetryzacyjna (Fakt 2.15), nieréwnos$é Chinczyna oraz nie-
rownoé¢ Holdera dostajemy

p
< 2PExE.

n p

>,

i=1

Stad dla e > 0

n

ZEiXi

=1

n p/2 n
E < ExC, (Z |XZ~\2> < CunPPTLN T EXG)P.
=1

=1

o) 00 00 2m
STP(|S0] = e2") < Y e P2 R[Sy P < 6P Y 270, 2" 2D N | X P
n=1

n=1 n=1 =1
_ — 241 _
=cPC, Y EIX P Y 2D < Y Z’p/Zil < o0,
i=1 n>1: 2n>i i=1
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gdzie przedostatnia nieréwnosé¢ wynika z (8). Stosujac Lemat 3.4 otrzynujemy teze twier-
dzenia.

O]

Uwaga 3.11. Twierdzenie Brunka (z bardzo podobnym dowodem tyle, ze zamiast nieréw-
nosci Chinczyna stosujemy nieréwno$é Chinczyna-Kahane’a) zachodzi tez dla przestrzeni
Hilberta oraz ogdélniej dla przestrzeni Banacha typu 2.

4 Prawo Iterowanego Logarytmu

Podczas tego wykladu bedziemy najczesciej zaktadaé, ze X, X, Xo,... sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie o $redniej zero i skonczonej, niezerowej wa-
riancji 02. Na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego n~1/2S,, zbiega wéwczas wedlug
rozktadu do zmiennej gaussowskiej N (0, 02). Jednak, jak widzieliémy w czasie poprzedniego
wyktadu, z prawdopodobiefstwem jeden limsup,, .. |n~ /%S, | = co. Mozna wiec zapytaé
jak duze musi by¢ a,, by limsup,,_, |Sn/an| < 0o p.n..

4.1 Przypadek jednowymiarowy

Twierdzenie 4.1 (Prawo Iterowanego Logarytmu Hartmana i Wintnera). Dla niezalez-
nych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie ze $rednig zero i wariancjg o® zachodzi

S,
lim sup - = —liminf ———— =0 p.n.

n—oo V2nlnlnn n—oo \/2nlnlnn N

Dowéd twierdzenia podzielimy na szereg prostszych lematéw. Dla uproszczenia notacji

przyjmiemy 7(z) := y/2z Inln(z Vv 10).

Lemat 4.2. Dla dowolnego t > 0,

P <1m’?<x |Sk| >t +U\/2n> <2P(|Sy,] > t).

v

Dowdéd. 7 Lematu 2.4 dostajemy

P(S,| >t
P(max |Sk|>t—|—a\/%)< (1S > 1) '
1<k 1 — maxi<r<n P(|Sn — Skl = U\/ﬁ)

RN

Na mocy nieréwnosci Czebyszewa,

Var(S, —Sk) (n—k)o? 1
= Skl 2 0v2n) < = <5
P (| = Skl > ov2m) 2no? 2no? 2
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Lemat 4.3. Zatozmy, Ze dla B > 1,a > 0 zachodzi warunek

hE

P([S|gn| > av(8")) < co.

S
Il
—

Wowczas lim sup,,_, \/% <aB? pon..
Dowdd. Ustalmy ¢ > af8'/? i oszacujmy,

P sup —— >c¢ | < P max —— >¢
<n>ﬁ*£)—1 V2nInlnn S pE-l<n<p® v2nlnlnn

k=m
Z P <max 1Su] > ey(B% 1))
k=m

Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych k, ey(3F1) > ay(8%) + o(26%)'/2, czyli na mocy

Lematu 4.2,
P (max 1Sn] > ey(B"1) ) <P (max S| > ay(B*) 4 o\/28F >
< 2P(|S g1 )| = ay(5Y)).
Stad,
lim P sup 7]5'”] >c| =0
m—00 n>pm-1 V2nlnlnn
dla dowolnego ¢ > a'/2 i latwo otrzymujemy teze. O

Lemat 4.4. Mamy limsup,,_, \/% < 420 p.n..

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze zmienne X; sa symetryczne i niech (g;) bedzie ciagiem Ber-
noulliego niezaleznym od (X;). Wowczas ciag (X;) ma ten sam rozklad co (¢;X;), zatem

> t) |
7 Wniosku 1.12 otrzymujemy dla ¢, a > 0,

P(|S,| > 1) <P (ZX > a> T 2exp (m) |

Niech T, = 3%, X2. Na mocy Mocnego Prawa Wielkich Liczb T,,/n — o2 p.n., czyli
réwniez 27" (Tynt1 — Ton) — o2 p.n.. Zatem na mocy Lematu Borela-Cantelliego,

00 > Z P27 (Tynt1 — Ton) Z P (Z X2 > 2o 2)

n

ZEin‘

=1

P(S,|>t)=P (
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Szacujemy,

2n 2 _20n+1 n
a“oc“2 Inln 2
P(Son] > a7(2")0) < P (24 i > 2"“02) +2exp (— 32 )
i—

2’I’L
P (Z X? > 2"+1a2> +2(nln2)~"/2,

i=1

Stad dla symetrycznych zmiennych losowych,
ZP (|S2n| = 27v(2™)0) < . (10)

W przypadku gdy X; sa dowolne oznaczmy przez (X]) niezalezna kopie (X;) oraz niech
Soi= > 1 X!, Na mocy nieréwnosci Czebyszewa, P(]S],| > v/2no) < 1/2, wiec z nieza-
leznosci,

P(|Sy| = t) <2P(|Su] = t, 15| < V2no) < 2P(|S, — S| > t — V2no).
Dla duzych n, 4y(2) — v2n > 2v/27y(n), wiec dla n > no,
P((S,] > 4y(n)o) < 2P (IS, — )| > 2V31(n)o).

Zauwazmy, ze S, — S, = Y. Y;, gdzie YV; = X; — X/ sa niezaleznymi, symetrycznymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie z wariancja 202, czyli na mocy (10),

S P(ISon] > 49(2%0) <2 3 P(|Son — Shel > 29(2")0y) < ox.

n>ng n>ngo
Mozemy wiec stosowaé Lemat 4.3 za =401 3 = 2. O

Lemat 4.5. Jesli zmienne X; sq dodatkowo ograniczone, to limsup,,_, \/% <o p.n.

Dowdd. Zalézmy, ze | X || < a, wéwczas na mocy nieréwnosci Bernsteina (Wniosek 1.17),

t2
P(|Sn] > 1) < 2exp [ - |.
(1Sa] = #) eXp( 2n02+2at/3>

Zatem dla 0 > 11 e > 0 oraz dostatecznie duzych n,

. 1+ ¢)26226™ In1n g™
P(|Sgn)| > (1 +€)ov(6%)) < 2exp <_2Lﬁ"ja2(+ 25()1(:L e)ﬁa\;%W/?))

< 2exp(—(1+¢)Inln ") = 2(nln 3)~1+9),

Mozemy wiec stosowaé Lemat 4.3 (z a = (1 + €)0) i dostajemy

: S|
limsup ————= < (1 +¢ o n. .
nﬂoop vV2ninlnn ( )f P

7 dowolnosci 8 > 1 i e > 0 wynika teza. O
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Whiosek 4.6. Dla dowolnych zmiennych o sredniej 0 i wariancji o2,

) S0l
im sup

——— <o M.
n—oo \/ 2nlnlnn b
Dowdd. Ustalmy M > 0 i roztézmy X; =Y, + Z;, gdzie

Yii= Xilqxcmy — BXilyx,emy,  Zio = Xilgx sy — BXily x>0y

OkreSlmy T, :=Y1+...+Y,, R, =21+ ...+ Z,. Na mocy Lematéw 4.4 i 4.5,

S, T, R
lim sup [ < lim sup 7| + lim sup | B <oy +4vV20; pn.

n—oo vV2nlnlnn n—oo vV2nlnlnn n—oo V2nlnlnn

Mamy jednak 0% < EX2]l{|X‘<M} < EX? = 62 oraz 0% < EXQIL{‘X|>M} — 0 przy
M — oo. O

Kolejny lemat pozwoli nam szacowaé z dotu granice w prawie iterowanego logarytmu.

Lemat 4.7. Zalézmy, ze dla liczby naturalnej C > 1 oraz a > 0 zachodzi

> P(Sgn_cn-1 = ay(C" = C"71) = 0.

Wowczas limsup,,_, \/ﬁ >a(l— 0—1)1/2 —oC Y2 pon.

Dowéd. Zdarzenia {Scn — Scn-1 > ay(C™ — C" 1)}, n = 1,2,... sy niezalezne, zatem na
mocy Lematu Borela-Cantelliego,

. — . SC" - SCn—l
1="P(l n— Son-1 2 cn—cnt QP(I —_— 2 )
(lim sup{Scn — Scn-1 > ay( c"Hh im sup S(Cn = o a

Stad na podstawie Wniosku 4.6 (zastosowanego do zmiennych —X;),

_ _ n _ (n—1
lim sup e > lim sup Sen = St AET=CT)

lim
n—oo Y(C") 7 n—oo” (O =Tl nmee o 4(C1)
_SC’”—l 1 W(Cn_l)

— lim sup

im
n—oo y(CN-1) n=ce A (CM)
>a(1—-C Y2 —6C™2 pn.
O

By oszacowaé ogon sumy z géry stosowalidémy nieréwno$é Bernsteina. Do oszacowania z
dotu bedziemy stosowaé¢ pewng forme nieréwnosci do niej przeciwnej, sformutowana przez
Kolmogorowa.
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Twierdzenie 4.8 (Odwrotna nieréwnosé¢ wykladnicza Kolmogorowa). Dla € > 0 istniejg
state K () id(¢) takie, zZe dla ograniczonych, niezaleznych zmiennych losowych X; o $redniej
zero, s > 0 oraz 02 := Var(31" | X;) zachodzi oszacowanie

n t2
P (ZXZ- > t) > exp (—(1 +s)202> :
=1

o ile
tmax || Xi||eo < 0(e)0? oraz t> K(e)o.
7

Dowdd. Ustalmy £ > 0 i niech u = u(e) bedzie taka liczba dodatnia dla ktérej
1— ®(u) > 2exp(—V1 + cu?/2).

-1 —u?/2

Wybranie u jest mozliwe na podstawie np. oszacowania 1 — ®(u) > (u=! —u=3)e ,

spelnionego dla u > 0.

Krok I. Istnieje stala o = a(e) > 0 taka, ze jesli ograniczone niezalezne zmienne losowe X
o sredniej zero spelniaja

k 1/2
max | Xilloe < () (Z Exf) ,
= =1

to
1

O |

k k 1/2
P ZXi>u<ZEXi2> > 5
=1 =1
Oczywiscie wystarczy rozpatrywaé przypadek Zle EX? = 1. Zalézmy, ze takie v nie
istnieje. Wowczas dla kazdego n istniejg niezalezne zmienne losowe X, 1, Xp2,..., Xy %, 0
sredniej zero takie, 7e || Xnilloo <17t Yk, EX?, =1 oraz

(1—®(u)) > exp (—\/1 + €U2> .

kn
P (ZXM > u) < %(1 — D).
i=1

bLatwo sprawdzi¢, ze uklad tréojkatny (X, ;)n; spelnia warunek Lindeberga, wiec na mocy
centralnego twierdzenia granicznego,

kn

lim P (Z Xn,i > u> =1—®(u),
i=1

co daje sprzecznoé¢ z poprzednia nieréwnoécia. Zatem teza Kroku I zostata wykazana.

Krok II. Dowdd twierdzenia.
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Bez straty ogdlnosci mozemy zaktadaéd, ze .7 EX? = 1. Zdefiniujmy ng = 0 oraz
indukcyjnie

n; := inf {m: EX }
] i Zl+1 /1 +e
Konstrukcje przerywamy na takim nj dla ktorego
2

U
Z EX} <
i=ng+1 1 + 6
wtedy oczywidcie k < u™2t2y/1 + €. Okreslmy

j
Si= > Xjdaj=1,....k—1
i:nj_1+1

oraz

Sk = Z X;.

i=ng_1+1

Wéwezas St + ...+ S, = 31y X; oraz Var(S;) > u?/(t*v/1 +¢) dla 1 < j < k. Ponadto

max || Xilloo < ¢7'6() < afe)(Var(s)))'/?,

jedli 0(e) < u(1 +¢)~Y*a(e). Zatem na mocy kroku I,

u? u?
P(s; > ﬁ) > P(S; > u(Var(5;))/?) > exp (- m?).
oraz
u? k u2 u?
P(S/ 1+E) ]1;[ ( \/ﬁ>/exp<—k:\/m?)
> exp(—(1+¢)t?/2).
Oszacujmy k z dotu. Mamy dla j =1,... )k,
nj 2 2
i:n]-z_:wl B < 752\/% HBX, < t12( iu—l— : " 52(8))’
co daje
1=§:EX2—§: Z EX] + Z EX? < ( u —1—52(5))4-”72
= j=li=n;_1+1 i=ng+1 lL+e 2y/1+¢’
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czyli
. 21+ e — u? - 2,
T w2+ Tt eo2(e) T u?

o ile d(¢) jest odpowiednio male, a K (¢) odpowiednio duze. I wtedy

1+e,

u? t2
=2t) > Z2hk—F——= |2 — — .
PS>t)>P (S kt{‘/ﬂ) exp ( (1+4¢) 2>

O]

Uwaga 4.9. Nieréwnos¢ z powyzszego twierdzenia mozna tez réwnowaznie sformulowaé
jako istnienie stalych ¢'(g) > 01 K'(¢) < oo takich, ze

n 1 2
P(;Xi > 1) > e exp (- (1+s)2%),

oile
max(t, o) max || X ||oo < ()0
(2

Lemat 4.10. Jesli zmienne X; sq ograniczone, to limsup,, \/ﬁ >0 p.n.
Dowdd. Oszacujemy P(S,, > (1+¢)~1/2y(n)o) stosujac odwrotna nieréwnosé wykladnicza

Kotmogorowa (Twierdzenie 4.8) z t = (1 +¢)~/2y(n)o i no?
dla duzych n > n(e) jego zalozenia sa spelnione, bo

zamiast 0?. Zauwazmy, ze

tmax [ Xilloo < [[X[loov(n)e < 3(e)no”

Z t=(1+2) "y (n)o > K(e)Vno.

Zatem dla n > n(e),

P (Sn > (1+ 6)_1/27(71)0) > exp (— (1+e)(1+ 5)172(71)02) = (Inn)~L.

2no?
Stad
S P (Scu_cnr = (1) 2oy(Cm = ")) > Y (In((C - 1)Em)) T = oo
n n>n(e)

Czyli, na mocy Lematu 4.7,

lim sup >(1+e) YV20(1—Cc Y262 pa.

Sn
n—oo v2nlnlnn

Biorac C — oo oraz € — 0+ dostajemy teze. O
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Whiosek 4.11. Dla dowolnych zmiennych o sredniej 0 i wariancji o2,

. n
lim sup

—_— >0 .N..
n—oo v2nlnlnn P

Dowdd. Jak w dowodzie Wniosku 4.6 dla M > 0 rozkladamy X; = Y;+Z; oraz S,, = R,+1T},
i szacujemy uzywajac Lematu 4.10 w Wniosku 4.6,

T, -R
lim sup ———— > limsup ———— — limsup ——— > oy — 0z p.n..
n—oo V2nlnlnn 7 oo v2nlnlnn n—oo V2nlnlnn -
By zakonczy¢ dowdd wystarczy zauwazy¢, ze oy — o oraz oz — 0 przy M — oo. O

Dowod Twierdzenia 4.1. . Wnioski 4.6 i 4.11 implikuja
Sn

limsup————==0¢ ..
THOOp V2nlnlnn P
Poniewaz —S, = > i, (—X;), wiec
liminf —— = —limsup—=—-0_x = —0 p.n.

n—oo \/2nlnlnn n—oo V2nlnlnn N
O

Okazuje sie, ze jesli spelnione jest prawo iterowanego logarytmu, to zmienna musi mieé¢
Srednig zero i skonczona wariancje.

Twierdzenie 4.12. Zalozmy, Ze

P ( lim sup L
n—oo V2nlnlnn

wéwezas EX =0 oraz EX? < .

<oo)>0,

Dowdd. Na mocy zalozen istnieje M < oo takie, ze

P (lim sup L
n—oo V2nlnlnn

ale na mocy prawa 0-1, powyzsze prawdopodobienstwo wynosi 0 lub 1. Stad

<M)>O,

) S0l
im sup

n—co 2nlnlnn

Zalézmy najpierw dodatkowo, ze zmienne X; sa symetryczne. Dla t > 0 zdefinujmy

<M pn.

X = Xalx,1<6) = Xnl{ix, />0
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oraz S! := YT, X!. Zmienne (X!) maja ten sam rozklad co zmienne X,,, zatem

St
lim sup _ ISl

n—oo v2nlnlnn

<M pn.,

czyli
lim sup M
n—oo \/ 2nlnlnn
Zauwazmy, ze S, + St =31, 2X;1y x, /<ty Zmienne X;1( x, <) maja Srednig zero i skon-
czona wariancje, wiec na mocy Twierdzenia 4.1,

<2M pan.

Sy + S
lim sup [ + S

n—oo V2nlnlnn

Stad EX?I x|<yy < 2M? i z dowolnosci ¢ > 0 dostajemy EX? < oo.
W przypadku, gdy rozklad X; nie jest symetryczny, niech (X)) bedzie niezalezna kopia
(Xn), Sl = >, X! Wéwczas

= (Var(QX]lﬂth}))l/Q = (2EX2IL{|X|<t})1/2 p.n.

: [Sn — Sy
limsup ——2= < 2M ..
n—>oop vV 2nlnlnn P
Mamy jednak S,, — S/, = >i"1(X; — X]), stad na mocy rozwazanego wczesniej przypadku,

E(X — X)? < o0, a wigc réwniez EX? < oo.
By zakonczyé dowdd zauwazmy, ze na mocy mocnego prawa wielkich liczb

V2nlnlnn _ 0

EX = lim & = lim sup Sn lim =

n—oo n, n—oo /2nlnlnn n—oo n

4.2 Zbiér graniczny

Okazuje sie, ze nie tylko jesteémy w stanie podaé¢ granice gérng i dolng ciagu ale

Sn
V2nlInlnn’
réwniez okresli¢ zbiér wszystkich mozliwych granic jego podciagdéw. Wprowadzmy najpierw
definicje.

Definicja 4.13. Dla ciagu liczbowego (lub ogdlniej ciagu o wartosciach w przestrzeni
metrycznej) ay, przez C(a,) oznaczamy zbiér wszystkich punktéw skupienia ciagu ay,, czyli

z € Clay) & I, an, — .

Twierdzenie 4.14. Zaléimy, e EX =0 oraz EX? = 02 < co. Wéwczas

i) dist(\/ﬁ, [—o,0]) — 0 p.n.,

ii) C(\/ﬁ) = [—0,0] p.n..
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Dowdd opiera sie na nastepujacym prostym lemacie.

Lemat 4.15. Zaldimy, Ze ay jest ciggiem liczbowym takim, zZe b = liminf,, . a, > —o0,
¢ = limsup,,_, . a, < 00 oraz lim, o (an+1 — an) = 0. Wowczas
i) dist(an, [b,c]) — 0,
ii) C(an) = [b,¢].
Dowdd. 1) Z definicji granicy dolnej i gérnej wynika, ze dla € > 0 dla dostatecznie duzych
n, b —e < x, < c+ ¢, co pociaga dist(an, [b,c]) < e.

ii) Oczywiscie {b,c} C C(ay), ustalmy d € (b,c). Mozemy skonstruowa¢ podciag ng
taki, ze apn,, , < d < ap,,. Zdefiniujmy

my, = sup{n < nox: a, < d},
WOWCZAS Uy, < d < Amy41, zatem |d — am, | < |@myp+1 — am, | — 0, czyli d € C(ay). O
Dowdd Twierdzenia 4.14.. Na mocy Lematu 4.15 oraz Twierdzenia 4.1 wystarczy wykazad,

ze
< Sn - Sn—l ) -0 p.n
() y(n—1) o
gdzie ~y (5) V2nInlnn. Zauwazmy, ze y(n)™' — y(n — )™t = o(y(n — 1)7') oraz

lim sup | | = 0 < o0 p.n., wiec wystarczy udowodnié, ze

lim
n—oo

v(n— 1
X
lim —~ =0 pn
e 5 (n)
Szacujemy,
> _P(Xa| > ev(n) Ezﬂﬂxwm Ezﬂ (1X|3ev/am}
n
X 2
EZ ]]-{2n<|X|2£ 2} E|5 < 00,
zatem na podstawie Lematu Borela-Cantelliego, lim sup ffs)l < € p.n.. O

Prawo iterowanego logarytmu ma tez wersje pozbawione zatozenia o jednakowym roz-
ktadzie. Jedna z nich przytaczamy ponizej, dowdd zostawiajac Czytelnikowi.

Twierdzenie 4.16. Zalozmy, Ze X; sq niezaleinymi ograniczonymi zmiennymi losowymsi
o $redniej zero spelniajgcymi warunki:
i) a2 := Var(S,) = Y7 | EX? — o0
2
i) | Xalloo Y52 — 0.

an

Wowczas

. Sn
lim sup

— =1 .N.
n—o0 \/2@% Inln a% b
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4.3 Przypadek wektorowy

W tej czesci bedziemy rozwazaé¢ Prawo Iterowanego Logarytmu dla wektoréw losowych.
Dla x € R? przez |z| bedziemy oznaczaé euklidesowa dlugoéé wektora .

Twierdzenie 4.17. Zalozmy, Ze X, X1,... sq niezaleznymi wektorami losowymi o jedna-
kowym rozkladzie o wartosciach w R®. Jesli EX = 0 oraz E|X|? < o0, to

. |Snl 2\1/2 1/2
lim sup ———— = sup (E{(X, ¢ = sup ({C't, t / N,
nﬂoop 2nlnlnn |t|gp1( 07 |t|<p1(< ) P

gdzie C' oznacza macierz kowariancyi X .

Dowdd. Niech D oznacza gesty przeliczalny podzbiér domknietej kuli jednostkowej B(0, 1).
Ustalmy ¢ € D, wowczas |z| > (z,t) dla dowolnego = € R? i

lim sup || > lim sup (S, ) = (E(X,1)>)"? p.n..

n—oo  \/ 2n Inln n n—oo \/m

Zatem z prawdopodobienstwem 1 zachodzi

: ‘Sn‘ 2\1/2 2\1/2
hmsu[)i > sup E X,t / = Sup E X,t / .
n—oo 21N Inlnn tED( < > ) |t\<1( < > )

By udowodnié nieréwnosé w druga strone, ustalmy € > 0 i wybierzmy skoficzony pod-
zbiér T kuli domknietej B(0, 1) taki, ze

B(0,1) c | B(t,e).
teT

Dla z € R?, istnieje |s| = 1 takie, ze (s,z) = |z|, wybierajac t € T takie, ze |s —t| < e
dostajemy (t,z) = (s,x) — (s — t,x) > |z| — e|z|. Zatem

VIER" rlpe%zi@a JI> > (1 - E)’IE‘,

w szczegbdlnosci

Sul 1 (Sn,t
< max ————————.
V2nlnlnn 1—¢€ teT /2nlnlnn
Zatem ze skonczonosci zbioru 7' dostajemy

S _ 1 )

lim sup max lim sup

n—o0 \/2nlnlnn\1—€ teT n—oo +/2nlnlnn

= E(X,t)%)Y? pn.
T max(E(X,5)7)/% pn
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7 dowolnosci € > 0,

lim sup [n| < sup (E(X, t>2)1/2 p.n..

n—00 \/m [t|<1
O

Podobnie jak w przypadku skalarnym, réwniez dla d-wymiarowych wektoréw losowych
warunki EX = 0 oraz E|X|? < co sa konieczne dla zachodzenia Prawa Iterowanego Lo-
gaytmu.

Twierdzenie 4.18. Zalozmy, Ze X, X1,... sq niezaleznymi wektorami losowymi o jedna-
kowym rozktadzie o wartosciach w R%. Jesli

. [Snl
P( limsup ———— < o0) > 0,
( n—>oop v2ninlnn )
to EX =0 oraz E|X|? < .

Dowdd. Szacowanie (x,t) < |z||t| oraz Twierdzenie 4.12 implikuja, ze dla dowolnego t € R?,
E(X,t) = 0 oraz E(X,t)? < o0. O

Dla wektora losowego X o wartosciach w R takiego, ze E|X|? < oo definiujemy
Kx :={E(¢{X): e L*(Q), B¢ <1}
Jedli Cov(X) = C = UDUT, gdzie UT = U~ oraz D jest macierza diagonalna, to kladzie-
my C/2 .= UDV2UT.
Lemat 4.19. Mamy
Kx ={Ct: (Ct,t) <1} ={C%s: |s| <1},
czyli Kx jest elipsoidg.

Dowéd. Niech X = (X(1),...,X(d)). Wezmy & € L?(f2), wowczas, rozpatrujac rzut &
na podprzestrzen Lo rozpieta przez X(1),...,X(d), mamy & = Zglzl t; X (1) + n, gdzie
E(nX(i))=0dlai=1,...,d. Zachodzi

2

d
E¢ =E (Z a-X(z‘)) +En? = (Ct,t) + En?
=1

oraz . .
E((X(j) =Y LEX(0)X(j) =Y tic;i = (Ct);,
i=1 i=1
skad wynika pierwsza réwnoéé. Druga jest konsekwencja tozsamoéci (Ct,t) = |CY/%t)? i
Ct = CY2CY%, O
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Twierdzenie 4.20. Zaloimy, Ze spelnione sq zalozenia Twierdzenia 4.17. Wowczas
i) dist(\/ﬁ,f{x) — 0 p.n.,

Dowdd. Zacznijmy od rozpatrzenia przypadku C' = Cov(X) = Id. Wowczas Kx = B(0,1)

i punkt i) wynika stad, ze limsup,, l{%;' =1 p.n. (Twierdzenie 4.17).
By udowodni¢ i) dla C = Id wezmy najpierw t € S? 1. Wowczas E(t, X)? = 11 z
Twierdzen 4.17 i 4.1 z prawdopodobienstwem 1 lim sup L‘%’;{ = 1 oraz istnieje podciag nj

e S
taki, ze V(T’;k) — 1. Stad

2
limsup‘ S —t| = limsup (Mf + [t]* = 2 lim (S, ) <0
k—oo |Y(nk) koo V(1) koo y(ng)
Zatem dla |t| =1, P(t € C({?Z))) =1
Jedli |t| < 1, to rozpatrzmy (g;) ciag Bernoulliego niezalezny od ciagu (X;) i potézmy
Y; == X; + cieqr1. Wowcezas (Y;) jest ciggiem niezaleznych wektoréw losowych w R4*!
o éredniej zero i macierzy kowariancji Id. Jedli polozymy S, := > i<n Yi, to na mocy

poprzednich rozwazan,

S
2y1/2 n
t4+ (L= [t[7)""eas1 € C (7(11)) p-n.,

co w szczegdlnosei implikuje ¢ € C({?Z)) p.n.. A zatem dla dowolnego ¢t € B(0,1), P(t €

C (7%;))) = 1, skad latwo wynika (z domknietosci C(a,) i oSrodkowosci kuli) P(B(0,1) C

C({?Z))) =1.

Jedli X dowolne takie, ze C' # 0, to istnieje k < d oraz przeksztalcenia liniowe A: R? —
R* i B: RF — R? takie, ze Y := AX jest zmienna o éredniej zero i macierzy kowariancji

Id oraz X = BY p.n. Woéwezas Kx = BKy = BB(0,1), S, = BT, p.n., gdzie T,, =

STL . TTL . Tn
dist ( KX) = dist (BM,BKy> < || BJ|dist < Ky) —0 po

v(n)’ v(n)’
oraz
C’< Sn ):BC( In ) = BKy =Kx pn.
v(n) v(n)
Dla C =0, X =0 p.n. oraz Kx = {0} i teza twierdzenia jest oczywista. O

W przypadku wektoréw losowych o wartosciach w przestrzeni Banacha warunki koniecz-
ne i dostateczne dla zachodzenia prawa iterowanego logarytmu sg bardziej skomplikowane.
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Ich znalezienie zajeto dlugi okres czasu, ostateczny wynik podali Ledoux i Talagrand w
1988 roku, wykorzystujac subtelne wyniki Talagranda dotyczace koncentracji miary.
Zauwazmy, ze dla dowolnego funkcjonalu ¢ o normie 1,

lim sup 7”5,1” > lim sup [o(Sn)]

n—oo V2nlnlnn n—oo V2nInlnn
W szczeglnoscei, jesli P(X = 0) < 1, to limsup,,_, [|S»]|/V2nInlnn > 0 p.n.. Zanim

sformutujemy twierdzenie podajace warunki réwnowazne skonczonosci tej granicy, przypo-
mnimy definicje stochastycznej ograniczonosci.

Definicja 4.21. Méwimy, ze rodzina wektoréw losowych (Y;);er o wartoSciach w przestrze-
ni Banacha (F, || ||) jest stochastycznie ograniczona, jesli

Ves0Im<ooVier P(||Yil| > M) <e.

W przypadku zmiennych o wartosciach w R? stochastyczna ograniczono$é jest réwno-
wazna ciasnoéci, dla przestrzeni Banacha nieskonczonego wymiaru tak juz nie jest.

Dla uproszczenia notacji bedziemy uzywaé oznaczenia LLt := loglog(max{t,10}) dla
t > 0.

Twierdzenie 4.22 (Ledoux-Talagrand). Zaldzmy, Ze X, Xy,... sq niezaleznymi wekto-
rami losowymi o jednakowym rozkladzie o wartosciach w osrodkowej przestrzeni Banacha
(F,|| ||). Wowezas spetnione jest Prawo Iterowanego Logarytmu, tzn.

S,
lim sup @

n—oo \/ 2nlnlnn

wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelnione sq nastepujgce trzy warunki:
i) EIXE
LL|IX]| ’
ii) dla dowolnego funkcjonatu ¢ € F*, Eg(X) = 0 oraz Ep(X)? < oo,

i11) cigg (\/‘%) jest stochastycznie ograniczony.

< oo p.n. (11)

Dowdd. Wykazemy tylko konieczno$é warunkéw i)-iii) udowodnienie ich dostatecznosci jest
trudne i wymaga rozwiniecia dodatkowych narzedzi zwiazanych z teorig koncentracji miary.
Zainteresowanego Czytelnika odsytamy do rozdzialu 8 monografii [6].

Zal6zmy zatem, ze zachodzi (11).

Warunek (11) w potaczeniu z prawem 0-1 Kolomogorowa implikuje istnienie M < oo
takiego, ze z prawdopodobienstwem 1

limsupM < M.

n—oo v2nlnlnn

Ale ten warunek implikuje, ze dla duzych n,

X0l < 1Snll + 1Sn-1] < 2MV2nInlnn,
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co z kolei implikuje, ze dla duzych n, || X,||?/LL|X,| < 3Mn. Stad z Lematu Borella-
Cantelliego

0 > ZP(72 > 3Mn) = iP( IXIE 3Mn) > g XP__,
= MLLIX| T = NLLX ~ UBMLL|X]|

i zachodzi 1). Dla dowolego funcjonalu ¢ € F*

lim sup 7%0(5”)] < ||| lim sup 7HSTLH
n—oo V2nlnlnn n—oo v2nlnlnn

wiec warunek ii) jest konsekwencja Twierdzenia 4.12. Wreszcie by udowodnic¢ iii) zauwazmy,

< 00,

Ze przy m — oo,

Sh Sh . Sh
P(\/% > \@M) < P(mgn{\/% > M}) — P(hmsup{\/% = M}) =0.

Stad dla ustalonego ¢ > 0, P(||S,||/vnLLn > v2M) < ¢ dla n > n.. Dla ustalonego
n, P(||Sp||//VnLLn > t) — 0 przy t — oo, wiec dla dostatecznie duzego M. zachodzi
P(||Snll/VnLLn > M.) < € dla wszystkich n, co pokazuje koniecznosé iii). O

Okazuje sie, ze w przestrzeniach Hilberta (ogdlniej w przestrzeniach typu 2) mozna sie
pozby¢ warunku iii).

Fakt 4.23. Zalozmy, Ze spelnione sq zalozenia Twierdzenia 4.22 oraz przestrzen Banacha
F ma typ 2. Wowczas, jesli E(| X ||?/LL||X||) < oo oraz EX =0, to ||S,||/vnInlnn zbiega
do 0 wedtug prawdopodobienstwa.

Nietrudny dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Uwaga 4.24. 7 prawa 0-1 latwo wynika, ze jesli zachodza warunki i)-iii) Twierdzenia
4.22, to istnieje stala ¢ = ¢(X) > 0 (zalezna tylko od rozkladu zmiennej X) taka, ze
limsup,_, [|[Sn||/V2nInlnn = ¢ p.n.. Identyfikacja stalej ¢ jest trudnym problemem.
Wiadomo jednak, ze jesli warunek iii) zastapimy silniejszym warunkiem zbieznosci wedlug

prawdopodobienstwa ||.S,||/vnLLn do zera, to

lim sup _ Sl sup Ep(X)2.

n—oo V2nInlnn  gep+ o<t

W szczegblnoéci umiemy zidentyfikowaé granice w Prawie Iterowanego Logarytmu dla prze-
strzeni Banacha typu 2.
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5 Wielkie Odchylenia dla sum zmiennych rzeczywistych

W tej czesci, jesli nie napiszemy inaczej bedziemy zakladaé, ze X, X1, Xo, ... jest ciggiem
niezaleznych zmiennych losowym o jednakowym rozktadzie. Definiujemy

- S
Spi=X1+Xo+...+X,, S,:=".

Wiemy, ze S, zbiega p.n. do EX o ile ta warto$é oczekiwana istnieje, mozna jednak za-
pytaé jak szybka jest ta zbiezno$é¢, np jak szybko maleja z n ogony S,. Udowodniona,
na pierwszysm wyktadzie nieréwnoéé Chernoffa (Twierdzenie 1.9) méwi, ze P(S,, > t) <
exp(—nA%(t)) dlat > EX.
Nietrudno tez sprawdzié, ze jesli X; ma rozklad gaussowski AV (0, 0?), to dla dowolnego
zbioru borelowskiego A
.1 - . It)?
lim —InP(S, € A) = —essinfrcg——.

n—oo n, 2

Nasuwaja si¢ zatem nastepujace pytania:

1) Czy oszacowanie P(|S, — EX| > &) rzedu exp(—nf(¢)) zachodzi dla szerszej klasy
zmiennych losowych?

2) Czy istnieje granica lim,, %log P(S, € A) dla w miare ogélnej klasy zmiennych X i
zbioréw A?

Na te pytania poszukamy odpowiedzi w kolejnych sekcjach.

5.1 Oszacowania z dotu

Bez dodatkowych zalozeh nie mozemy liczy¢ na odwrdcenie nieréwnosci Chernoffa (np.
gdy Ax(t) = oo dlat # 0 to A% = 0 i nieréwnos¢ Chernoffa to po prostu szacowanie
prawdopodobienstwa z géry przez 1). Daje sie to jednak (w pewnym stopniu) zrobié przy
zalozeniach o skonczonosci funkcji tworzacej momenty. Dlatego w tej czesci bedziemy za-
zwyczaj dodatkowo zakladac, ze

Ee'Y < 0o dla wszystkich ¢t € R. (12)

Lemat 5.1. Przy zalozeniu (12) funkcja Mx przedluza sie do funkcji analitycznej na calej
plaszezyinie zespolonej. Ponadto M)(?) (t) = E(X"eX) dlan=1,2,....

Dowdd. Funkcja f(z) := Eexp(zX) jest dobrze okreslona dla z € C, bo E|exp(zX)| =
Eexp(Re(z)X) < oo. Oczywiscie f jest przedluzeniem My, nietrudno tez wykazaé (ko-
rzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej), ze f jest rézniczkowalna
i f'(z) = E(X exp(2X)). Podobnie indukcyjnie dowodzimy, ze ™ (z) = E(X™exp(2X)).

O
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Definicja 5.2. Dla t € R definiujemy miare probabilistyczna p; na R wzorem duy(z) =
My (t)tet®dux (z), tzn.
1 tX

Fakt 5.3. Dla dowolnej funkcji f calkowalnej wzgledem py mamy

By (1) = [ 1) dule) = 37 B,

Dowadd. Dla f = 14 podany wzér jest definicja miary p;. Z liniowosci obu stron zachodzi
on dla funkcji prostych. Aproksymujac od dotu funkcje nieujemng przez funkcje proste
i stosujac twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej dowodzimy tozsamosé dla
funkcji nieujemnych. Dowolng funkcje f zas piszemy jako réznice czesci dodatniej i ujemnej
i ponownie wykorzystujemy liniowo$¢. O

Lemat 5.4. Miara probabilistyczna p; spelnia warunksi

Bui(a) = [ adu(e) = Kx (1),

Var,, (z) = /}RxQdut(w) — </R xdut(x))Q = A% ().

Dowdd. Zauwazmy, ze z Lematu 5.1, M)(?) (t) = Mx(t)E,, («"), wiec
N (t) = Mx(t) " Mk (t) = Ey, (2)
oraz

N (t) = Mx (t) 7" Mx (t) = Mx () (Mx(1))* = By, (27) — (By, (2))* = Vary, (2).

Okredlmy
a :=essinfX = inf{¢t: P(X <t)> 0},
B := esssupX = sup{t: P(X >t) > 0}.
Oczywiscie P(X € [, 3]) =1 oraz —oo < a < f < o0.
Lemat 5.5. Dla dowolnej zmiennej losowej X,
Ax(t) =00 dlat ¢ o, f],

P(X =a)
P(X =)

exp(—A%(«)), jesli a > —o0,
exp(—Ax(8)),  jesli § < oo.
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Dowdd. Dla t < 0 mamy P(tX < at) =1, stad Ax(t) < atidlas<a,
A% (s) > sup{st —at: t <0} = oo.

Podobnie, dla t > 0, P(tX < 8t) = 1, zatem Ax(t) < St idla s> 3,
Ax(s) > sup{st — ft: t > 0} = o0.

Dla dowolnego t € R, Ax(t) > log(e!’P(X = j3)), czyli

P(X = 0) < infexp(—tf + Ax(t)) = exp(—sup(tf — Ax(t)) = exp(=A%X (0)).
7 drugiej strony, na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej,

exp(—A% (8)) < exp(Ax (1) — 1) = Eexp(t(X — §)) — P(X = §) dla t — oo.

Zatem P(X = () = exp(—A%(8)). Tozsamos¢ P(X = «a) = exp(—A%(«)) dowodzimy
analogicznie. O

Lemat 5.6. Zaldzmy, Ze zachodzi warunek (12) oraz o < . Wéwczas N jest funkcjg
$cidle rosnacg 2z R na (o, B). Przeksztalcenie © := (A'y)~!: (o, 8) — R spelnia

Ax(s) = s0(s) — Ax(O(s)) dla s € (a, 3).

Dowdd. Miara px jest niezdegenerowana, tzn. pux ({z}) # 1 dla z € R, wiec miary u; tez
sa niezdegenerowane. Zatem Var,, (z) > 0 i z Lematu 5.4, A% (t) > 0 czyli Ay jest Scisle
rosnaca i funkcja © = (A’ )~! jest dobrze okreslona na A’y (R). Oczywiscie dla dowolnego
t,

S e dpux ()
Jo et dpux ()

a, 3). Wykazemy, ze zachodzi tez odwrotna inkluzja.
[EX, ) oraz u € (t,3). Dla dowolnego s > 0,

Ay (t) = € (o, B),

wiee Ay (R) C (
Ustalmy t €

Ax(s) > log(e®"P(X > u)) = su+ logP(X > u),

zatem log P(X >
st — Ax(s) < s(t —u) —logP(X > u) < 0dlas> — o P t/u).
U —

Z Lematu 1.7 ii), st — Ax(s) < 0 dla s < 0, zatem supremum funkeji f(s) = st —Ax(s) je
osiggane w pewnym punkcie so € [0, —(u —t) "t log P(X > u)]. W szczegolnosm ( 0) = O
czyli t = Ay (s9). Wykazalismy wiec, ze A'(R) D [EX, ) oraz A% (t) = tO(t) — Ax(O(t))
dlat € [EX, ).

Przypadek ¢ € (a, EX] rozwazamy analogicznie. O
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Twierdzenie 5.7. Zaldimy, Ze zachodzi (12). Wowczas dla a € («, ) oraz e > 0,

P(S, —al <) > (1- B o onas(@) + 0@,

gdzie © := (Ay)7L.

Dowdd. Zdefiniujmy t := ©(a), wowczas Lemat 5.6 implikuje, ze A% (a) = at — Ax(t).
Niech Y,Y1,...,Y, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie zadanym przez
miare probabilistyczna p;. Na mocy Lematu 5.4, EY = A (t) = a i Var(Y) = A% (t).
Zauwazmy, ze dla dowolnej nieujemnej funkcji mierzalnej f na R”,

Ef(Yi,...,Ya) = (Mx(8) "B |[f(X1,..., Xp)e'™].

1 n
P<
n_

> Vi-a
=1

Zatem

< 6) = (Mx(t)) "Ee" 15, aj<q
< (Mx (1) e tatltlop(|5, — af < ¢).

Z nieréwnosci Czebyszewa

1 Var(Y)  A%(D)
P(n;Y;_a>€>< ne? | ne?

zatem

1 n
R Yia

P(|S, —a| <¢) >P<
i=1

< E) exp(—n(ta — Ax(t) + |tle))

> <1 _ AW)) exp(—n(A% (@) + |te)).

ne2

5.2 Twierdzenie Cramera na R

Jestesmy wreszcie gotowi do sformutowania twierdzenia o wielkich odchyleniach w przypad-
ku jednowymiarowym. W odrédznieniu od poprzedniego paragrafu nie stawiamy zadnych
wstepnych zalozen o rozkladzie X.

Twierdzenie 5.8 (Prawo Wielkich Odchylen Cramera).
i) Dla dowolnego zbioru domknietego F C R,

lim sup — logP(S € F) < — inf A (z).

n—00 zeF
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i1) Dla dowolnego zbioru otwartego G C R,

liminfllog P(S, € G) > — inf A% (z).

n—oo n el

iii) Dla dowolnego zbioru T' € B(R),

1 _
— inf A% (x) < liminf —logP(S, € I')

z€int(T) n—oo n

< limsupl logP(S, €T) < — inf A% (2).
n—oo TN zecl(T)

Dowdd. 1) Niech I := infyep A% (z). Jesli Ir = 0, to teza jest oczywista, mozemy zatem
zakladaé, ze Ir > 0. Wtedy D, # {0}, czyli EX} < oo lub EX_ < co. Rozwazymy trzy
przypadki.

a) E|X| < co. Poniewaz A% (EX) = 0 wiec EX ¢ F. Niech (a,b) bedzie skladowa R\ F
zawierajaca EX. Jesli a > —o0, to a € F, A% (a) > Ip, podobnie jedli b < oo, to b € F,
A% (b) > Ip. Mamy zatem z nier6wnoéci Chernoffa,

P(S, € F) <P(S, < a) 4+ P(S, > b) < e ™x(@) 4 o7mAx () < 9enlr

skad n'logP(S, € F) < —Ip +n tlog2 — —Ip przy n — oc.
b) EX = —oo, wowczas A% na mocy (2) jest niemalejaca, ponadto A% (z) — 0 przy
x — —oo. Zatem warunek Ir > 0 implikuje b = inf F' > —oco. Z domknietosci b € F, czyli
A% (b) > Iy oraz

P(S, € F) <P(S, > b) < e ™xO) L enir,
¢) EX = oo. Rozumujemy analogicznie jak w b).

ii) Musimy wykazaé, ze warunek = € G implikuje lim inf n=1log P(S,, € G) > —A% ().
Zmienna Y = X — z spelnia Ay (t) = Ax(t) — «t, A} (s) = A% (s + x). Zatem rozpatrujac
X —z i G — 1z zamiast X i G widzimy, ze mozemy zakladaé¢, iz x = 0. Z otwartosci G,
mamy (—9,9) C G dla pewnego 6 > 0. Wystarczy zatem wykazaé

lim inf = log P(S, € (—5,8)) > —A%(0) = inf Ax(t). (13)

n—oo n teR

Dowdd (13) rozbijemy na kilka przypadkéw.
Przypadek I. X > 0 p.n. Mamy woéwczas z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajo-
ryzowanej,

——00

iIngx(t) < tlim Ax(t) = logtlir_n EetX = logEtlir_n etX = logP(X =0).

Ponadto P(S,, € (—4,0)) > P(S, = 0) = P(X = 0)" i natychmiast dostajemy (13).
Przypadek II. X < 0 p.n. Dowodzimy w taki sam sposéb jak w przypadku I.
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Przypadek III. essinfX < 0 < esssupX oraz Dp, = R. Z Twierdzenia 5.7 (z a = 0)
dostajemy dla 0 < € < 9,

1 - 1 _
liminf —log P(S,, € (—4,9)) > liminf — logP(|S,| < &) > —A%(0) — £|©(0)].

n—oo 1, n—oo n,

Biorac ¢ — 0+ dostajemy (13).

Przypadek IV. essinf X < 0 < esssupX i X dowolne.

Wybierzmy M > 0 na tyle duze by P(X € [-M,0)),P(X € (0,M]) > 0. Niech Y
bedzie mialo taki rozklad jak zmienna X pod warunkiem |X| < M, tzn.

P(X € A,|X| < M)
P(X[<M)

PYeA) =

za$ Y1, Ya, ... beda niezaleznymi kopiami Y oraz T, = (Y1 + ...+ Y,)/n. Zauwazmy, ze dla
dowolnej funkcji mierzalnej f: R™ — [0, 00) mamy

Ef(Xy, ..., Xn) 2 Ef (X1, ., Xo) L x, <M. | Xn | <M}
=P(X| < M)"Ef(Y1,...,Yn).
W szczegdlnosci,
P(S, € (=4,0)) > P(|X| < M)"P(T, € (—46,6)).

Zmienna Y jest ograniczona, wiec na mocy przypadku III,

1 . 1 _
liminf — log P(S, € (—6,6)) > log P(|X| < M) + liminf — log P(T}, € (=4, 6))
n n—oo n

n—oo

> log P(|X| < M) +inf Ay (t) = ntlfAM(t),

gdzie AM(t) := log EetXIl{‘XKM}. Zauwazmy, ze funkcja AM rognie po M, wiec inf; AM (t)
zbiega przy M — oo do pewnego a. Wykazalismy, ze

1 _
liminf — log P(S, € (=4,9)) > a,

n—oo n,
wiec wystarczy wykazaé, ze a > inf; Ax(t). Rozpatrzmy zbiory

Ky o= {t: AM(t) < a}.
Funkcja AM (t) zbiega do nieskonczonogci przy |t| — oo, wiec zbiory K tworza zstepujaca
rodzine zbioréw zwartych, ponadto sa one niepuste, bo a > inf AM = AM(t;,) dla pewnego
tar. Istnieje wiec punkt tg nalezacy do przeciecia wszystkich Ky, ale wtedy AM (t9) < a

dla wszystkich M czyli, z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej, Ax(ty) =
limM_@O AM(t()) < a.

Punkt iii) wynika z i) i ii).
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Uwaga 5.9. Analiza pierwszej czesci dowodu pokazuje, ze wykazaliSmy

P(S, €T) < 2exp (—n H}{F) A}(@) dla dowolnego I' € B(R).
TeCe

6 Wielkie odchylenia dla sum wektoréw losowych

6.1 Funkcja generujaca momenty i transformata Cramera na R?

Uogolnimy nasze rozwazania dotyczace wielkich odchylen dla sum zmiennych rzeczyiwstych
na przypadek wektorowy. Zacznijmy od definicji funkcji generujacej momenty i transfor-
maty Cramera.

Definicja 6.1. Dla d-wymiarowego wektora losowego X okreslamy dla t € R%,
Mx(s) :=Ee®X) Ax(s):=log Mx(s)

oraz dla t € R,
A% (t) := sup{(s,t) — Ax(s): s € R%}.

Tak samo jak w przypadku jednowymiarowym dowodzimy nastepujacego prostego fak-
tu.

Fakt 6.2. Dla dowolnego d-wymiarowego wektora losowego X,
i) Ax jest funkcjg wypuktg z R w R N oo,
i) N jest funkciq wypukle 2 RY w [0, oc].

Dalej bedziemy zakladaé, ze X, X1,... sa niezaleznymi d-wymiarowymi wektorami lo-
sowymi o jednakowym rozktadzie. Wsp6trzedne wektorow X (odp. X;) bedziemy oznaczaé
X0) (odp. Xi(])) i definiujemy

e . nx0)
Sn::i‘xl’ Sglj)::L)(Z,1<j<d.
n n
Wygodnie nam bedzie zaktadaé, ze
Mx (s) < oo dla wszystkich s € R%. (14)

Lemat 6.3. Przy zalozeniu warunku (14),
i) Funkcja Axjest klasy C*(R?), ponadto

VMx(s) = E(Xe®%),

ii) Jesli t = VAx(s) dla pewnych s, t € R, to A5 (t) = (t,8) — Ax(s).
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Dowad. 1) By udowodnié¢ gladkosé, indukeyjnie po |a| = a1 + ... + a4, dowodzimy, ze dla
a€eZl,
o™ 0%

il WMX(S) - E((X(l))o‘l e (X(d))ozde<8,X>)'
1 d

ii) Ustalmy u € R? i okredlmy
gh):=h-(u—s,t) —Ax(s+h(u—s))+(s,t) heR.

Wypuktoéé Ax na R? implikuje wklestosé g na R, zatem

g(h) —g(0)

h—0+ h :<U—$,t>—<U—S,VAX(8)>:()‘

Dostalismy wiec g(1) < ¢(0), czyli (u,t) —Ax(u) < (t,s) —Ax(s), co po wzigciu supremum
po u € R¢ daje teze. O

6.2 Twierdzenie Cramera na R¢

Sformulujemy teraz twierdzenie o wielkich odchyleniach dla d-wymiarowych wektoréw lo-
sowych.

Twierdzenie 6.4. Niech X bedzie d-wymiarowym wektorem losowym takim, zZe Mx(s) <
oo dla wszystkich s € R, Wéwczas
i) Dla dowolnego zbioru domknietego F C RY,

1 _
o1 < — inf AS(2).
hrILn—?ol(l)p - logP(S, € F) tlg}f; A% (1)

i4) Dla dowolnego zbioru otwartego G C R?,

1 _
o1 S _inf A% (D).
lim inf - logP (S, € G) tlg(f;* A% (t)

i4) Dla dowolnego zbioru T' € B(R?),

1 _
— inf A% (#) < liminf — log P(S, € T
et x(t) < liminf ~log P(5;, € I')

1
< hgf;ip . logP(S, €T') < — tEiCIll(fF) Ax ().

Dowdd. 1) Zauwazmy, ze 20 — infiep (A% (t) A M) — —infiep A% (t) przy 6 — 04+, M — oo,

wiec wystarczy iz wykazemy

1 _
limsup —log P(S, € F') < 26 — tlnlg(A}(t) AM) dlad>0,M < oo. (15)
€

n—oo T
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Ustalmy 6 > 01 M < oo, dowdd (15) podzielimy na dwa kroki.

Krok I. F C R? zwarty.
Dla t € F wybierzmy s; € R? takie, ze

(t,yst) —Ax(st) =2 Ax(t)ANM -6

oraz 1y > 0 takie, ze r¢|s;| < 0. Przez B(t,r) bedziemy oznaczaé kule otwarta w R? o érodku
w t i promieniu r. Zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru I' € B(R?) oraz s € RY,

P(S,el) = El(s,cry < Eexp ((3 Sn )—mf(s nu))l{s ery < exp (nAX( )— nir611§<s,u>)
Ponadto

inf — (st inf  (sy,u—t) = (s,) — > (s,1) — 6.
uEIBI%t,n)<St,u> (st >+ueg%m)<5tu ) = (s, t) — 7else| = (s1,1)

P(Sn € B(t,m)) < exp (nAX(St) - ”ueggrt)@t, U>)

< exp(n(Ax(s)) — (s0,t) +6)) < exp(n(26 — Ak (t) A M)).

Zbior F' jest zwarty wiec istnieje skonczony podzbiér T C F taki, ze F' C Uier B(t, ) i
wowczas

P(S, € F) <> P(8, € B(t,r)) < >_exp(n(20 — Ax(t) A M)),

teT teT

zatem

1 _
limsup — log P(S,, € F) < 2§ — Itrél%l(A}(t) ANM) < 26— ggg(A}(t) A M).

n—oo M

Krok II. F' dowolny domkniety.
Dla p > 0 niech K, := [—p, p|%. Jedli p > max; E|X )|, to z nieréwnoéci Chernoffa,

ISH

d
P(S, ¢ K,) <Y _P(SY)| > p) <D (exp(—nA% ) (p)) + exp(—ndi ) (—p))).
7j=1 7=1

Poniewaz A% ;) (t) — oo przy [t| — oo, wigc dla odpowiednio duzego p, P(S, ¢ K,) <
exp(—nM), czyli

P(S, € F)<P(S, € FNK,) +P(5, ¢ K,) <P(S, € FNK,) + exp(—nM).
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Zbior F'N K, jest zwarty, wiec na mocy Kroku I,

lim sup — logP(S €e FNK, <20 — ian(A}(t)/\M),
P

n—oo 1N te

a poniewaz 20 — infseprr, (A (s) A M) > —M, wiec

1 _
limsup —logP(S, € F) <20 — inf (A%(t)AM)<2§— tlglg(A}(t) A M).

n—oo N teFNK,

ii) Wystarczy iz wykazemy, ze liminf, .o 21logP(S, € G) > —A%(t) dla dowolnego
t € G. Poniewaz B(t,d) C G dla pewnego ¢ > 0, wiec musimy jedynie wykazaé, ze

lim inf — logP(S € B(t,0)) > —A%(t) dlaéd >0.

n—oo n,
Dowéd przeprowadzimy w dwoch krokach.

Krok I. t = VAx(s) dla pewnego s € R,
Na mocy Lematu 6.3 mamy wéwczas A% (t) = (t,s) — Ax(s). OkreSlmy miare probabi-
listyczng py na RY wzorem

o:5)

dpg(a) = dpx (),

Mx(s)

czyli dpx(z) = exp(—(z,s) + Ax(s))dus(z). Niech Y.Y1,Y2,... beda niezaleznymi wek-
torami losowymi o rozkladzie pe, T, == (Y1 + ...+ Y,) oraz T,, := T,,/n. Dla dowolnej
nieujemnej funkcji mierzalnej f na R? mamy

Ef(X1,...,X,) =exp(nAx(s)Ef(Y1,...,Y,) exp(—(s,Ty)),

zatem
P(S, € B(t,9)) = exp(nAx(s))E exp(—(s,Tn>)ﬂ{Tn€B(t’5)}
= exp(—n({s,t) — Ax(s)))Eexp(—n(s, T — )17, —t|<s)}
> exp(—nA% (t) — nd|t)P(|T, —t| < 9).
Mamy jednak

1
Mx(s)

Mx(s)
czyli ze stabego prawa wielkich liczb P(|T;, — t| < §) — 1, stad

VMx(s)

EY =
Mx (s

E(Xel5X)) = = VAx(s) =t,

1 - 1 _
liminf —log P(S, € B(t,0)) > —AX%(t) — d|s| + liminf —log P(|T;, — t| < §))
n—oo n,

n—oo n,
= —A%(t) — dls|.
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Z monotonicznosci § — P(S,, € B(s,)) otrzymujemy

limint - log P(S, € B(t,4)) > Jim limint - log P(S, € B(t,8) > —A% (£).

n—oo n §'—0+ n—oo n

Krok II. X dowolna zmienna spelniajaca (14).

Niech G,G1,Ga, ... oznaczaja niezalezne kanoniczne d-wymiarowe wektory gaussow-
skie (tzn. wspdlrzedne wektoréw G; sa niezaleznymi zmiennymi A(0, 1)), niezalezne od
X, X1,Xs,.... Ustalmy M > 0 i zdefinujmy

Y =X+ —G, Y, =X+ —=G;, R,:=—"F7——
M 1 1 M (2 n n M

Wéwezas My (s) = Mx (s)Mg(s/vV' M) = Mx (s)exp(|s|?/(2M)), czyli Ay (s) = Ax(s)+
s|2/(2M) > Ax(s) oraz A% (t) < A% (t) dla wszystkich ¢t € R?. Z nieréwnosci Jensena,
Ax(s) =logEexp((s, X)) > E(s,X>, czyli Ay (s) > [s]?/(2M) + (s,EX) oraz

(5,) = Ay (s) < —[s]*/(2M) + (s,t = EX) — —o0 przy [t| — oo,
a wiec funkcja t — (s,t) — Ay (s) osiaga swoje supremum. Zatem istnieje s takie, ze t =
VAy(s).

Mamy

Yi+...Y, <
e

na mocy przypadku I otrzymujemy

lim inf — logP(S + R, € B(t,0/2)) > —Ay(t) > —A% (1).

n—oo n,

Zmienna R, ma ten sam rozklad, co G/vnM, wigc

0 5 nMé?
P § > VnM— ) < T
P (]Rn| 2) <|G] > P (]G nM2d> 2d exp ( S ) ,

gdzie ostatnie szacowanie wynika stad, ze GU) ~ N(0,1) dla 1 < j < d. Jesli przyjmiemy
M :=8572d*(A%(t) + 1), to dostaniemy

P (|Rn > g) < 2dexp(—n(Ax(t) +1)) < %P (5 +fin € B( g))

dla dostatecznie duzych n. Zatem dla duzych n,

P(S, € B(t,0)) > P (Sn+Rn €B <t, g)) -P (|Rny > g)
1 = 0
>7 n n [P )
lp (5,4 moen(n?))

52



czyli

.1 = o1 _ .
lim inf glogP(Sn € B(t,0)) > lim inf ElogP(S’n + R, € B(t,0/2)) > =A% (s).
iii) jest oczywiscie natychmiastowa konsekwencja i) i ii).

O

Uwaga 6.5. Twierdzenie 6.4 zachodzi przy stabszym zalozeniu, ze Mx jest skonczone w
pewnym otoczeniu zera. W przeciwienstwie do przypadku jednowymiarowego, nie jest ono
jednak prawdziwe dla dowolnych zmiennych X, bez dodatkowych zalozen o skonczonosci
Mx.

7 Wielkie odchylenia dla miar empirycznych

7.1 Miary empiryczne

Definicja 7.1. Zalézmy, ze X1, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartos$ciach
w pewnej przestrzeni mierzalnej (E, ) i wspdlnym rozktadzie p. Miare empiryczng ciagu
(Xp) okreslamy wzorem

1 n
"=

lub réwnowaznie

1
m(A) = S[{L<k<n: Xped}l, Act.

By uprosci¢ notacje bedziemy pisa¢ E, f = [; fdv dla funkcji mierzalnej f i miary
probabilistycznej v na (E,E).
Zauwazmy, ze dla dowolnej funkcji mierzalnej na (E, £) zachodzi

1 n
By f = Fdin = 5 32 500

Mocne prawo wielkich liczb implikuje zatem, Ze dla dowolnej funkcji mierzalnej E,,, f —
E,f pn.

W przypadku rzeczywistym dystrybuanta miary u, nazywana jest dystrybuantg empi-
ryczna, a twierdzenie Gliwienki-Cantelliego méwi, ze dystrybuanta empiryczna z prawdo-
podobienstwem 1 zbiega jednostajnie do dystrybuanty p. W szczegdlnosci p, = p prawie
na pewno. Ten ostatni fakt mozna nietrudno uogélnié¢ na przestrzenie polskie (tzn. o$rod-
kowe przestrzenie metryczne — zob Twierdzenie 7.5 ponizej).

Skoro zachodzi analog mocnego prawa wielkich liczb to mozna si¢ zastanawiaé¢ nad
twierdzeniem o wielkich odchyleniach dla miar empirycznych. Takie twierdzenie jest istot-
nie prawdziwe, jednak jego sformulowanie wymaga zdefiniowania wzglednej entropii oraz
sformutowania podstawowych faktéw dla przestrzeni polskich, co uczynimy w kolejnym
paragrafie.
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7.2 Miary probabilistyczne na przestrzeniach polskich

Definicja 7.2. Przez M;(FE) bedziemy oznaczali przestrzen miar probabilistycznych na
(E,E). W przypadku, gdy E jest przestrzenia metrycznag (lub ogdlniej przestrzenia topo-
logiczna) z sigma-cialem zbioréw borelowskich traktujemy M, (E) jako przestrzen topolo-
giczng z topologia zbieznosci wedtug rozktadu.

Wiele definicji i faktéw mozna sformulowaé w wieckszej ogdlnosci, ale by uniknaé roz-
wazan technicznych bedziemy zakladaé, ze E = (E, p) jest przestrzenia polska (tzn. osrod-
kowa, zupelna przestrzenia metryczna) z sigma-cialem zbioréw borelowskich.

Nietrudno wykazaé, ze jesli E jest przestrzenia polska to M;j(FE) jest przestrzenia
metryczng. Metryke mozna wprowadzi¢ na kilka sposobow. Mozemy wybraé¢ cigg funk-
cji f1, f2,... € Cogr taki, ze miary probabilistyczne p,, zbiegaja do miary probabilistyczne;j
p wtedy i tylko wtedy, gdy [p fedpn — [g fedp dla wszystkich k i okresli¢

/Efkd(ﬂ - V)H-

Najczeséiej na M1 (E) rozwaza sie metryke Prochorowa

d(u,v) = i 27" min {1,
k=1

dp,(p,v) :=inf{e > 0: wp(F) < v(F:) + ¢ dla wszystkich zbior6w domknietych F'}.

Definicja 7.3. Rodzina miar probabilistycznych A C M (F) jest ciasna (jedrna), jesli dla
kazdego € > 0 istnieje zbiér zwarty K taki, ze pu(K) > 1 — e dla wszystkich u € A.

Wazne twierdzenie Prochorowa wiaze ciasnosé ze staba relatywna zwartoscia.

Twierdzenie 7.4. Zaloimy, Ze E jest przestrzeniq polskg. Wowczas zbior miar probabili-
stycznych A C M1 (E) jest ciasny wtedy i tylko wtedy, gdy jest relatywnie zwarty w topologii
stabej zwartosci (tzn. jego domkniecie jest zwarte lub réwnowaznie z kazdego ciggu miar z
A mozna wybraé podcigg stabo zbieziny).

Twierdzenie 7.5. Zalozmy, ze X1, Xo, ... sq¢ niezaleinymi zmiennymsi losowymi o warto-
Sciach w przestrzeni polskiej (E, p) i wspdlnym rozkladzie p. Wowczas z prawdopodobieni-
stwem 1 miary empiryczne wy, zbiegajq wedtug rozktadu do p.

Dowdd. Niech f1, fa,... € Cogr bedzie ciggiem determinujacym zbieznosé wedtug rozktadu.
Woéwezas z prawdopodobienistwem 1, E,, fi, — E,fi dla wszystkich %, co oznacza, ze z
prawdopodobiehstwem 1 miary p, zbiegaja w Mi(E) do pu. O
7.3 Wzgledna entropia miar probabilistycznych

Przypomnijmy, ze jesli u, v sa miarami nieujemnymi na (F,&), to méwimy, ze v jest
absolutnie ciagla wzgledem p (co oznaczamy v < ), jesli warunek p(A) = 0 implikuje, Ze
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v(A) = 0. Twierdzenie Radona-Nikodyma moéwi, ze jesli i v sa o-skoficzone (oczywiscie
takie sa miary probabilistyczne), to v < p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje gesto$é v
wzgledem p, tzn. taka nieujemna funkcja mierzalna g—l’: naE,ze E, f =E,f g—l’: dla dowolnej
funkcji nieujemnej mierzalnej f na E.

Definicja 7.6. Niech p, v beda dwiema miarami probabilistycznymi na (E, £). Okreslamy
entropie miary v wzgledem miary | wzorem

Hivlp) = E, % log(§5) = By log(§h), jesli v < p,

400 w przeciwnym przypadku.
Fakt 7.7. Dla dowolnych miar probabilistycznych p oraz v na (E, &) zachodzi H(v|pw) > 0.
Ponadto H(v|p) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v = p.

Dowdd. Funkcja f(x) = xlogx jest wypukla na [0, 00), wiec jesli v < pu, to

d”) — (1) =o.

dv
H =E,f(—) > flE,—
) = Buf () = 1 (B,
Ponadto, na mocy Scistej wypukltosci f, réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy S—Z =1
u-p.-w., czyli wtedy i tylko wtedy, gdy v = pu.
O]

Fakt 7.8. Dla dowolnych miar probabilistycznych p oraz v na (E, &) zachodzi

H(v|lp)= sup (E,f—log Euef),
fEBogr(E)

gdzie Bogr(E) oznacza przestrzen funkcji mierzalnych ograniczonych na (E,E).

Dowadd. Zatézmy wpierw, ze v < p. Niech g = g—l‘:. Aproksymujac logg przez funkcje
ograniczone i korzystajac z tego, ze E, g = 1 widzimy, ze H (v|u) jest wieksze niz supremum
po prawej stronie rownosci z tezy.
By wykazaé¢ oszacowanie przeciwne musimy wykazaé, ze dla dowolnej ograniczonej funk-
cji mierzalnej
E,glogg > E,fg — log Eﬂef.

Poniewaz E, g = 1, wiec mozemy zalozy¢ (zastepujac ewentualnie f przez f —c, ze Euef =
1. Mamy fg —ef < glogg—g dlag >0, f €R, wiec

E,glogg > E,fg — Euef +E,9=E,fg=E,fg— logEMef.
Jesli v nie jest absolutnie ciggla wzgledem p to istnieje zbior A € £ taki, ze u(A) =0
oraz v(A) > 0. Bierzemy f, = nl g € Bog(E) i zauwazamy, ze E,, f,,—log E e/ = ny(A) —
0. ]
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Whniosek 7.9. Jesli E jest przestrzenig metryczng, to dla dowolnych miar probabilistycz-
nych p oraz v na E zachodzi

H(vlp) = sup (B, f—logEge’),
f€Cog:(E)

gdzie Cogr(E) 0znacza przestrzen funkcji cigglych ograniczonych na E.
Dowdd jest oparty na nastepujacym lemacie, ktérego dowdd zostawiamy jako é¢wiczemie.

Lemat 7.10. Niech A bedzie klasq funkcji na przestrzeni metrycznej (E, p), ktora zawiera
wszystkie ograniczone funkcje Lipschitzowskie i jest zamknieta na jednostajnie ograniczong
zbieznosé punktowq (tzn. jesli f, € A jest zbiezny punktowo do f i sup,, sup, |fn(z)| < oo,
to f € A). Wowczas A zawiera wszystkie ograniczone funkcje borelowskie na E.

Dowéd Wniosku 7.9. Niech
a:= sup (E,f— logE#ef)
f€Cog(E)

oraz

A:={f € Boer(E): E,f —logE,e/ <a}.

Oczywiscie A zawiera wszystkie ograniczone funkcje ciagle, a z twierdzenia Lebesgue’a o
zbiezno$ci zmajoryzowanej latwo wynika, ze A jest zamkniety ze wzgledu na jednostajnie
ograniczong zbieznos¢ punktowa. Zatem na mocy Lematu 7.10 Bog:(E) C A, czyli

a= sup (E,f—logE,e’)=H(v|p),
feBogr(E)

gdzie ostatnia réwnosé¢ wynika z Faktu 7.8.

O]

Prawdziwy jest tez fakt dualny do Faktu 7.8, ktérego dowdd pozostawiamy jako éwi-
czenie.

Lemat 7.11 (Zasada wariacyjna Gibbsa). Dla dowolnej ograniczonej z gory funkcji mie-
rzalnej f,

log Bye! = sup{E, f — H(v|u)}.
7.4 Twierdzenie Sanowa

Twierdzenie 7.12 (Sanow). Niech X1, Xo, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
wartosciach w przestrzeni polskiej (E, p) i jednakowym rozkladzie p oraz p, = % Y oh—10x,-
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Wowczas
i) Dla dowolnego zbioru domknigtego F w M;(E),

1
li —logP )< —inf H .
imsup —log P(un € F) < — inf H(v|u)
ii) Dla dowolnego zbioru otwartego G w M;(E),
hrnlnff logP(pn € G) > ingH(V|/,L).
ve

n—oo

i11) Dla dowolnego zbioru borelowskiego I' w M1 (E),

1
— inf H(v|u) < lim inf ~ log P(p, €T)
veint(T)

hmsup—logP(MnEF) — inf H(v|p).

n—o0 vecl(T)

Dowdd. i) Wystarczy, ze pokazemy, iz dla dowolnego 1 < M < ocie >0,

1
limsup —log P(u, € F) < — inf H(v|u) A M + 2¢. (16)
n—oo N veF
Krok I. Zalézmy najpierw, ze F' jest zbiorem zwartym. Ustalmy ¢ > 0 i M < oo.

Oznaczmy
a=inf Hv|p) ANM —e.
veF

Na mocy Wniosku 7.9 dla dowolnego v € F' mozemy znalezé ograniczong funkcje ciagta f,
taka, ze
E.f, > Hvlp) ANM — e —1ogE, el >« +log E, efv.

Oznaczmy

Gy, ={\e My(E): Ezf, >a+1ogE,el" — ¢}
Zbiér G, jest otwartym otoczeniem v zatem ze zwartosci F' da sie znalezé taki ciagg miar
vi,...,Un, ze F' C Uévzl Gy, . Oznaczmy dla uproszczenia f,, przez fi,. Woéwczas

N N
P(un € F) < ) P(un € Gy,) < Z (Ep fr > a+log B elt —e).

e
Il
—_

™=

P(ka ) > n(a +log B eft — ))

T
I

b”ﬂz

P (62;21 T(Xi) > enla=e) (g, el )n)

b
Il
—

-

P (2t /(X0 5 enleaIgediny 1X)) < (07,

b
Il
—

o7



Zatem
lim sup — logP(unEF) a+8:*iH£H(V|/,L)/\M+28.
ve

n—oo T
Krok II. Zalézmy, ze F' jest dowolnym zbiorem domknietym. Na mocy twierdzenia
Prochorowa istnieja zbiory zwarte K; C E, 1 =1,2... takie, ze u(K;) > 1—e 27, Okreslmy
1
A= {v e Mi(B): v(K) > 1—7}, 1=1,2,....

Wéwezas A; sa domknietymi podzbiorami M (E), wiec zbior

oo
Ay = ﬂ Ay
=M
jest domkniety w My (F). Nietrudno zauwazy¢, ze jest to zbiér ciasny, zatem Ajs jest
zwarty w M (E).
Szacujemy dla l =1,2,..

P(,Un ¢ Al) = (/.Ln(E \ Kl ) (Z ]lE\Kl 7;) < 8_2lnE€2l2 Z?:l ﬂE\Kl (X3)

n
— e—2ln (E#62l 1E\Kz> < e—2ln (1 _|_e H(E\Kl)> < 2n€—2ln < e—ln

oraz

P(un & Anr) < Z P(un ¢ A)) < Z e " <2 M,

I>M I>M
Zbioér F N Ajy jest zwarty, zatem na mocy Kroku I,
1
lim sup flogP(,un e FNAy)<— inf H(|p)AM+2e<—inf H(v|p) ANM + 2
n—oo veEFNA veF

i wobec szacowania P(u, € F) < P(u, € FN Ay )+ P(pn ¢ Apr) dostajemy (16)

ii) Ustalmy v € U takie, ze H (v|u) < oo (jesli takie v nie istnieje, to inf,cq H (v|u) = o0
i nier6wno$¢ jest oczywista). Niech g = Z—Z oraz Y1, Ys, ... beda niezaleznymi zmiennymi o
rozkladzie v. Wéwcezas ¢(Y;) > 0 p.n. oraz dla dowolnej funkcji mierzalnej f na E™,

Ef(Yi,...,Y,) = E(le,..., Hng)
Mamy
P(u, €G)> ( ZéXkGG Hng >o>
k=1 k=1

" (ﬂ{; 5o 11 g(y’“)_l>
k=1

1 & 1 &
> e B t)p [ 2N 50 e @ =N logg(Yi) < Eylogg+¢ .
g & o g om ot < B
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Mocne prawo wielkich liczb implikuje, ze z prawdopodobienstwem 1 przy n — oo zachodzi
% Y r—q1logg(Yr) — E, log g oraz % > k=1 0y, — v stabo. Stad z otwartoéci G otrzymujemy,

ze dla duzych n,

1
P ('un c G) > iefn(Ey 10gg+€)’

zatem ]
liminf —log P (un, € G) > —E,logg —e = —H(v|p) — .
n

n—oo
Przechodzac z € do 0 i biorac supremum prawej strony ostatniej nieréwnosci po v € G
dostajemy teze.
iii) wynika latwo z i) i ii). O

8 Bladzenia losowe
W tym rozdziale bedziemy analizowa¢ zachowanie btadzen losowych, tzn. proceséw postaci
Shn=X14+...+X,, n=>0,

gdzie X, Xy,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi (jedno badz wielowymiarowymi).

8.1 Twierdzenie Hewitta-Savage’a. Mocna wlasno$sé Markowa.

Przy badaniu bladzen losowych czesto pojawiaja sie zdarzenia postaci limsup{S, € B} =
{Sy, € B dla nieskonczenie wielu n}. Okazuje sie, ze prawdopodobienstwo takich zdarzen
jest réwne 0 albo 1, wynika to z ogdlniejszego wyniku — prawa 0-1 Hewitta-Savage’a. Zanim
je sformutujemy i udowodnimy bedziemy potrzebowali kilku definicji.

Definicja 8.1. Méwimy, ze permutacja 7 liczb catkowitych dodatnich jest skoriczong per-
mutacjq, jesli m(n) = n dla duzych n.

Dla przestrzeni mierzalnej (E,E) przez (E°°,E%°) oznaczamy jej nieskonczony pro-
dukt. Kazda permutacja skénczona 7 indukuje przeksztalcenie T; na E°° dane wzorem
Tr((:)i>1) := (@n(s))i>1 oraz przeksztalcenie T)7 ! na £ okredlone jako

T;l(A) = {1‘ € E>: Tﬂ(x') = (.I'ﬂ.(i))i;l S A}

Méwimy, ze zbidér A € £°° jest permutowalny badz niezmienniczy na skonczone permu-

tacje, jesli T—1(A) = A dla dowolnej skoficzonej permutacji 7.

Twierdzenie 8.2 (Prawo 0-1 Hewitta-Savage’a). Zaldzmy, ze X; sq niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o jednakowym rozkladzie i warto$ciach w przestrzeni (E,E), za§ A € £
jest zdarzeniem permutowalnym. Wowczas

P((Xl,Xg,. . ) S A) S {O, 1}.
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Dowdéd bedzie korzystal z prostego lematu o o-ciatach.

Lemat 8.3. Zaloimy, Ze (Fpn)n>1 jest wstepujgcym ciggiem o-ciat oraz F := 0(U,>1 Fn)-
Wéwczas dla dowolnego € > 0 i A € F istniejg n oraz A, € Fy, takie, ze P(AAA,) < €.

Dowdéd. Nietrudno sprawdzié, ze zbiér A zdarzen A takich, ze dla kazdego € > 0 istniejg n
i A, € F, speliajace P(AAA,,) < € tworzy o-cialo. Oczywiscie wszystkie F,, sa zawarte
w A, wiec F C A. O

Dowdd Twierdzenia 8.2. Niech F,, = E" x S := {A x §*°: A€ &"}, czyli F,, to o-cialo
mierzalnych podzbioréw E*° zaleznych tylko od pierwszych n wspélrzednych. Wowczas
% = d(Up>1 Fn). Niech p oznacza miarg probabilistyczna na (E>°,£%°), ktéra jest roz-
ktadem ciagu (X7, Xo...).

Niech A bedzie permutowalnym zdarzeniem z £°°. Na mocy Lematu 8.3 istnieja A, €
F,, takie, ze u(AAA,) — 0. W szczegdlnodei u(Ay,) — p(A).

Niech 7, oznacza permutacje skonczong przeprowadzajaca i nan+idlai=1,....,n
oraz A, := T 1(A,). Wéwczas, na mocy permutowalnodci, u(AAA!) = p(AAA,). Mamy
wiec u(AA(A,NAL)) < p(AAA)) + n(AAA,) — 0, w szezegdlnosei p(A, N Al) — u(A).

Zdarzenie A] zalezy tylko od wspoélrzednych n+ 1,...,2n, wiec wzgledem p jest nie-
zalezne od A,. Stad

p(A) = lim (A, N A7) = Tim p(An) (A7) = p(A)?,
zatem P((X1, Xo,...) € A) = u(A) € {0,1}. O

Whniosek 8.4. Zalozmy, ze S, jest blgdzeniem losowym, wéwczas dla dowolnego zbioru
borelowskiego B, P(limsup{S,, € B}) jest réwne 0 lub 1.

Dowdd. Zauwazmy, ze jesli 7 jest taka permutacje, ze w(k) = k dla k > ng, oraz A, :=
{30, z; € B}, to T Y(A,) = A, dlan > ng. Stad zdarzenie lim sup 4,, jest permutowalne.
O

Bedziemy tez czesto korzystali z tego, ze btadzenie losowe ma mocng wtasno$¢ Markowa,
tzn. jedli zatrzymamy je w losowym momencie, a nastepnie znowu wystartujemy, to bedzie
si¢ zachowywacé tak jak przesuniete btadzenie losowe.

Twierdzenie 8.5. Zaldozmy, ze S, = X1+ ...+ X, jest blgdzeniem losowym oraz Fy, :=
o(X1,...,Xn). Wéwczas dla dowolnego momentu zatrzymania 7 takiego, Ze P(1 < 00) > 0,
c1qg (Srin — Sr)n>0, warunkowany zdarzeniem T < oo, jest blgdzeniem losowym, niezalez-
nym od Fr, o takim samy rozkladzie co (Sy,).
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Dowdd. Ustalmy A € Fr, wéwczas AN {1 = k} € Fj i jest niezalezne od (X,,)n>k. Stad
dla dowolnego zbioru B € (B(R%))>®

P({(Sr4n = Sr)nz0 € B} NAN{T = k}) = P({(Sk4n — Sk)nz0 € BN AN{T = k})
=P ((Sk+n — Sk)n=0 € B)P(AN{r = k})
((Sn)n=0 € B)P(AN{T =k}).

Sumujac powyzsza tozsamosé po k otrzymujemy

P
P

P({(Sr4n — Sr)n>0 € BfNAN{7T < 00}) =P((Sn)n>0 € B)P(AN {7 < c0}),
co po podzieleniu przez P (1 < o0) daje

P({(Sr4n — Sr)nzo € B} NA|{7T < 00}) = P((Sn)nz0 € B)P(A{1 < o0}).

8.2 Bladzenia chwilowe i powracajace

Dla bladzenia losowego S,,, o wartosciach w R?, okre§lmy miare 7 liczaca ile razy bladzenie
losowe odwiedza dany zbiér wzorem

77(B) = Z ]]-{SnEB}’ B € B(Rd)

n>0

Zauwazmy, ze
En(B) =Y P(S. €B), BeBRY.

n>0

Okredlmy tez zbiory
A:={z e R En(B(z,r)) > 0 dla wszystkich r > 0},

M = {z € RY: En(B(z,r)) = oo dla wszystkich r > 0}

oraz
R:={xz¢c R®- n(B(z,r)) = oo p.n. dla wszystkich » > 0}.

Twierdzenie 8.6. Dla dowolnego blgdzenia losowego S, o wartosciach w R¢ zachodzi
doktadnie jeden z dwoch warunkow

i) P(|Sp| = 00) =0, A= M = R oraz zbidr ten jest domknietq podgrupg R?;

ii) M = R =10 oraz |S,| — oo p.n..

Bladzenie spelniajace warunek i) nazywamy powracajgcym, zas warunek ii) chwilowym.
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Dowdd. Zauwazy, ze zawsze R C M C A. Latwo tez widaé, ze A jest domknieta pdtgrupa.
Rozpatrzymy dwa przypadki.

Przypadek 1. P(|S,| — o0) < 1.

Woweczas oczywiscie istnieje V' < oo takie, ze P(limsup{|S,| < V}) > 0. Ustalmy r > 0,
poniewaz kule B(0,V) mozna pokry¢ skonczona liczba kul B(x;,7r/2), i =1,..., N, wiec
dla pewnego k, P(limsup{S,, € B(zk,r/2)}) > 0. Na mocy twierdzenia Hewitta-Savage’a,
P(limsup{S, € B(xg,r/2)}) =1, czyli 7 := inf{n: S, € B(xg,7/2)} < co p.n.. Na mocy
mocnej wlasnosci Markowa dostajemy

1 =P(limsup{S, € B(zk,r/2)}) < P(limsup{|S;4+, — S;| < r}) = P(limsup{|S,| < r}),

stad dostajemy, ze 0 € R.
Pokazemy teraz, ze A C R, w tym celu ustalmy z € A oraz r > 0. Niech o :=
inf{n: |S, —z| < r/2}. Mamy, na mocy mocnej wlasnosci Markowa,

P(limsup{|S, — z| < r}) > P(o < oo, limsup{|Sy4n — S»| < 7/2})
= P(o < 00)P(limsup{|S,| < r/2}) > 0.

Stad z prawa 0-1 Hewitta-Savage’a i dowolnosci r dostajemy x € R.
By zakonczyé dowdd w tym przypadku wystarczy wykazaé¢ —z € A. Wiemy, ze 0 < 00
p-n., wiec na podstawie mocnej wtasnosci Markowa,

P(limsup{|S, + z| < r}) = P(limsup{|Sy4+n — So + x| < 1})
> P(limsup{|So4+n| < r/2}) = P(limsup{|S,| < r/2}) =1,

gdzie ostatnia réwnosé wynia stad, ze 0 € R. Zatem —x € R = A.

Przypadek II. |S,,| — oo p.n..
Ustalmy liczby naturalne m, k, wtedy

P (|sm| <1 i0f |Sin| > 7«) > P (|smy <7 inf |[Spyin — S| > 27«)
n>k n>k
=P(|Sn| <r)P (122\571\ > 27‘) .

Zdarzenie {|Sy,| < r,inf, >k [Sm4n| = r} moze sie powtorzy¢ tylko k razy, wiec
o
P (}Lr}li\SN\ > 27’) mXZ:DP(\SM <r) <k < oo.

Poniewaz P (inf, > |Sy| > 2r) dazy do 1 przy k — oo, to Y °_oP(|Sm| < r) < co. Stad
otrzymujemy, ze M N B(0,r7) = § i z dowolnosci r > 0, M = (), co implikuje tez, ze
R=0. O
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Wykazemy teraz uzyteczny Lemat.

Lemat 8.7. Dla dowolnego blgdzenia losowego (S,) w RY,
ZP]S!<7‘€) (57) ZP\S\<£) r>1,e>0.
n=0

Dowdéd. Niech x4, ...,z oznacza maksymalny zbiér punktéw w kuli B(0, re) z ktérych kaz-
de dwa maja odleglo$¢ przynajmniej £ /2. Wtedy kule B(x;,e/4) sa roztaczne i sa zawarte w
kuli B(0,e(r+1/4)). Stad z poréwnania objetoéci wynika, ze m(re/4)¢ < (e(r+1/4))%, czyli
m < (4r + 1)? < (5r)4. Zatem kule B(O re) mozna pokry¢ kulami otwartymi Bj, ..., By,
o promieniu /2, przy czym m < (5r)%.

Niech 7 := inf{n: S,, € By}. Zauwazmy, ze jesli S,, € By, to 7, < oo oraz n = 7 +m
dla pewnego m > 0, ponadto Sp,4+,, S7, € By, czyli |Sp4r, —Sm| < €. Zatem, na podstawie
mocnej wlasnoéci Markowa dostajemy

ZP|S|<r5 Y Y P(Sn€B) <D D P(|Smpr, — S| <&,7% < )

k=1n=0 k=1m=0

m oo o0
:Z (1) < 00) ZP|S!<6) 5rd2P|S|<€)
k=1 m=0 m=0

O

Whniosek 8.8. Blgdzenie losowe (Sy,) jest powracalne wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego
e > 0 (réwnowaznie dowolnego € >0) > > P(|S,| < ¢) = o0.

Dowadd. Jesli bladzenie jest powracalne, to z Twierdzenia 8.6 wiemy, ze 0 € M, czyli
o P(|Sn| <€) = oo dla kazdego € > 0.

Jesli 302 P(]Sn| < €) = oo dla pewnego £ > 0, to z Lematu 8.7 wynika, ze tak jest

dla wszystkich € > 0, a zatem 0 € M. O

Twierdzenie 8.9. Nastepujgce warunki sq wystarczajgce na to, by blgdzenie losowe Sy,
bylo powracajgce:

i)d=1 oraz %Sn — 0 wedlug prawdopodobienstwa;

i) d < 2, EX =0 oraz E|X|? < .

Dowdd. i) Dla e > 01r > 1 mamy z Lematu 8.7,

ZP (1Su] < &) > ZP (1] < re) = ;/ P(|S],y| < re)dt.
0

Na mocy Lematu Fatou

r—00

> 1
E P(|S,| <¢e) > 5/ liminf P(|S || < re)dt = / 1dt =
n=0 0
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ii) Analogicznie jak w i) dostajemy

nzopysyq) 2522P|S|<r5 25/ P(|S2y | < re)dt,

Na mocy CTG n~1/28, zbiega wedlug rozkladu do zmiennej G o rozkladzie normalnym

(by¢ moze zdegenerowanym). Latwo widaé, ze istnieje ¢, § > 0 takie, ze P(|G| < t) > ct?
dla 0 < t < 4. Stad z Lematu Fatou,

o ~1/2
ZP Sal <€) > o / lim inf P12y < re)dt = 25/0 P(IG| < et~ V/2)dt

2 roo

> 1t = o0

25 J(e/9)?

O

Twierdzenie 8.10 (Chung-Fuchs). Zalozimy, zZe  jest funkcjq charakterystyczng zmiennej

X. Wowezas blgdzenie S, jest powracajgce wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego (réwno-
waznie dla kazdego) € > 0,

1
su Re| ——— |dt =
0<r£1 /|t<6 <1 - TSO(t)>

Uwaga 8.11. Zachodzi p(—t) = ¢(t), stad wynika, ze l_rlw(t) + l—mla(—t) € R, zatem w tezie

twierdzenia Chunga-Fuchsa mozna zastapi¢ Re( przez

1
o) o)

Lemat 8.12. Dla dowolnych miar probabilistycznych u,v na RY,

/R pudy = /R L pwdp.

Dowdéd. Na mocy Twierdzenia Fubiniego

/ /Rd/Rd 13 qp(s)dw(t /]Rd/Rd U8 dp () dp(s) = /d‘Pu(S)dM(S)-

O

Dowdd Twierdzenia 8.10. . Miara v o gestosci g(x) = (1 — |z|)+ ma funkcje charaktery-

styczna §(t) = ¢, (t) = 2t72(1 —cost) (mozna to policzyé bezpoérednio albo zauwazyé, ze v

jest splotem 2 rozkladéw jednostajnych na [—1/2,1/2]). Zatem miara produktowa o gesto-
d,®d — ,dTTd ; 5®d — 174 5

sci a®g®*(ax) = a®I];_; g(ax) ma funkcje charakterystyczna ¢¥%(t/a) = [[5—1 §(tx/a).

7Z Lematu 8.12 otrzymujemy dla a > 0,
[, 8% @/ @)dus, (@) = a* | p(ey'g™(at)at.
Rd R4

64



Twierdzenie Fubiniego implikuje, ze dla dowolnego r € (0, 1),

/ dx/a) Zr”dugn =a / Zr )mg®d( at)dt—ad/ g®d(a?)dt

rd 1 —ro(t
_ g /Rd % (at)Re(l_i(p(t))dt, (17)

gdzie ostatnia réwnosé¢ wynika stad, ze rozwazane calki przyjmuja wartosci rzeczywiste.
. 7. . 1 . AP
Ustalmy ¢ > 0 i zalézmy, ze supg.,.q f|t\<s Re(m)dt < 00. Zauwazmy, ze § jest
ciagle i nie zeruje si¢ na [—1,1] zatem §(t) > ¢ > 0 dla || < 1, stad

S P(IS.) < 8) = sup 3 s, (B(0.6) < sup ¢ [ g7 $/52Tdusn

n>0 0<r<1 n>0 0<r<1
1
= (§/¢)? su ®d(§)Re( ——— )dt.
(/) 0<rI<)1 R’ (91) <1—7'<P<t))

Zauwazmy, ze g©%(5t) sie zeruje poza kostka [—6~1, 671" ¢ B(0,d'/26~1). Stad przyjmujac
§ = dY/2e71 dostajemy

1
P(|S,| < §) < C(d, / Re(——)dt < oo,
2 P(Sul <8) <C(de) sup [ Re(q——7s)dt <oc

czyli btadzenie losowe jest chwilowe na mocy Wniosku 8.8.

By udowodnié przeciwng implikacje zauwazmy, ze (na mocy twierdzenia o odwraca-
niu transformaty Fouriera) miara z gestoécia (27)~?G%¢(x) ma funkcje charakterystyczna
g®4(t), wiec analogicznie jak (17) dowodzimy, ze

oo S s, ) = o/ 20 |

R4

1

f]®d(at)Re(m

)at.
Stad, jesli S, jest chwilowy, to
1 1
su Re(——— )dt < ¢4 su / §9(t/e)Re( ——— )dt
0<7~E1 /B(O,a) <1 - 7"80(75)) O<r£1 ]Rdg (t/) (1 - 7"90(75))

= @ne/e)! sup [ g%(ex) Y- rdus, (a)

0<r<1 n—0

= (27e/c)?* su / ®d(cy r"d T
CCICTN I Co) S TNED
< (27me/c)? Z,ug 0,d"/%e71) < .
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Whniosek 8.13. Ustalmy € > 0. Wowczas blgdzenie (Sy,) jest powracalne, jesli

oo (=) =

1
/|t<e T Re(p() " <

W szczegolnosci blgdzenie symetryczne jest powracalne wtedy i tylko wtedy, gdy

J——
ti<e 1 —@(t) -

Wniosek 8.14. Niech (S],) oznacza niezalezng kopie bladzenia losowego (Sy). Wowczas,
jesli (Sp) jest powracajqce, to (S, — S),) tez jest powracajgce.

oraz chwilowe, jesli

Dowody obu wnioskéw pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

Twierdzenie 8.15. Jesli nosnik zmiennej X jest wiecej niz dwuwymiarowy, to blgdzenie
S, jest chwilowe.

Dowdd. Zatézmy wpierw, ze X jest symetryczny i ma noénik wymiaru k& > 2. Ewentualnie
obcinajac btadzenie do odpowiedniej podprzestrzeni liniowej wymiaru k, mozemy zaktadaé,
ze k = d. Wowczas dla odpowiednio duzego M zmienna ograniczona Xy := X1y x|<r) tez
ma noénik pelnowymiarowy, czyli ma niezdegenerowang macierz kowariancji Cjy. Zatem
przy t — 0

1 - x(t) = E(L - cos({t, X))) > E[(1 — cos({t, X)) Ly x|<ary] = B(L - cos({t, Xar)))

= 1=, (1) = 5(Cartat) + o),

stad istnieje § > 0 takie, ze 1 — ox(t) > 6|t|? dla t odpowiednio matych. Stad dla matych

e >0,
1 1

/ dt < / dt < / Lt <
su —_— —_— —_— o,
oot Jigee T-rp(®) " e T— 00 Jiy<e Ol

a zatem bladzenie jest chwilowe.

W przypadku ogélnym zalézmy, ze (S,,) jest powracajace, wowczas (S, — S),) tez jest
powracajace, zatem X — X’ ma no$nik wymiaru conajwyzej dwa. Wynika stad, ze X zawiera
si¢ w pewnej przestrzeni afinicznej wymiaru 2. Jesli ta przestrzen nie zawiera 0, to istnieje
t € R? takie, ze (t, X) = 1, co tatwo przeczy powracalnoéci (Sy,). O
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8.3 Punkty drabinowe. Faktoryzacja Wienera-Hopfa

W tej czesci bedziemy rozpatrywali btadzenia jednowymiarowe. Zacznijmy od uzytecznej
definicji punktéw drabinowych.

Definicja 8.16. Zalézmy, ze (S,,) jest jednowymiarowym bladzeniem losowym. Okre$lamy
indukcyjnie ciag (7x)r>0 wzorem 75 = 0 oraz

mei=inf{n > 71 +1: S, > S, ). (18)

Moment zatrzymania 7, nazywamy k-tym (wstepujgcym) momentem drabinowym Zmienna
S7, nazywamy k-tg (wstepujgca) wysokoscig drabinowgq, a pare (7, S7,) — k-tym (wstepu-
jacym) punktem drabinowym. Zamieniajac w (18) nieréwnos$¢ > na < otrzymujemy k—te
zstepujgce momenty drabinowe 7, i odpowiadajace im zstgpujgce wysokosci drabinowe STk_
i zstepujace punkty drabinowe (7, , STK_)' Podobnie, zamieniajac w (18) > na > (odp. <)
dostajemy sfabe wstepujgce momenty drabinowe oy, stabe wstepujgce wysoko$ci drabino-
we S, oraz slabe wstepujgce punkty drabinowe (o, Ss,) (odp. slabe zstepujace momenty

drabinowe o

-, stabe zstepujgce wysokosci drabinowe SU; oraz stabe zstepujgce punkty dra-

binowe (0,5, -)).
Uwaga 8.17. Mamy P (7, < 00) = P (71 < 00)™. Ponadto, jesli 1 < oo p.n., to na podstawie

mocnej wlasnosci Markowa wstepujace punkty drabinowe (7, S;,) tworza dwuwymiarowe
btadzenie losowe. Podobne fakty zachodza dla punktéw zstepujacych i stabych punktéw
wstepujacych/zstepujacych.

Nastepny lemat o dualnosci méwi, ze miary czasu przebywania dla proceséw (S, )n>0
(odp. (S5, )n>0) maja takie same wartosci oczekiwane jak miary czasu przebywania dla
procesu (Sn)ogn<al‘ (odp. (Sn)0<n<71_).

Lemat 8.18. Dla dowolnego zbioru borelowskiego B

> P(S;, €B, p<o0)=Y P(S,€B, n<oy)

n=0 n=0
oraz
oo o
ZP(S% €B, o, <) = ZP(Sn €B, n<1).
n=0 n=0

Dowdd. Udowodnimy pierwszy ze wzordéw, drugi dowodzi si¢ analogicznie. Na mocy defini-
¢ji momentéw drabinowych wystarczy go oczywiscie sprawdzi¢ dla B € B(0, 00). Zauwazmy,
ze

(S1,...,5,) ma ten sam rozktad co (S, — Sp—1,...,5, —S0), (19)
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zatem dla B € B(0,00),

P(min{Si,...,S,-1} > 0,5, € B) = P(max{S1,...,S5.-1} < Sn,Sn € B)

=> P(r,=n,5, €B). (20)
k>0
Sumujac po n > 1 otrzymujemy pierwszy ze wzorow. O

Fakt 8.19. Dla niezdegenerowanego jednowymiarowego blgdzenia losowego (Sy) zachodzi
doktadnie jeden z trzech warunkdéw:

i) Sp — 00 p.n., Eoy < Em < o0 oraz Eo] = Er] = oo,

ii) Sp — —oo p.n., Eoy = ET; = 00 oraz Eo; <E1 < o0,

iii) limsup £5,, = 0o p.n. oraz Eoy = Ery = Eo] = Er| = o0.

Dowdd. Istnieje takie A > —oo, ze P(limsup{S, < A}) < 1 lub istnieje takie A < oo, ze
P(limsup{S,, > A}) < 1 lub limsup +5,, = oo p.n.. W pierwszym przypadku, R C [4, c0),
stad bladzenie jest chwilowe, czyli |S,| — oo p.n.. Poniewaz, z prawa 0-1, P(lim sup{S,, <
A}) =0, wigc S, — oo p.n.. Analogicznie, w drugim przypadku S, — —oo p.n..

Zatézmy, ze zachodzi drugi przypadek, czyli S,, — —oo p.n.. Niech

Z =inf{n: o, = co}.

Oczywiscie Z < oo p.n., ponadto Z ma rozklad geometryczny z parametrem p = P(o; <

00) < 1. Stosujac druga réwnosé Lematu 8.18 do B = R otrzymujemy oo > EZ = E7 .
Jesli limsup+S,, = oo p.n., to 7, < oo p.n. i 7, < oo p.n. dla wszystkich n, wiec

stosujac Lemat 8.18 do B = R dostajemy Ecy = Eo; = oo. O

W kolejnym fakcie uzywamy konwencji, ze EX = EX; — EX_ mozna okresli¢, jesli
przynajmniej jedna z wielkosci EX,, EX_ jest skoficzona

Fakt 8.20. Niech (S,,) bedzie niezdegenerowanym, jednowymiarowym blgdzeniem losowym
generowanym przez zmienng X .

i) jesli EX =0, to limsup £5,, = 0o p.n.;

i1) jesli 0 < EX < oo, to S,, — o0 p.n. oraz ES; = EnEX;

i11) jesli EXy = EX_ = o0, to E(S;, |11 < o0) = —E(STl—]Tl_ < 00) = 0.

Dowdd. 1) Z symetrii i Faktu 8.19 mozemy zakladaé, ze limsup S,, = co. Gdyby E7; < oo,
to na mocy tozsamosci Walda ES,;, = EXE7 = 0, co przeczy temu, ze S;, > 0 p.n.. Zatem

E7 = 00, co na mocy Faktu 8.19 implikuje, ze liminf S, = —oc.
ii) S,, — 0o na mocy MPWL, a druga ré6wnosé¢ wynika z tozsamosci Walda.
iii) Wystarczy zauwazy¢, ze Sr 1ir, <oy = (X1)4 oraz STI_II{Tl_<OO} < —(Xy)-. O

Zanim sformutujemy bardzo wazne twierdzenie Wienera-Hopfa, bedziemy potrzebowali
kolejnej definicji.

68



Definicja 8.21. Przez x™ (odp. x~, ¥, ¥~ ) oznaczamy (by¢ moze zdegenerowany) roz-
ktad punktu drabinowego (71,57 ) (odp. (Tl_,STl—), (01,S6,), (01_,5’01—)), tzn. dla B €
B(N x R),

xT(B) =P(n < o0, (11,5,,) € B),
(B) = P(r} < oo, (7,5, ) € B),
YT (B) =P(oy < 00, (01,54,) € B),
™ (B) =P(o] < o0, (af,SUl—) € B).

Definiujemy tez miary x;= i 1;F wzorem
VE(A) = X ({n} x A), YE(4) = g ({n} x 4), n>1, A€B(R).
Wreszcie okreslamy miare x° na N* = N\ {0} jako
x’({n}) ;= P(min{Si,...,Sn_1) > 0,5, = 0) = P(max{Sy,...,S,_1) < 0,8, =0),

gdzie druga réwnoéé wynika z (19). Miare x° bedziemy tez traktowaé jako miare na N x R
(skoncentrowang na N* x {0}), za$ przez x!) bedziemy oznaczaé zaréwno miare na R réwna
X°({n})do jak i liczbe x°({n}).

Uwaga 8.22. i) Miary x* ,x~, %™ i ¥~ maja noénik zawarty w N* x R, ale wygodniej nam
jest je traktowac¢ jako miary na pélgrupie N x R.
ii) Jesli mamy dwie miary p i p’ na N x R to splot p * p/ mozna okresli¢ jako

pxp'(A) = p@ p{((n,z),(m,y): (n+m,z+y) € A}

(ten splot pochodzi tez obciecia zwyklego splotu na R x R do N x R).
iii) Kazda miare p na N x R mozna utozsamiaé¢ z ciagiem miar (p,)n>0 na R zadanych
wzorem py,(A) = p({n} x A). Przy tym utozsamienu (p * p')n, = >_1Lg p1 * phy_;-

Uwaga 8.23. 7 mocnej wlasnosci Markowa tatwo wynika, ze k-ty wstepujacy punkt dra-
binowy (7%, Sr,) ma (byé moze zdegenerowany) rozklad x**. Podobne fakty zachodza dla
pozostatych rodzajow punktéw drabinowych.

Twierdzenie 8.24 (Faktoryzacja Wienera-Hopfa). Dla dowolnego jednowymiarowego blg-
dzenia losowego zachodzqg nastepujgce tozsamosci dotyczgce miar na N x R:

do—01@p= (60— x")*(Go—v7) = (60— %) *(do—x), (21)
o — = = (60 — xF) * (60 — X°). (22)

Dowdd. Okreslmy miare p = (pn)n>0 na N x R wzorem py = dy oraz

pn(B) = P(min{S4,...,S,} >0, S, € B).
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Zauwazmy, ze py zeruje si¢ na (—oo, 0], ponadto dla n > 1,
(pn + ¥, )(B) = P(min{Sy,...,S,-1} >0, Sp—1+ X, € B) = pp—1 * u(B).
Stad
pnt Uy =poorkp=(p* (1 @), n>1,
zatem (po rozpatrzeniu co si¢ dzieje dla n = 0)
p+Uv” =d0+px(01@p), czyli px(dp—01 @ p) =d — .
Zauwazmy, ze ze wzoru (20) dostajemy dla n > 1

n
Pnzz *kn_zle +)rk=1) fZZZX Z “(k=1)y
=1 k>1

k>1 k>11=1

Z * Ppn—l = X *p)n

Rozpatrujac dodatkowo n = 0 dostajemy
p=200+x"*p, czyli (5o —xT)*p=do.
Mamy zatem
So— 01 @u=200(0o— 6 ®@p)=(5—xT)xpx(o—di@u) =o—x")*(0o—v).

Druga czesé réwnoscei (21) wynika z pierwszej oraz symetrii.
By udowodnié (22) zauwazmy, ze dla B € B(0,00) in > 1,

(xz—wzwﬁ)(B):P(({n:n}\{al:n})m{sneB}):P<max S, =0, S, eB)

1<k<n
n—1
= o Sp<0=S5 S — S, S,—S €B
Z (112]2( k< L lg}gax( k 1) <0, Sy 1€ )
n—1
—ZP<maXSk<O—Sl) (max5k<0, Sn_ZGB)
1<k k<n—l

= Z XX_(B) = (= xn(B).

Latwo sprawdzié, ze dla B C (—o00,0] (x;t — ¢, + x0)(B) = 0 = (x° * x")n(B). Stad
— 1t +xY = x" % xT, co dowodzi ,,plusowej” czesci (22). Czeéé ,minusowa” dowodzimy
podobnie. O
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Twierdzenie 8.25. Jesli (S,,) jest niezdegenerowanym, jednowymiarowym blgdzeniem lo-
sowym, to dla |s| <1 iu >0 zachodzqg wzory

E [sﬁ exp(— uSTl)H{T1<oo}} =1-—exp ( i % { _“S”]l{snw}}) )
oraz

E { Lexp(— uSUl)IL{UKOO}] =1—exp < i % [ “S”]l{gnw}}) .

Dowdd. Okredlmy
F(s,t):=E [sﬁ exp(itSﬁ)Z{l{TKoo}] , G(s,t):=E [s”f exp(itSU;)]l{U;@O}} .
Calkujac funkcje N x R 5 (n,z) — s™ exp(itx) wzgledem obu stron (21) dostajemy
1—spu(t)=(1—-F(s,t))(1—-G(s,t)), dlals|<1, teR.

Logarytmujac obie strony i rozwijajac w szereg Taylora otrzymujemy

Zisﬂ% Z F +Z

n>1 n>1 n>1

Ustalmy s € (—1,1), wéwczas zauwazamy, ze obie strony powyzszej réwnosci sg transfor-
matami Fouriera miar (ze znakiem dla s < 0) na R, stad te miary musza sie pokrywad,
tzn.
*N *70
1 ko —

> s Z > sy Z > st |

n>1 n>1 " \k>1 n>1 " \i>1
Zauwazmy, ze pierwsza z miar po prawej stronie réwnosci ma noénik w (0, 00) a druga w
(—00,0]. Ustalajac u > 0 i calkujac funckje R ¢t — exp(—ut)l;~o wzgledem obu stron
dostajemy

Z iE [e—uSnﬂ{Sn>0}} = Z % (EsTl exp(—uSTl)]l{Tl<oo})n

n>1 n>1
=—In (1 —Es™ exp(—uSTl)]l{Tl<oo}) .

Wzor dla stabego punktu drabinowego dowodzimy analogicznie. O

Whniosek 8.26. Dla dowolnego jednowymiarowego blgdzenia losowego (Sy),



1

P(UIZOO)ZF
1

1
—exp (=Y —P(S,20) |,

n>1

Ponadto, kazdy z nastepujgcych warunkow jest rownowazny temu, Ze S, — —o0 p.n.:

1 1
— — > .
> nP(Sn >0)<oo, Y nP(Sn 0) < oo

n>1 n>1

Dowdd. Biorac w Lemacie 8.18 B = R i korzystajac z tego, ze P(7, < o0) = P(1; < 00)"
oraz P(o, < 00) = P(0] < 00)" dostajemy pierwsze z réwnosci z obu wzoréw. Przyjmujac
w Twierdzeniu 8.25 v = 0 i biorac s — 1— dostajemy drugie czesci wzoréw na P (13 = 00)
i P(U 1= OO)

Stad tez mamy, ze zbiezno$¢ szeregébw z ostatniej czeéci Twierdzenia jest réGwnowazna
P(m = o0) > 0 badz P(01 = o) > 0, a oba te fakty sa réwnowazne temu, ze S,, — —00
p-n.. ]

9 Elementy teorii odnowienia

W tej czesci bedziemy rozwazaé jednowymiarowe btadzenia losowe z niekoniecznie zerowym
warunkiem poczatkowym, tzn. btadzenia postaci

Sn:SO+X1—|-...+Xn, n >0,

gdzie Sy, X1, . . . sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym zmienne X; maja jednako-
wy rozklad. Rozklad (Sp)n>0 zalezy wtedy od dwdch parametréw - rozkladu poczatkowego
zmiennej Sy i rozktadu zmiennych X;, ktore bedziemy dalej oznaczaé przez v i u.

Przez n oznaczamy proces czasu przebywania, tzn. miare losowa na R dana jako

n=>_10s,.

n>0

W przypadku, gdy bladzenie jest nieujemne, 1 nazywa sie réwniez procesem odnowienia.
Miare (deterministyczna) En nazywamy intensywnoscig procesu czasu przebywania/miarg
czasu przebywania (miarg odnowienia w przypadku nieujemnym). Mamy

En(B) = Z P(S,e€B) oraz En=vx Z w

n=0 n=0

Bedziemy rozwazali chwilowe bladzenia losowe. Woéwczas, jak wiemy z poprzednich
rozwazan, |S,| — oo p.n. , n jest z prawdopodobienstwem 1 lokalnie skonczona miara na
R, za$§ En lokalnie skonczona miara na R (lokalna skoniczonosé En wynika z Wniosku 8.8).
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9.1 Stacjonarne procesy odnowienia

Definicja 9.1. Dla miary a na R it > 0 przez 0;a bedziemy oznaczali miare a przesunieta
o t i obcigta do Ry = [0, 00), tzn.

Oia(B) :=a(B+t) dla B e B(R4).

Powiemy, ze proces czasu przebywania 7 jest stacjonarny na R, je$li 6;n ma ten sam
rozklad, co 6pn dla dowolnego t > 0.

Uwaga 9.2. Zauwazmy, ze Oy to obciecie o do R

Kluczowa jest kolejna uwaga — bedzie ona podstawa do sprawdzania stacjonarnosci pro-
cesu czasu przebywania. Wiaze sie ona z nazwa teorii odnowienia — wielokrotnie bedziemy
bowiem rozwazali momenty zatrzymania 7 i nowe (odnowione) bladzenia losowe (Sr4n)n>0,
ktore, na mocy mocnej wlasnosci Markowa, tez sa btadzeniami losowymi, o takim samym
rozkladzie przyrostéw co (Sy,).

Uwaga 9.3. Dla t > 0 oznaczmy o(t) := inf{n: S, > t}. Wéwczas 0;n ma ten sam rozklad
co Oone, gdzie n; jest miara czasu przebywania dla btadzenia losowego (Sy(p)4n — 1)

Dowdd. Dla zbioru borelowskiego B C R, zachodzi B +t C [t,00) zatem

0n(B) =n(B+1t) = Vs,epiy = D Uspenrty = D (s, pom-ten) = fomn(B).
n>0 n>o(t) m=>0

O

Przez A bedziemy oznaczaé¢ miare Lebesgue’a na R,. Latwo udowodnié, ze jesli a jest
lokalnie skonczona miara na R, niezmiennicza na przesunigcia z Ry, to a = aA dla
pewnego a > 0.

Fakt 9.4. Zalozmy, zZe blgdzenie losowe ma przyrosty nieujemne o rozkiadzie p na Ry
1 Sredniej c. Wowczas istnieje rozkiad poczgtkowy v na Ry taki, zZe proces odnowienia n
jest stacjonarny witedy ¢ tylko wtedy, gdy 0 < ¢ < co. Ponadto, gdy n jest stacjonarny, to
En=c '\ orazv=c"1(6 — pu) * A\, czyli

t
v[0,t] = cil/ p(s,00)ds, t=>0. (23)
0

Dowdd. Mamy

E77:ZV*M*”:V—i—M*ZV*M*":V—{—M*EU,
n=0 n=0

stad
v= (50 — p) * En. (24)
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Jedli n jest stacjonarny, to En jest niezmiennicza na przesuniecia, lokalnie skoniczona
miarg na R, zatem En = a)\ dla pewnego a > 0. Zatem v = a(dy — u1) * A, skad wynika, ze

t

v[0,t] = aA[0,t] — ap * A[0,t] = a0, ] — a/o p([0,t] — s)ds = aA[0,t] — a/otu[O,t — s|ds

t t t
= a/ ds — a/ 1[0, slds = a/ (s, 00)ds,
0 0 0

czyli zachodzi réwnosé (23) z ¢! zastapionym przez a. Biorac t — oo dostajemy 1 = ac,
zatem a = ¢!, w szczegdlnosci ¢ < oo.
Na odwrét zatézmy, ze 0 < ¢ < oo i v = c 1 (dp — p) * A (tzn. zachodzi (23)). Mamy

En=vx Z,u*" =c 180 — p) x A x Zu*” =c I« (Z wt— ZM*”) =c I

n=>0 n>0 n>0 n=1

W szczegélnosci 6, En = En. Ustalmy ¢ > 0, niech o(t) := inf{n: S,, > t}. Na mocy mocnej
wlasnosci Markowa, (S(,(t)+n — t)n>0 jest bladzeniem losowym o rozkladzie przyrostow
i pewnym rozkladzie poczatkowym 1, ponadto proces odnowienia dla tego bladzenia to
0. Z wzoru (24) dostajemy

vy = (00 — p) * EOyn = (8o — ) x 0. En = (69 — ) x En = v,

€O oznacza, ze (Sg(t)Jrn — t)n>0 ma ten sam rozklad, co (Sy)n>0, zatem proces odnowienia
7 jest niezmienniczy. ]

Kolejny wynik jest uogdlnieniem drugiej czesci poprzedniego faktu na przypadek bta-
dzen dla ktérych p ma dodatnig warto$é¢ oczekiwana, ale nie musi mieé¢ nosnika w R..

Fakt 9.5. Zalozmy, Ze miara probabilistyczna p na R ma srednig ¢ € (0,00). Niech i bedzie
rozktadem pierwszej wysokosci drabinowej dla blgdzenia startujgcego z zera o przyrostach
z rozktadem p, zas ¢ oznacza $rednig fi. Okreslmy miare probabilistyczng v na Ry wzorem

t
7[0,t] = 5—1/ fi(s,00)ds, t>0.
0

Wowczas bladzenie losowe (Sy,) o rozkladzie poczgtkowym v i rozkladzie przyrostow p ma
stacjonarny proces czasu przebywania 1, ponadto En = ¢ 1.

Dowéd. Na mocy MPWL S° := S, — Sy — oo p.n., stad na mocy Faktéw 8.19 i 8.20
czasy drabinowe 7, oraz wysokosci drabinowe S? = S, — Sy dla bladzenia (S)) maja
skonczone wartosci oczekiwane. Niech H, = S;,, wéwczas M, jest bladzeniem losowym
o nieujemnych przyrostach i rozkladzie poczatkowym o — zatem z Faktu 9.4 wynika, ze
proces odnowy dla tego bladzenia £ = ), dp, jest stacjonarny. Ustalmy ¢ > 0 i niech
o(t) == inf{n: S, > t} oraz 7(¢t) := inf{n: H, > t}. Wowczas ze stacjonarnosci i wzoru
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(24) wynika, ze S, ;) —t = H ;) —t ma tez rozklad 7, a stad i z mocnej whasnosci Markowa
dostajemy, ze bladzenie (S, ()4+n —t)n ma ten sam rozktad co (S,). Stad otrzymujemy 61
ma ten sam rozklad co 6yn, czyli postulowang stacjonarnosé n.

By zidentyfikowa¢ En, niech 7, := 2’;1”_1 05, —m, bedzie procesem czasu przebywania
dla ciagu (S — Hn)rn<k<m+1' Wéwczas, na mocy mocnej wlasnosci Markowa, zmienna H,
jest niezalezna od procesu 7, i wszystkie n, maja ten sam rozktad. Zatem

En=E> nn*0y, =Y En,*Edy, =En«E> 6y, = En «EL.
n n n

Na mocy Faktu 9.4 E¢ = ¢ '\. Ponadto Eng(0,00) = 0 i é = cE7;. Stad dla dowolnego
B e B(R+)7

En(B) = /(Oo , EINB = t)dEny(t) = ¢ 'ANB)Eny(R_) = ¢ 'A(B)Er, = ¢ IA\(B).

9.2 Twierdzenie odnowienia

Przejdziemy teraz do analizy zachowania asymptotycznego 6;n i 6. En przy t — oco. By
moc sformutowaé stosowne twierdzenie bedziemy musieli wprowadzi¢ odpowiednie pojecia
zbieznosci miar lokalnie skoficzonych (losowych badz deterministycznych).

Definicja 9.6. Zalézmy, ze v, vq, v, ... sa lokalnie skonczonymi miarami na R . Powiemy,
ze vy, zbiega stabo do v (ozn. v, > v), jedli [ fdv, zbiega do [ fdv dla dowolnej funkcji
ciagtej f na Ry o nosniku zwartym.

Podobnie, jesli n,n1, 79, . . . sa losowymi lokalnie skoficzonymi miarami na R, to méwi-

my, ze 1y, zbiega wedlug rozktadu do n (ozn. 1, 4, n) , jesli [ fdn, zbiega wedlug rozkltadu
do [ fdn dla dowolnej funkcji ciaglej f na R4 o nosniku zwartym.

Uwaga 9.7. Dla miar probabilistycznych stabg zbiezno$é definiuje sie jako zbieznosé catek
funkeji ciaglych ograniczonych, bez zalozenia o zwartosci no$nika (taka zbieznosé bedziemy
oznaczaé przez —). Jedli v, i v sa miarami probabilistycznymi, to v, — v wtedy i tylko
wtedy, gdy v, — v, co upowaznia nas do uzycia tej samej nazwy (w jezyku angielskim
uzywa sie czasem poje¢ vague oraz weak convergence). Zauwazmy, ze w sensie wprowadzonej
powyzej definicji granica miar probabilistycznych nie musi by¢ probabilistyczna, np. 6, —
0.

Uwaga 9.8. Postepujac jak w przypadku stabej zbieznoéci miar probabilistycznych dowo-
dzimy, ze v,, — v wtedy i tylko wtedy, gdy v,,[0,z] — v[0, ] dla wszystkich = > 0 takich,
ze v({z}) = 0.

Definicja 9.9. Méwimy, ze miara pu na R jest niearytmetyczna, jesli grupa addytywna
generowana przez supp(u) jest gesta w R.
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Uwaga 9.10. Nietrudno wykazaé, ze rozklad p jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje § > 0 taka, ze supp(u) C §Z.

Uzywamy tez konwencji, ze zmienna X (badz jej rozklad) ma érednia ¢ € [—o0, 0],
jesli przynajmniej jedna z wielkosci EX, EX_ jest skoficzona oraz ¢ = EX; — EX_.

Twierdzenie 9.11 (Dwustronne twierdzenie odnowienia - Blackwell, Feller, Orey). Za-
tozmy, ze n jest procesem czasu przebywania dla jednowymiarowego blgdzenia losowego o
rozktadzie poczgtkowym v i rozkladzie przyrostow p oraz, zZe p jest niearytmetyczny o Sred-
niej ¢ € [—o00,00] \ {0}. Dla 0 < ¢ < 0o oznaczmy przez 17 stacjonarny proces przebywania
dla blgdzenia z rozkladem przyrostow u i rozkladem poczgtkowym U zadanym przez Fakt
9.5, za$ dla innych c przyjmigmy, Ze n = 0. Wowczas przy t — oo,

7’) 9t77 i ﬁ;

ii) 0;En = Ef = max{c™!, 0} \.

Dowdéd bedzie oparty na dwoch lematach. Pierwszy jest prostym ogdlnym faktem dla
btadzen chwilowych.

Lemat 9.12. Niech i bedzie miarg czasu przebywania dla chwilowego blgdzenia losowego
(Sn) na R z dowolnym rozkladem poczqtkowym, za$ B bedzie ograniczonym zbiorem, bo-
relowskim w R, Wéwczas rodzina zmiennych losowych (n(B + x)),cra jest jednostajnie
catkowalna.

Dowdd. Ustalmy x € R? i okredlmy 7 := inf{t > 0: S,, € B+x}. Niech 19 bedzie procesem
czasu przebywania dla niezaleznego btadzenia losowego o tym samym rozktadzie przyrostéw
co Sy, ale startujacego z zera. Z mocnej wlasnosci Markowa wynika, ze (B + z) ma ten
sam rozklad co 1o(B +x — S7)1{; <0}, @ ta ostatnia zmienna si¢ szacuje przez 1o(B — B). Z
chwilowosci bladzenia i ograniczonosci B — B wynika, ze Eng(B — B) < oo (Wniosek 8.8),
co tatwo implikuje jednostajng catkowalno$é¢ rozwazanej rodziny. O

Zanim sformutujemy drugi lemat, przywolajmy pojawiajacy sie w dowodzie stacjonar-
nosci procesu czasu przebywania rozklad v; zmiennej S,y —t, gdzie o(t) := inf{n: S, > t}.
Okazuje sie, ze, przy odpowiednich zalozeniach, rozktad ten zbiega stabo do rozktadu ©
okreélonego w Fakcie 9.5.

Lemat 9.13. Jesli miara p przyrostow blgdzenia losowego jest niearytmetyczna i ma $red-
nig ¢ € (0,00), to vy — U pray t — oo.

Dowdd lematu opiera sie na idei parowania (ang. coupling) bladzen losowych, a poza
tym wymaga pewnych dodatkowych pomystéw, ktére moga nieco utrudnié jego zrozumie-
nie. Dlatego najpierw wykazemy go przy nieco mocniejszym zatozeniu o niearytmetycznosci
rozkladu X; — Xs.
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Dowdd lematu 9.13 przy zalozZeniu niearytmetycznosci rozkladu X1 — Xo. Wybierzmy nie-
zalezne zmienne Sy, S), X1, X1, X2, X5, ... takie, ze X; oraz X maja rozklad u, Sy rozklad
v, a S rozklad ». Pol6zmy

n n
Sn="S0+> Xi S,=5+> X|, oraz S,:=85),— S,
=1 i=1

Wéwezas przyrosty bladzenia (S,,) maja $rednig zero oraz (zgodnie z naszym zalozeniem)
rozktad niearytmetyczny. Ustalmy € > 0 i okreslmy moment zatrzymania

=inf{n: S, €[0,¢]},

Na mocy Twierdzen 8.6 i 8.9i) ciag S, jest zatem z prawdopodobiefistwem 1 gesty w R, w
szczegoblnosci 7 < oo p.n.

Na mocy mocnej wlasnosci Markowa bladzenia (Sri,, —S-) i (S, —S,) maja ten sam

rozklad, ponadto oba sa niezalezne od (5.1 (k<ry)- Zatem, jesli okreslimy
S?Z = S;l]l{n<‘r} + [Sﬂl' + (Sn — ST)]H{TL>T}7
to otrzymamy bladzenie (S))) o tym samym rozkladzie co (S},). Ponadto
(Sp = Sp)lgnsry = (S — Se)lgnsry € [0,e], czyli S, < S, < Sp+edlan>r7

Miara vy jest rozktadem S,y — t, zas ze wzgledu na stacjonarnos¢ v = i jest rozkladem
dla S” or(py — U gdzie o’(t) := inf{n: S > t}. Niech Z := maxy<, max{Sg, S} }, czyli
{Z <t} ={o(t),0"(t) > 7}. Mamy zatem dla z > 0,

[0, 2] = P(Z > t) <P(Sep) —t€[0,2],Z < t}
SP(Sypy —t€0,2], Sy <t+edlak<o(t),Sy, —t€0,z+¢])
<P

(S’,,()—te [0,z +¢]) = p[0,z + €]

oraz
ve,x] —P(Z >t) < P(S” ny —t € le 2], Z <t}
SP(Synyy —t € e,a], S <t dlak <o(t),Seny —t €[0,2])
< P(S t) — t e [0 ]) = I/t[o,x].
Stad
ve,x] —P(Z > t) < 1y]0,2] < 0[]0,z +¢] + P(Z > t).
Zatem

Ve, z] < liminf 140, 2] < limsup 14]0, z] < P[0,z + €].
t—o0 t—o0

Biorac £ — 0 i korzystajac z tego, ze {0} = 0 dostajemy 1[0, z] — [0, z] dla wszystkich
x. O
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Dowdd Lematu 9.13 w pelnej ogélnosci. Niech Sy, Sj, X1,¢€1, X2,€2,... beda niezaleznymi
zmiennymi losowymi takimi, ze Sy ma rozklad v, Sj) rozklad U, zmienne X}, rozklad p oraz
P(er, = £1) = 1/2. Rozwazmy bladzenie losowe

n
Sn:S(l)—So—ZEka, n=0,1,....
k=1

Wéwezas przyrost bladzenia (S, ) ma rozklad niearytmetyczny o Sredniej zero, stad na mocy
Twierdzen 8.6 1 8.9i) cigg S, jest z prawdopodobienstwem 1 gesty w R. W szczegdlnosci
dla dowolnego € > 0 moment zatrzymania 7 := inf{n: S, € [0,e]} jest p.n. skohczony.

Okreslmy ¢}, := (—1) *<7}g;. Sprawdzamy, ze ciag (¢;) jest tak jak (e4) ciagiem nie-
zaleznych symetrycznych zmiennych losowych o warto$ciach +1, niezaleznych od Sp, S) i
Xi. Niech k1 < kg < ... bedag kolejnymi wartoéciami k dla ktorych €, = 1, podobnie
zdefiniujmy ciag k] < k4 < ... poprzez zmienne €. Latwo zauwazy¢, ze ciagi

Sn:SO"‘Zana S;:S(/)—FZXK;

j<n j<n

sg bladzeniami losowymi o rozkladzie przyrostéw p i rozkladzie poczatkowym réwnym
odpowiednio v i U. Okredlmy
T =) Ligmi)-

k<t

Jak tatwo sprawdzié }
! —ST++n:STE [0,6].

T—4+n

Poniewaz vy jest rozktadem pierwszej nieujemnej wartosci S,, — ¢, zas ze wzgledu na sta-
cjonarno$¢ v = v jest podobnym rozkladem dla S/, — ¢, wiec, podobnie jak w poprzednim
dowodzie,

v[e,x] —P(Z > t) < ]0,2] < 0[]0,z + ] + P(Z > t)

gdzie Z := max{maxj<, S}, maxp<r, Si}. Biorac t — oo, a potem € — 0 i korzystajac z
tego, ze {0} = 0 dostajemy 14]0, z] — [0, x] dla wszystkich x przy ¢ — oo. O

Dowdd Twierdzenia 9.11. Przypadek I. ¢ < oco. Zauwazmy, ze z Lematu 9.12 wynika, ze
zmienne Xy(f) = [ fdfn sa jednostajnie catkowalne dla dowolnej funkeji ciaglej o nosniku
zwartym. Stad zbieznosé X;(f) wedlug rozkladu implikuje zbiezno$é wartosci oczekiwa-
nych, zatem wystarczy udowodnié i).

Jedli ¢ < 0, to S,, — —o0 p.n., czyli sup .S, < oo p.n., ponadto 6;n = 0 dla t > sup S,
wiec 1) jest w tym przypadku oczywista. Jesli 0 < ¢ < oo, to z Lematu 9.13 vy 2 ¥, mozemy
zatem skonstruowaé¢ zmienne Y; i Y o rozkladzie réwnym odpowiednio v i U, takie, ze Y;
zbiega do Y punktowo. Niech 7y bedzie procesem czasu przebywania dla, niezaleznego od
Y i Y;, bladzenia losowego (S),) o przyrostach u startujacego z 0.
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Ustalmy funkcje ciagla f na R4 o nosniku zwartym i przedtuzmy ja na R kladac
f(z) = 0dla z < 0. Zauwazmy, ze f(Y; + z) — f(Y + x) poza zbiorem {x = =Y} (gdyz
[ jest ciagla poza zerem). Ponadto Eno({—Y}) = 32,50 P(Y = —5},) = 0, gdyz rozktad Y’
jest bezatomowy, za$ S), jest niezalezne od Y. Stad no({—Y}) = 0 p.n.. Z mocnej wlasnosci
Markowa dostajemy

[ raom L [ 1+ a)dm(@) — [ £07+a)dm(@) £ [ fai,

gdzie zbieznos$é na zbiorze no({—Y}) = 0 wynika z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
zZmajoryzowane;j.

Przypadek II. ¢ = oo. Tu wystarczy udowodnié ii) (zbieznoéé érednich zmiennych nieujem-
nych do zera implikuje zbieznos$¢ tych zmiennych do 0 wg prawdopodobienstwa, a wiec i
wg rozkladu).

Zal6zmy wpierw, ze miara g jest skoncentrowana na Ry i v = §y, czyli bladzenie
staruje z zera i jest niemalejace. Ustalmy w > 0 i potézmy I = [0, u]. Na mocy Lematu
9.12, a := supEn(I +t) < oco. Okreslmy b := limsup,_,. En(I + t) i wybierzmy t; — oo
takie, ze En(I + t) — b. Zauwazmy, ze dla ustalonego m > 0, p*™(I + tx) — 0 przy
k — oo, wiec

m—1
P En(I+ty) =En(I +tp) — > p(I+t) —b dam=0,1,....
=0

Dla dowolnego B € B(R,) mamy

liminf En(I — B + t;)p*™(B) > lim inf/ En(l —z + tg)dp™ (x)
B

k—o0 k—oo
= ]ikrn inf <u*m * EU(I + tk) — / E?](I —x + tk)du*m(l‘))
—00 BC

=b—lim sup/ En(I —z + tg)dp™ (x)
BC

k—o0

>b— | limsupEn(I —x + tg)dp™ ™ (z)
B¢ k—oo

>b— [ bdp™(z)=bu™"(B).
BC

gdzie przedostatnia nier6wnos$¢ wynika z Lematu Fatou (zastosowanego do fukeji nieujem-
nych a — En(I — z + t;)). Dodajac stronami po wszystkich m > 0 dostajemy

likm inf En(I — B +t) > b, jesli En(B) > 0. (25)
—00

Ustalmy teraz hy > he > 0 takie, ze pu(hg, h1) > 0, wtedy dla dowolnego r > 0,
En(r,r +h] =Y P(Sp € (r,r + hi]) > P(Xy € (ho,h1) dla1 <k <1+ [r/hs]) >0

n>1
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Niech J = [0, s) oraz s = u + hy, stosujac (25) dla B = (r — hy,r] dostajemy dla r > hy,
1i’§n inf En(J +t, —r) > b.

Z tozsamosci dg = (09 — ) * En wynika

1 =600, tx] = /[Ot ]N(tk — ,00)dEn(z) = /t pu(ty — x, 00)dEn(z)
k

n>1lte—nste— )s)

> Z wu(ns,00)En(J + t — ns).
n>1
Biorac k — oo dostajemy 1 > b3, pu(ns,00). Z zalozenia o nieskonczonej $redniej
dostajemy b = 0, czyli §;En([0,u]) — 0, co oznacza, ze 6;En 2 0.

W przypadku, gdy v jest dowolne, a p niekoniecznie jest skoncentrowane na R, na mo-
cy mocnej wlasnosci Markowa mamy En = v x E£ « Ex, gdzie k jest procesem przebywania
dla wysokosci drabinowych bladzenia (S, — Sp), a £ procesem przebywania dla btadzenia
(Sn — So) przed pierwsza wysokoscig drabinowa 71. Zauwazmy, ze pierwsza wysokosé dra-
binowa (S, — Sp) ma nieskoficzona warto$é¢ oczekiwana, stad z rozpatrzonego poprzednio
przypadku 6, Ex — 0. Ponadto E¢(R) = ET; < oo, wiec v * E€ jest miara skonczong i
dostajemy tatwo 6,En = 0.

O

9.3 Roéwnanie odnowienia. Asymptotyka rozwigzania

Definicja 9.14. Funkcje f na R, nazywamy regularng funkcjg schodkowg, jesli ma postaé

F=> a1 1ynn)
j=1

dla pewnego h > 0iay,as,--- € R. Mowimy, ze funkcja mierzalna f na R jest bezposrednio
calkowalna w sensie Riemanna, jesli [5°|f(x)|dz < oo oraz istnieja ciagi ( fF) regularnych
funkcji schodkowych takie, ze

fr<f<[F ora /f(fﬁ(ac)—fn(x»dxw

Uwaga 9.15. i) Funkcje ciaglte o zwartym nosniku, funkcje monotoniczne z L;(R;) sa
bezpoérednio calkowalne w sensie Riemanna.

ii) Funkcje o nos$niku zawartym w przedziale skonczonym [0, x] sa bezposrednio catkowalne
w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy sa catkowalne w sensie Riemanna na [0, z].

Whiosek 9.16. Zaldzmy, Ze p # oo jest miarg probabilistyczng na Ry, f = >, 5o pu™,
za$ f jest lokalnie ograniczong mierzalng funkcjg na Ry. Wowczas réwnanie F' = f+ Fxp
ma jednoznaczne lokalnie ograniczone rozwigzanie dane wzorem F = f x . Ponadto, jesli
f jest bezposrednio caltkowalna w sensie Riemanna oraz u jest niearytmetyczne ze Srednig
c€ (0,00], to F(t) — ¢! [5° fd\ przy t — oc.
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Dowdd. Tterujac réwnanie odnowienia F' = f + F % u dostajemy
n—1
F=Y fxp*+Fxp™ n=12,.... (26)
k=0

Ze stabego prawa wielkich liczb wynika, ze dla t > 0, u*"[0,¢] — 0 przy n — oo. Stad dla
lokalnie ograniczonej funkcji F' dostajemy, ze F * p*™ zbiega punktowo do 0. Jedli F'i f sa
lokalnie ograniczone, to przechodzac w (26) z n — oo i korzystajac z twierdzenia Fubiniego
dostajemy

o oo
F=Y fxp*=f> p*=fxp
k=0 k=0

Na odwroét zauwazmy, ze jesli f jest lokalnie ograniczone, to f * i tez takie jest oraz
[e.e]
fafrprp=f+fxY p*=fxp,
k=1

czyli F = f % i jest rozwiazaniem réwnania odnowy.

Zalézmy teraz, ze rozktad p jest niearytmetyczny. Jesli f = Z?‘;l a; Ly _1)n jn) Jest
regularna, catkowalng funkcja schodkowa, to z Twierdzenia 9.11 i twierdzenia Lebesgue’a
o zbieznoéci zmajoryzowanej (majoranta fi(s, s + hl jest [0, h] < co) dostajemy

F(t) = /Ot ft—s)da(s) = 3 (0, h] + £ — jh) = 3 azeh = ¢ /fd)\.

Jj=1 Jj=1

W przypadku, gdy f jest bezposrednio catkowalna w sensie Riemanna to na mocy definicji
istnieja regularne, catkowalne funkcje schodkowe fF takie, ze f,, < f < fF oraz [(f;f (z)—
fo (x))dA — 0. Mamy oczywiscie

(fi*xn)t) <F@) < (fiF*p)t), t=>0n=12,....

Biorac wpierw ¢ — oo a potem n — oo dostajemy F(t) — ¢! [ fd. O
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