Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa I11

Egzamin sktada si¢ z dwdch czesci: pisemnej i ustne;j.

Cze$¢ pisemna trwa 3 tygodnie i polega na samodzielnym rozwiazaniu sze$ciu sposréd po-
danych ponizej zadan, w tym przynajmniej 3 spoéréd zadan 1-6 i przynajmniej 2 spoéréd zadan
7-11. Rozwiazania nalezy do mnie dostarczy¢ do dnia 18.02.2015 (droga elektroniczna, osobiscie lub
np. wlozyé do skrytki). W rozwiazaniach mozna wykorzystywaé wszystkie fakty udowodnione na
wyktadzie i éwiczeniach.

1.

Méwimy, ze zmienna X ma rozklad subgaussowski ze stala (3, jesli EX = 0 oraz istnieje
B3 < oo takie, ze dla k = 1,2,..., || X|l2x < Bllgll2x, gdzie g ~ N(0,1).

a) Wykaz, ze kazdy z nastepujacych warunkéw jest réwnowazny subgaussowskosci X dla
zmiennej o $redniej zero

i) Istnieje ¢ < oo takie, ze Ee*X < e dla A € R,

ii) EedXI” < o dla pewnego ¢ > 0.

b) Wykaz, ze jedli niezalezne zmienne X; sa subgaussowskie ze stala 8 oraz Y .o, a? < oo, to
oo, a; X, tez jest subgaussowski. Jak mozna oszacowaé jego stala subgaussowskosci?

. Podaj przyklad jednowymiarowej zmiennej losowej X oraz funkcji I # A% takiej, ze dla

dowolnego zbioru borelowskiego A,

1 _ 1
— inf T < liminf —logP(S,, € A) < 1i —logP(S, € A) < — inf I(z),
zehrllt(A) () < limin —log (S, € A) imsup —log (S, € A) zelg(A) (x)

przy czym tak jak na wykladzie S, = % S, X, gdzie X; sa niezaleznymi kopiami X.

. Niezalezne wektory losowe X1, X», ... o wartogciach w R? maja jednakowy rozklad z gestoécia

2= 4 exp(— Z?Zl |z;|). Czy istnieje granica

1
lim —logP

n—oo N

Xi+...+X
(‘u > 1)?
n
Jedli tak, to ile ona wynosi? (Tu i w nastepnym zadaniu |z| oznacza dlugo$é euklidesowa
wektora x).

. Niezalezne wektory losowe X7, Xo,... maja rozklad jednostajny na zbiorze

d
K= {x e R%: Zz|xz| < 1}
i=1

oraz S, = X1+ ...+ X,,. 5
Sn

a) ZnaJdZ lim SUpP, 0o m7

b) Co mozna powiedzie¢ o zbiorze punktéw skupienia ciagu Sy ?

v/2nloglogn ’

. Ciag zmiennych losowych X1, X2, X3,... jest 1-symetryczny, tzn. dla dowolnych liczb 7, €

{—1,1} rozklady ciagéw (X,,)n i (7, Xn)n sa jednakowe. Wykaz, ze

a) P(maxicren | X1y Xi| > 1) < 2P(| X0, Xi| > 1),

b) Szereg Y-, X,, zbiega prawie na pewno wtedy i tylko wtedy gdy jest zbiezny wedlug
prawdopodobienstwa.



10.

11.

. Zmienne X;,..., X, o wartosciach w oSrodkowej przestrzeni Banacha (F,|| ||) sa niezalezne,

symetryczne oraz P(|| X;|| > t) = 1 dla wszystkich i. Wykaz, ze dla dowolnego = € F,
n
P <t < 2”( )
( 2 ) /2|

ZXZ‘ +x
i=1

Podaj przyklad pokazujacy, ze stalej 2_n(Ln7/L2 j) nie mozna polepszy¢.

Bladzenie losowe (S,,) startuje z zera i ma przyrosty o rozkladzie s z gestoscia cg(1+|z|) =7,
8 > 1. Dla jakich parametréw (8 bladzenie (S,,) jest powracajace, a dla jakich chwilowe?

. Podaj przyktad bladzen losowych (S,,) startujacych z zera takich, ze

a) E|S1| = co oraz S, jest powracajace,
b) ES] = ES; = oo oraz S,, — 0 p.n..
c¢) Czy mozliwe jest, ze S,, jest powracajace, ale S,, — oo wg prawdopodobienistwa?

. Niech S,, bedzie niezdegenrowanym bladzeniem losowym. Wykaz, ze

i) limsup S, = oo p.n., jesli >, 5, LIPS, > 0) = o,
ii) limsup S, = —oo p.n., jesli >, -, 1P(S, > 0) < .

Zal6zmy, ze 1 jest procesem odnowienia dla btadzenia losowego o niearytmetycznym rozkladzie
przyrostéw na [0, 00). Wykaz, ze dla kazdego € > 0 istnieje t(¢) > 0 takie, ze Ent,t + ] > 0
dla t > t(e).

Nieujemne, niezdegenerowane zmienne losowe X7, Y7, Xs, Y5, ... sa niezalezne, przy czym X;
maja rozklad p, zas Y; rozklad v. Niech S,, = >0 | (X; +Y;), zas U = Uns0lSns Sn + Xnt1).
Wykaz, ze funkcja F'(t) = P(t € U), t > 0 spelnia réwnanie odnowienia F' = f + F % pu x v,
gdzie f(t) = u(t, 00). Zakladajac, ze X;+Y; ma rozklad niearytmetyczny o skonczonej $redniej
oblicz limy_, o F(t).

Czesé ustna bedzie oparta na rozmowie o przedstawionych rozwigzaniach oraz o wybranych
tematach sposréd nastepujacych:

Wielkie odchylenia

Nieréwnosci wyktadnicze

Nieréwnosci maksymalne

Mocne prawa wielkich liczb

Prawo iterowanego logarytmu

Btadzenia losowe - powracalno$é i chwilowosé
Momenty drabinowe i faktoryzacja Wienera-Hopfa

Teoria odnowienia

Mozna wybraé¢ 2 tematy z ktoérych nie chce sie odpowiadac.



