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Zadania z Analizy Funkcjonalnej I - 1

. Ktére z ponizszych przestrzeni metrycznych sa przestrzeniami unormowa-

nymi?

a) X =R, d(z,y) = arctg|x — y;

b) X =R", d(z,y) = |z1 — y1| + |x2 — ya| + max;>s [2; — yil;
c) X = C[O 1), d(f, 9) = sup,epo,1 1/ (x) — g(2)];

d) X =C[0,1], d(f g) 1£(0) ( )|7

e) X =C[0,1], d(f,g fo |f(z (x)|dz;

f) X = C0,1], d(, ) |f(0 ) ( )|+bupx|f'(l‘)—9'($)\-

. Ktére z przestrzeni z poprzedniego zadania sg zupelne?
. Naszkicuj kule jednostkowa w nastepujacych przestrzeniach: 2, 13,12, lf,, 13,13,

. Powiemy, ze dwie metryki p; i po sa rownowazne, jesli definiuja takie same

topologie (czyli ciagi maja w obu metrykach te same granice). Wykaz, ze
jesli istnieja stale 0 < ¢ < C' < oo takie, ze

Ve cpi(z,y) < pa(x,y) < Cpi(z,y), (1)

to metryki sg réwnowazne.

. Wskaz dwie réwnowazne metryki, ktére nie spelniaja (1).

. Méwimy, ze dwie normy sg réwnowazne, jesli metryki przez nie wyznaczo-

ne sg rownowazne. Wykaz, ze normy || - ||1 i || - [|2 sa réwnowazne wtedy i
tylko wtedy gdy istnieja stale 0 < ¢ < C' < oo takie, ze c||lz|; < ||z]]2 <
Cllz|l1 dla wszystkich .

. Wskaz dwie nieréwnowazne normy na przestrzeni ciagéw ograniczonych.

Wykaz, ze wszystkie normy na R™ sa rownowazne.

Czy istnieje przestrzen X i dwie nierébwnowazne normy wprowadzajace na
X strukture przestrzeni Banacha?
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. Wykaz, ze kazda kula w przestrzeni unormowanej jest wypukla.

. Niech A bedzie gwiazdzistym wzgledem zera, pochtaniajacym podzbiorem
przestrzeni liniowej X, ktorego przeciecia z kazda prosta sa domkniete.
OkreSlmy pa(x) :=inf{t > 0: z/t € A}. Kiedy pa jest norma na X?

. Niech (X,|| - ||) bedzie przestrzenia unormowana, wykaz, ze f(x) = ||z|
jest funkcja ciagla na X.

. Wykaz, ze jesli zbior A jest wypuklym podzbiorem przestrzeni unormo-
wanej, to zbiory cl(A) = A i int(A) tez sa wypukle.

. Dla zbioru A w przestrzeni liniowej X okreélamy
conv(A) := ﬂ{B: B wypukle, A C B}.

Wykaz, ze

a) conv(A) jest najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym A.

b) Con\i(A) =z = Y Njajia; € AN > 0,0 N =1, n =
1,2,.. ).

. Niech ¢: [0,00) — [0, 00) bedzie funkcja wypukla taka, ze p(z) = 0 wtedy
i tylko wtedy gdy = = 0. Okreslamy

lo ={zx=(z);2;: >0 Z(p(|xn|/t) < o0}

oraz

|lz|l, == inf{t > 0: Z(p(|xn|/t) <1} dlazel,.

Wykaz, ze l, z normg ||z||, jest przestrzeniag Banacha.

. Niech « = (zx)}_,- Wykaz, ze

a) ||zllq < flzfl, < nt/PmVa|jz]lp dla 1 <p <gq.

b) Tty oo [l2lly = [[7]c-

c) Czy stale w a) sa optymalne? Jakie zawierania dla kul jednostkowych
w I, wynikaja z a)?

. Niech = (z4)32, oraz 1 < p < q.

) Wyka, 7e [lally < 2],

b) Znajdz wektor x taki, ze ||z||, = oo oraz ||z, < .

c) Czy zawsze lim,_, ||z]|, = ||*]/c? Jesli nie, to kiedy tak jest?

. Wykaz, ze {x = (z5)72;: Yioq |2i| < 1} jest domknietym wypuklym
podzbiorem Iy o pustym wnetrzu. Czy jest to zbior zwarty?



10. Niech (X, F,u) bedzie przestrzenia z miara skoficzong p oraz f bedzie
funkcja mierzalna na X. Udowodnij, ze dla 1 < p < g,
8) || £ll, < u(X)V/7=Y/a| fll,, w szezegdlnosci | £ll, < [I£ll, gdy n(X) = 1.
Kiedy zachodzi réwnosé?
b) Znajdz funkcje f € L,[0,1] taka, ze || f||; = oco.
¢) Znajdz funkcje f € L,[0, 00) taka, ze || f|l, = oo.
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. Oblicz norme id: Iy — I dla 1 < p,q < oo.

o0
i=n

. Okredlamy T': Iy — co wzorem T'(x), =Y
i oblicz jego norme.

x;. Wykaz, ze T jest ciagle

. Znajdz norme przeksztalcenia f(z) — xf(x) z L,[—1,1] w Li[-1,1], 1 <
p < oo.

. Niech g € Loo(X, 1) wykaz, ze przeksztalcenie T' dane wzorem T f(z) :=
g(z)f(x) jest ciaglym operatorem na L, (X, u). Ile wynosi jego norma?

. Niech Tf(z) := fox f(y)dy, wykaz, ze T jest ciaglym przeksztalceniem z
L,[0,1] w L4[0,1] dla dowolnych 1 < p, ¢ < o0.

. Wykaz, ze o(f) := 01/2
C[0,1] i policz jego norme.

f(z)dx— f11/2 f(z)dz jest ciaglym funcjonalem na

. Niech X := {f € C[0,1]: f(t) = 2f(1 —1t),t € [0,1/2]}. Czy X z norma
supremum jest przestrzeniag Banacha? Udowodnij, ze nastepujace funcjo-
naly sa ciagte na X i policz ich normy:

a) o(f) == [1/? f(a)dz,
b) (/) = /(3),

c) o(f) == f(3)-
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. Zbadaj ciagtos¢ i oblicz norme przeksztalcenia T': L,[0,1] — L,[0,1] da-

nego wzorem T f(x) = f(\/x).

Na przestrzeni C*[0, 1], k > 1 definiujemy norme maxo<;<y SUPe(o,1] FAIGIE

Udowodnij ciaggloéé i oblicz norme nastepujacych funkcjonatéw na C*[0, 1]:
12

a) o(f) = [,'" f(t)dt,
b) o(f) = f'(1/2),
c) p(f) = f(1) = f(0).
1/2

Niech M := {f € C[0,1]: [y* f(t)dt = [}, f(t)dt}. Wykaz, 7e M jest
domknieta podprzestrzenia C[0,1]. Niech g(t) = t, oblicz dist(g, M). Czy
istnieje funkcja f € M taka, ze dist(g, M) =||f —g||?

M = {f € I[1]0,1]: fol f(t)dt = 0}. Wykaz, ze M jest domknieta pod-
przestrzenia L4[0,1]. Niech g = 1, oblicz dist(g, M). Czy istnieje funkcja
f € M taka, ze dist(g, M) = ||f — g||? Lle jest takich funkcji?

Niech M := {f € Ly[-1,1]: f(z) = f(—x)} C La[—1,1] Znajdz M~ i rzut
ortogonalny na M..

Niech V,, bedzie podprzestrzenia Lo[0,1] skladajaca sie z funkcji stalych
na [k/n,(k+1)/n), k=1,...,n.

a) Zmajdz V-

b) ZnajdZ rzut ortogonalny f na V,,.

¢) Znajdz odlegtosé f(t) =t w L2[0,1] od V,,.

Wykaz, ze norma || - || jest zadana przez iloczyn skalarny wtedy i tylko
wtedy gdy spetniony jest warunek réwnolegloboku |z +y||? + ||z — y||*> =
2||z||? + 2||y||* dla wszystkich x, y.
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. Wykaz, ze kazda skoficzenie wymiarowa podprzestrzen przestrzeni unor-
mowanej jest domknieta.

. Zalézmy ze G C F sa dwoma o-cialami podzbioréw X, a p miarg na
(X, F). Wykaz, ze

i) M = Ly(X, G, ) jest domknieta podprzestrzenia Lo (X, F, ).

i) [, Py fdp = [, fdp dla dowolnego A € G takiego, ze p(A) < oo oraz
f € LZ(Xa‘Fvu)

iii) Pps jest nieujemny tzn. Py f > 0 p-p.n., jesli f > 0 p-p.n..

. Zmajdz ortogonalizacje ciggu wektoréw 1,t,t% w L?[—1,1].
. ZnajdZ wielomian stopnia 2 taki, ze f_ll [t* — w(t)|?dt jest najmniejszy.

. Wykaz, ze uklad Rademachera f, := sgn(sin(2"7z)), n = 1,2,... jest
uktadem ortogonalnym w L2[0,1]. Czy jest to uklad zupelny?

. Niech P, bedzie ukladem wielomianéw Legendre’a

) e L

= — @2 -1", tel-1,1 > 0.
Q"n!dt”( )", te[-1,1], n>0

a) Wykaz, ze P, jest ukladem ortogonalnym w L?[—1,1]. Jak go trzeba
znormalnizowaé by byl ortonormalny?
b) Czy jest to uklad zupelny?

. Niech L,, bedzie uktadem wielomianéw Laguerre’a

1, d"
Ly(t) = Eetdt—n(t"e*t), t>0,n>0.

a) Wykaz, ze L,, jest uktadem ortogonalnym w L?(R,,e~!dt). Czy jest on
ortonormalny?
b*) Czy jest to uklad zupelny?

. Niech H, bedzie ukladem wielomianéw Hermite’a

_ = t2/2 d" —t2/2

a) Wykaz, ze (H,,)n>0 jest ukladem ortonormalnym w L?(R, \/%e*ﬁ/?dt).
b*) Czy jest to uklad zupelny?
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. Wykaz, ze kazda funkcje parzysta f w L?[—m, 7] da sie przedstawié¢ w po-

staci f(t) = > oo, ancosnt, przy czym ciag jest zbiezny w L?. Ile wynosi
Yoo an?

. Jak wyglada odpowiednie rozwiniecie w szereg Fouriera dla funkcji niepa-
rzystych?
Niech 7, := sgn(sin2f7z), k = 1,2,... bedzie ukladem Rademachera

(zob. zad. 5 z poprzedniej serii). Dla skénnczonych niepustych zbioréw
A C{1,2,...} okreSlamy wy := [ ], c 4 7% oraz kladziemy wy := 1. Wykaz,
ze (wa)a jest baza on. L2[0,1].

Niech p bedzie miara skoniczona na [0, 1], ktéra nie jest skupiona na zbiorze
skoficzonym. Wykaz, ze istnieje baza o.n. (f,)n>0 przestrzeni L*([0, 1], p)
taka, ze f, jest wielomianem stopnia n.

Niech (f;(z)); i (9j(v)); beda ukladami ortonormalnymi w L?(X, ) i
L2(Y, ju2) odpowiednio. Wykaz, ze

a) uktad (f;(z)g;(y))i,; jest ukladem ortonormalnym w L?(X x Y, pu1psa).
b) jesli uktady (fi):, (gj); sa zupelne, to uklad (fig;)i; tez jest zupelny.
Niech M bedzie domknigeta podprzestrzenig przestrzeni Hilberta H. Wy-
kaz, ze

a) kazda baze o.n. M da sie rozszerzy¢ do bazy o.n. H,

b) jesli (u;);cr jest baza M, to rzut ortogonalny na M ma postaé

Pyx = Z(x,m)u@

iel

Wykaz, ze przestrzenn Lo(R™) jest osrodkowa i wywnioskuj stad osrodko-
wo$¢ przestrzeni Lo(A) dla dowolnego zbioru borelowskiego A C R™. Czy
przestrzenie Ly(A) i Lo(B) sa izometryczne?

Dla jakich p przestrzenie [, sg osrodkowe?
Wyznacz p dla ktérych L,[0,1] jest osrodkowa.

Czy przestrzen C|0, 1] jest osrodkowa? A przestrzen funkcji ciaglych ogra-
niczonych na (0, 1) z norma supremum?
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. Wykaz, ze przestrzen unormowana X jest oérodkowa wtedy i tylko wtedy

gdy ma przeliczalny podzbiér liniowo gesty.

Wykaz, ze jedli X jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni unormowa-
nej X oraz x € X \ Xy to istnieje funkcjonal ¢ € X* zerujacy sie na X,
taki, ze p(z) = 1.

Niech F bedzie podprzestrzenia przestrzeni Banacha X. Wykaz, ze dla
dowolnego = € X,

dist(z, F) = sup{|z*(z)|: 2" € X", ||=*|| < 1,2*|F =0}

. Wykaz, ze oSrodkowosé przestrzeni X* implikuje osrodkowosé przestrzeni

X. Czy odwrotna implikacja jest prawdziwa?

Niech A i B beda roztacznymi niepustymi wypuklymi podzbiorami rzeczy-
wistej przestrzeni Banacha X takimi, ze A jest domknigty, a B jest zwarty.
Wykaz, ze istnieje funkcjonal ¢ € X* taki, ze sup,c 4 p(x) < inf,ep ¢(z)

Niech X bedzie przestrzenia Banacha oraz x € X bedzie wektorem o
normie 1. Udowodnij, ze A(z) := {2* € X*: 2*(x) = 1 = ||z*||} jest
niepustym, domknietym zbiorem wypuktym.

Podaj przyklady « € l; takie, ze A(x) jest jednopunktowe, n-wymiarowe,
nieskonczenie wymiarowe.

Opisz wszystkie x € ¢y takie, ze A(z) jest jednopunktowe.

Przestrzen C[0, 1] mozna traktowaé jako domknieta podprzestrzen Ly[0, 1].
Funkcjonal d,(f) := f(z) jest ciaglym funkcjonatem o normie 1 na C[0, 1],
zatem z twierdzenia Hahna-Banacha mozna go rozszerzy¢ do funkcjonatu
@z na Lo[0,1] o normie 1. Wykaz, Ze nie istnieje funkcja g € L]0, 1] taka,
ze o (f) = fol f(s)g(s)ds. Udowodnij, ze jesli f € Ly[0,1] jest taka, ze
f =0 na zbiorze (x —e,x + €), to @, (f) = 0.

Jaka jest norma funkcjonalu ¢(f) := fol e’ f(x)dr na L,(0,2), 1 < p < 00?

Dla jakich p z przedziatu [1, oo] wzér ¢(x) := >_°°  n~/3z, zadaje ciagly
funkcjonat na [,?
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. Niech p bedzie skoficzona nieujemna miara borelowska na [0, 1]. Wykaz,
ze funkcjonal dany wzorem o¢(f) = fol f(z)du(x) jest ciagly na C[0,1] i
policz jego norme.

. Dla x € [0, 1], niech d,(f) = f(x). Udowodnij, ze

a) 0, jest ciaglym liniowym funkcjonalem na C[0, 1] o normie 1.

b) Jesli (z,,)_; jest skoficzonym ciagiem réznych punktéw z [0, 1], to dla
dowolnych liczb a,,

N

|an|.

clo,1]* -

N
H Z a’TL(SIn
n=1

c) Wykaz, ze b) zachodzi dla N = oo (przy zalozeniu ) |an| < 00).

n=1

. Wykaz, ze dla f € L'[0,1] funkcjonal s na C[0, 1] zadany wzorem ¢ (g) :=
1 . .
Jo f()g(t) jest ciagly oraz [losl| = [ £l

. Zalézmy, ze x = (xn)n>1 jest takim ciagiem, ze dla kazdego y € [, szereg
> oo TnYn jest zbiezny. Wykaz, ze x € [, dla 1/p+1/¢ = 1.

. Wykaz, ze szereg > | &, yn jest zbiezny dla kazdego ciagu y,, zbieznego
do zera wted515294956y i tylko wtedy gdy > ., |z, | < co.

. Zaléimy, 7e f, € Lo[0,1] sa takie, ze lim, o [ fu(t)g(t)dt = 0 dla
wszystkich funkcji g € Lo[0,1]. Wykaz, ze sup,, ||fr]l2 < oco. Czy musi
zachodzié lim,, o || frl2 = 07
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. Wykaz, ze w przestrzeni skonczonego wymiaru zbiezno$¢ w normie i staba

sg rOwnowazne.

. Wykaz, ze ciag wektoréw x,, = (2,,x)5>, zbiega do stabo do zera w [,

1 < p < oo wtedy 1 tylko wtedy gdy sup,, ||Zn|lp < 00 oraz lim, e Tn k =
0 dla wszystkich k. Czy charakteryzacja ta jest prawdziwa dla [17 A dla
Co?

. Wykaz, ze jedli 1 < p < oo oraz f, € L,[0,1] sa takie, ze ||fn]l, < 11

AM({x: fu(x) #0}) — 0, to f, zbiegaja stabo do zera. Czy jest to prawda
dla p =17

. Wykaz, ze ciag funkcji Rademachera r, := sgn(sin 2¥7z) jest stabo zbiezny

do zera w L,[0,1] dla 1 < p < oo.
Czy ry zbiega stabo do zera w Lo,?

Czy w kazdej przestrzeni Banacha nieskoniczonego wymiaru istnieje ciag
stabo zbiezny do zera, ktory nie zbiega do zera w normie?

. Wykaz, ze jeli ciag wektoréow x, zbiega stabo do zera, to istnieje ciag

kombinacji wypuktych wektoréw z,, zbiezny do zera w normie.

. Zalézmy, ze T jest operatorem liniowym miedzy przestrzeniami Banacha

X 1Y. Wykaz, ze T jest ciagly wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego
y* e Y™, y*(T) jest ciaglym funkcjonatem na X.

. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Wykaz, ze przeksztalcenie liniowe

T: X — C[0,1] jest ciagle wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego t € [0, 1],
x — Tx(t) jest ciaglym funkcjonalem na X.

Niech Y i Z beda dwoma domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Ba-
nacha X takimi, ze dla dowolnego = € X istnieje dokladnie jedna para
wektoréw (y, z) =: (Pix, Pay) € Y X Z taka, ze x = y + z. Wykaz, ze Py
jest ciaglym rzutem X na Y.

Zalézmy, ze X, Y i Z sa przestrzeniami Banacha, zas B: X — Z oraz
C:Y — Z sa ciaglymi operatorami liniowymi. Wykaz, ze jesli dla kazdego
x € X istnieje dokladnie jeden element y = Ax taki, ze Bx = Cy, to A
jest ciaglym operatorem z X w Y.

10
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. Niech (en)n>0 bedzie kanonicznag baza l,. Wykaz, ze operator liniowy
T:1, — I, taki, ze Te, = ape, jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy
lim,,—oo a,, = 0.

. Czy operator ,przesuniecia w prawo” na [, jest zwarty?

. Niech T': L3[0,1] — L3[0, 1] bedzie dany wzorem T f(z) = [ f(s)ds. Czy
jest to operator zwarty?

. Okre$lmy T': Ly(R) — Lo(R) jako Tf(z) = f;“ f(y)dy. Wykaz, ze T
jest ciagly. Czy T jest zwarty?

. Wykaz, ze T € B(X,Y) jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego
e >0, T(Bx) da si¢ pokry¢ skoficzona liczba kulek w Y o promieniu ¢.

. Wykaz, ze operator T jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € >
0 istnieje przestrzen Y. C Y taka, ze dim Y; < oo oraz dist(T'(Bx),Y:) < .

. Wykaz, ze jedli X jest przestrzenig Banacha 1 <p < oo oraz T € B(X,1,)
jest zwarty, to istnieje cigg skonczenie wymiarowych operatordéw T,, taki,
ze | T, —T|| — 0.

11
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. Niech T': l, — [, bedzie dany wzorem T'(z1,22,...) = (x2,23,...). Jak
wyglada T%7

. Niech T': L3[0,1] — L3[0,1] bedzie okreslony jako T'f(x) = [y f(y)dy.
Znajdz T*.

. Okre$lmy T': l; — ¢p jako

n>1

S|

T((@a)az) = (

i=1

Znajdz T*.
. Wykaz, ze operator T na Ls[0, 1] dany wzorem T f(x) = x f(x) jest samo-

sprzezony i nie ma wartosci wlasnych.

. Niech Tx = (0,21, 22/2,23/3,...). Wykaz, ze T jest zwartym operatorem
na ls nie posiadajacym wartoéci wlasnych. Jak wyglada 1777

. Niech T': Ly(R) — Lo(R) bedzie postaci T'f = gf dla pewnego g € Lo (R).
Dla jakich g

a) T jest samosprzezony,

b) T jest unitarny,

c) A jest wartoscia wlasng T7

12
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. Zmajdz spektrum operatora T zadanego wzorem T'f = fg na Lo(R). Jak
wyglada rezolwenta tego operatora?

. Wyznacz spektrum i rezolwente operatora przesuniecia w lewo i w prawo
na lo.

. Niech T na ly bedzie zadany wzorem Tz = (a,z,), dla pewnego ciagu
ograniczonego a.,,. Jak wyglada spektrum 77

. Niech P bedzie rzutem ortogonalnym na domknieta podprzestrzen M
przestrzeni Hilberta H. Wyznacz spektrum T'.

. Wykaz, ze dla dowolnego niepustego, zwartego podzbioru K plaszczy-
zny zespolonej istnieje operator T’ na pewnej przestrzeni Hilberta, ktorego
spektrum jest réwne K.

. Niech T bedzie operatorem zwartym na przestrzeni Hilberta H. Wykaz,
ze istnieja uklady ortonormalne (z,,)2_ i (yn)A_, oraz liczby dodatnie A,

takie, ze T = Y0 _| A, (x,2,)yn. Ponadto A, — 0 jesli N = oc.
. Wykaz, ze jesli T jest samosprzezony, to

a)o(T)CR
b) do o(T) nalezy ||T|| lub —||T|.

13



