Kolokwium z Analizy Funkcjonalnej I
gr.1, 10 grudnia 2007

Z podanych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwigzania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-10.

1.

Zalézmy, ze f € L]0, 00) oraz lim, . [y f(t)g(t)dt istnieje dla dowol-
nej funkcji g € L4[0, 00). Czy wynika stad, ze [°|f(t)|*3dt < 00?

Niech F := {f € L5[0,2]: [Z f(t)dt = [ t2f(t)dt = 0}. Oblicz

inf /02 it — F(8)[2dt.

feFr

Niech X = Cogr(R) oznacza przestrzen wszystkich funkcji ciagtych
ograniczonych na proste;j.

a) Wykaz, ze (X, | - ||o) jest przestrzenia unormowana.

b) Czy jest to przestrzen Banacha?

c) Czy X jest przestrzenia osrodkowa?

Dla jakich p istnieje niezerowy funkcjonal liniowy ciagty na L,[0, 1],
ktory zeruje sie na wszystkich funkcjach ciagltych?

Niech (uy)n>1 bedzie ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta

H. Okreslmy na H operator T wzorem Tz := (25 (7, un))p2,. Wykaz,

ze T jest operatorem liniowym cigglym miedzy H a ¢y i znajdz jego
norme.

Oblicz norme funkcjonatu ¢ zadanego wzorem

O((Tn)nz1) = i (_ ;)nxn

na przestrzeni [, dla 1 < p < oo.

Powodzenia!



Kolokwium z Analizy Funkcjonalnej I
gr.2, 10 grudnia 2007

Z podanych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwigzania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-10.

1.

Niech X = Cogr([0,00)) oznacza przestrzen wszystkich funkcji ciagtych
ograniczonych na potprostej nieujemne;j.

a) Wykaz, ze (X, | - ||o) jest przestrzenia unormowana.

b) Czy jest to przestrzen Banacha?

c) Czy X jest przestrzenia osrodkowa?

Oblicz norme funkcjonatu ¢ zadanego wzorem

Pz = Y (—3)

n=1

na przestrzeni [, dla 1 < p < oo.

. Niech F := {f € Ly[0,1]: fy f(t)dt = [} t*f(t)dt = 0}. Oblicz

inf /01 it — F(t)2dt.

feF

Zalézmy, ze f € Loo(R) oraz lim, .o [, f(t)g(t)dt istnieje dla dowolnej
funkcji g € L3(R). Czy wynika stad, ze [ |f(t)[*/?dt < oo?

Niech (u,)n>1 bedzie ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta
H. Okreslmy na H operator T wzorem Tz := (5.5 (¥, un) )5, . Wykaz,
ze T jest operatorem liniowym cigglym miedzy H a ¢y i znajdz jego

norme.

Dla jakich p istnieje niezerowy funkcjonal liniowy ciggty na L,[—1,1],
ktory zeruje sie na wszystkich funkcjach ciagtych?

Powodzenia!



Kolokwium z Analizy Funkcjonalnej I
gr.3, 10 grudnia 2007

Z podanych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwigzania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-10.

1.

Czy istnieje niezerowy funkcjonat liniowy ciagly ¢ na L.[0, 1] taki, ze
©(1ap)) = 0 dla dowolnego 0 < a < b < 17

Zatézmy, ze (ag,)ri>1 jest macierza taka, ze sup; |ax;| < oo dla kazdego
k oraz N -
limsup‘Zahm‘ < 00, jesli Y |z] < oo.

=1

k—o0 =1

Wykaz, ze supy,; |ax,| < oo.
Zatozmy, ze (x,)>2, jest baza o.n. przestrzeni Hilberta H. Niech

3 4 4 3
Yon—1 = gfﬁm—l + 5I2m Yon = 5I2n—1 - 5$2n dlan=1,2,....
Wykaz, ze (yn)n>1 jest uktadem ortonormalnym w H. Czy jest on zu-

pelny?

a) Wykaz, ze wzor || f|| = sup,¢(o ) |2 f(2)] zadaje norme na przestrzeni
1o, 1].

b) Czy przestrzen C|0, 1] z powyzej okreslong norma jest przestrzenia
Banacha?

c¢) Czy jest to przestrzen osrodkowa?

Dla 1 < p < oo oblicz norme przeksztalcenia z L,[0, 1] w [; zadanego

Wwzorem
21 —n

Tf= (/_n xf(x)dx)

[e.9]

n=1

Oblicz

2
inf lz* — a — br — c2?®|Paide.
a,b,ceR J_9

Powodzenia!



Kolokwium z Analizy Funkcjonalnej I
gr.4, 10 grudnia 2007

Z podanych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwigzania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-10.

1. Zaltézmy, ze (x,)52, jest baza o.n. przestrzeni Hilberta H. Niech

4 3 3
Yon—1 = ngn—l + 5952717 Yon = §I2n—1 - 5$2n dlan=1,2,....
Wykaz, ze (yn)n>1 jest uktadem ortonormalnym w H. Czy jest on zu-

pelny?

2. Dla 1 < p < oo oblicz norme przeksztalcenia z L,[0, 1] w [; zadanego

Wzorem
31 —-n
[e.e]

_ 2
Tf= (/w x f(ac)dx)nzl.
3. Zalézmy, 7e (ank)nr>1 jest macierza taka, ze supy |a, x| < oo dla kaz-
dego n oraz

o0 o
lim sup ‘ Z amkxk’ < oo, jesli Z |z | < 0.
k=1

Wykaz, ze sup,, , |anx| < 0o.

4. Oblicz

1
inf lz* — a — br — c2?Patde.
a,b,ceR J_1
5. a) Wykaz, ze wzor || f[| = sup,¢(_q 1 |2 f(7)| zadaje norme na przestrze-
ni C[—1,1].
b) Czy przestrzen C[—1, 1] z powyzej okreslona norma jest przestrzenia
Banacha?
c) Czy jest to przestrzen o$rodkowa?

6. Czy istnieje niezerowy funkcjonal liniowy ciagly ¢ na L. [—1,1] taki,
ze ¢(Ip)) = 0 dla dowolnego —1 < a < b < 17

Powodzenia!



