Egzamin z Analizy Funkcjonalnej I
grupa I, 2 lutego 2008

Cze$¢ zadaniowa

Sposrdod ponizszych zadan nalezy wybraé piecé i pelne rozwiazanie kazdego z wybranych zadan
napisa¢ na osobnej kartce podpisanej imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy i
zadania. Za podpunkty oznaczone gwiazdka mozna zdoby¢ dodatkowe punkty. Mozna korzystac z
faktéw z wykladu i éwiczen pod warunkiem ich dokladnego sformulowania.

1.

(8pkt) a) Czy przestrzen funkeji C[0,1] z norma || f|| = fol |f(x)|dz jest przestrzenia unor-
mowana? Czy jest to przestrzen Banacha? Czy jest osrodkowa?

b*) Czy istnieje norma na przestrzeni wszystkich wielomianéw, ktéra zadaje strukture prze-
strzeni Banacha?

(8pkt) Wektory w,, z przestrzeni Hilberta H spelniaja warunek

lim (z,u,) =0 dla wszystkich x € H.

Wykaz, ze przeksztalcenie x — ((x,un))n>0 jest ciaglte z H w ¢o.
(8pkt) Niech
Xo:={x = (Tn)n>1 €la:x1 + 222 =0,223 — x4 = 0,2; = 0 dla i > 5}.
Czy Xy jest domknieta podprzestrzenia lo? Znajdz odlegltoéé wektora (1,1/2,1/4,...) od Xj.

(8pkt) Na przestrzeni Ly(R) okredlamy operator T wzorem T f(x) = e~ 1* f(z + 1).
a) Czy T jest ciagly? Oblicz ||T.
b) ZnajdZ operator hilbertowsko sprzezony T* i oblicz jego norme.

(8pkt) Niech
-

Tf(x):(/in fdr)” | fech,,

a) Wykaz, ze T jest ciaglym operatorem z C|0, 1] w ¢o.

b) Czy T jest zwarty?

c*) Wykaz, ze kazdy zwarty operator o wartoéciach w ¢g jest granica w normie operatoréw
skonczenie wymiarowych.

(8pkt) Okredlmy ciag przeksztatcen T, € B(ly,ls) wzorem Ty, 2 = (Tp41, Tni2,.-.). Czy
a) | Tl — 0,

b) || T,z|| — 0 dla kazdego z € l4,

c) [|[Txe|| — 0 dla kazdego ¢ € 157

Cze$é testowa

Prosze uzupelni¢ wykropkowane miejsca i poda¢ odpowiedzi na zadane pytania.



. (4pkt) Id: L,[-1,2] — L,[—1,2] jest dobrze okreslona i ciagla wtedy i tylko wtedy gdy

. (3pkt) Podaj przyklad bazy ortonormalnej przestrzeni Ly[—1, 1].

. (3pkt) Sformuluj twierdzenie o diagonalizacji operatoréw zwartych samosprzezonych dla
osrodkowych przestrzeni Hilberta nieskonczonego wymiaru.

. (4pkt) Niech f, = anlp, 2, Wowezas fr,
i) zbiega w normie do zera w L4([0,00)) wtedy i tylko wtedy gdy ....coovvvveereennnne
ii) zbiega stabo do zera w L4([0,00)) wtedy i tylko wtedy gdy .....cocevveeriiirciencnn

. (3pkt) Niech

X = {x = (22)%: ||z = (i n|xn|3)1/3 < oo}.

n=1

Wéwezas X jest przestrzenia (podkresl prawidlowe odpowiedzi):
unormowana, Banacha, Hilberta, o$rodkowa, izometryczna z l3.

. (3pkt) Niech X bedzie przestrzenia z poprzedniego zadania oraz dla y = (y,)22, iz € X,
oy (x) = D07 Tnyn. Wowcezas ¢, € X* wtedy i tylko wtedy gdy ....cooovvviveiiicccnns
Ponadto |y | x+ =

. (4pkt) Operator T":ly — I jest dany wzorem Tz = (21 — 2o, 221 + X2, i3, ixy, . . .). Wowczas
O(T) = e 0raz 0(T™) = oo

. (4pkt) Niech T:ly — I3
T — ( n 1 1 n 1 1 n 1 )
r= |21 21‘2,2$2 43?3,41‘3 8:1,‘4,... .

Wéwcezas T* dziata z przestrzeni ..... w przestrzen ...... i ma postaé

. (2pkt) Podaj definicje operatora zwartego.



Egzamin z Analizy Funkcjonalnej I
grupa II, 2 lutego 2008

Cze$¢ zadaniowa

Sposrdod ponizszych zadan nalezy wybraé piecé i pelne rozwiazanie kazdego z wybranych zadan
napisa¢ na osobnej kartce podpisanej imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy i
zadania. Za podpunkty oznaczone gwiazdka mozna zdoby¢ dodatkowe punkty. Mozna korzystac z
faktéw z wykladu i éwiczen pod warunkiem ich dokladnego sformulowania.

1. (8pkt) Niech
37’71/

Tf(x) = (/, fa)dz) | fecp]

n=

a) Wykaz, ze T jest ciaglym operatorem z C|0, 1] w ¢o.

b) Czy T jest zwarty?

c*) Wykaz, ze kazdy zwarty operator o warto$ciach w ¢o jest granica w normie operatoréw
skonczenie wymiarowych.

2. (8pkt) Niech
Xo:={z=(zn)n>1 €12:3x1 + 22 = 0,25 — 3x4 = 0,z; =0 dla i > 5}.
Czy X jest domknieta podprzestrzenia l3? Znajdz odlegtosé wektora (1,1/3,1/9,...) od Xo.

3. (8pkt) Na przestrzeni Lo(R) okreslamy operator T wzorem T f(z) = arctg(z) f(z — 1).
a) Czy T jest ciagly? Oblicz ||T|.
b) ZnajdZ operator hilbertowsko sprzezony T* i oblicz jego norme.

4. (8pkt) a) Czy przestrzen funkcji C[—1,1] z norma || f|| = (f_ll |f(z)|2dx)'/? jest przestrzenia
unormowana? Czy jest to przestrzen Banacha? Czy jest oSrodkowa?
b*) Czy istnieje norma na przestrzeni wszystkich wielomianéw, ktéra zadaje strukture prze-
strzeni Banacha?

5. (8pkt) Okreslmy ciag przeksztalcen T,, € B(l3,l3) wzorem T,x = (Top+1, Tonto,--.). Czy
a) || Tl — 0,
b) || Tnx| — 0 dla kazdego x € I3,
c) [|[Txe|| — 0 dla kazdego ¢ € 157

6. (8pkt) Wektory u,, z przestrzeni Hilberta H spelniaja warunek

lim (x,u,) = 0 dla wszystkich x € H.

n—oo

Wykaz, ze przeksztalcenie x — ((x, un))n>0 jest ciagle z H w co.
Czesc¢ testowa

Prosze uzupelni¢ wykropkowane miejsca i poda¢ odpowiedzi na zadane pytania.



. (3pkt) Niech N
X = {o= @ lel = (00 + laat) " < o).

Wéwezas X jest przestrzenia (podkresl prawidlowe odpowiedzi):
unormowana, Banacha, izometryczna z ly, Hilberta, oérodkowa.

. (3pkt) Niech X bedzie przestrzenig z poprzedniego zadania oraz dla y = (y,)22, iz € X,
oy(x) =307 Tpyn. Wowezas o, € X* wtedy 1 tylko wtedy gdy ..cocoevveeciniicnne.
Ponadto [l¢y||x+ =

. (3pkt) Podaj przyklad bazy ortonormalnej przestrzeni Ls[0, 5].

. (2pkt) Podaj definicje operatora zwartego.

. (4pkt) Id: L,[0,2] — Lg4[0, 2] jest dobrze okreslona i ciagla wtedy i tylko wtedy gdy ........coove....
Ponadto HIdHLp[O,Q]—»Lq[O,Q] T T T

. (4pkt) Niech T:ly — cg

T _( 1 1 1 1 1 )
r= |71 2x2,2x2 43’53,4.%‘3 81‘4,... .

Woéwcezas T* dziala z przestrzeni ..... w przestrzen ...... i ma postac

. (4pkt) Niech f, = anl} /5 - Wowezas f,
i) zbiega w normie do zera w L3([0, 00)) wtedy i tylko wtedy gdy .....ccovovvvvreeennnee.
ii) zbiega stabo do zera w L3([0,00)) wtedy i tylko wtedy gdy ....coeevvveeriiiinniene

. (4pkt) Operator T:ly — Iy jest dany wzorem Tz = (2x1 — 32, 3z1 + 229, ix3, 1%y, . . .). WoOW-
€ZAS T(T) = weeoiiiiiiieee et 0TAZ T (T™) = oiioieieee e

. (3pkt) Sformutluj twierdzenie o diagonalizacji operatoréw zwartych samosprzezonych dla
o$rodkowych przestrzeni Hilberta nieskoficzonego wymiaru.



