
Zadania na ¢wiczenia z RP na WNE, 2010/11 � Seria 7

1. Zmienna losowa X ma rozkªad: P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1 − p, gdzie p ∈ (0, 1).
Znajd¹ EX oraz D2X.

2. Niech X ma rozkªad B(n, p). Wiemy, »e EX = np. Znajd¹ D2X.

3. Niech X ma rozkªad Poissona z parametrem λ. Wiemy, »e EX = λ. Znale¹¢ D2X.

Wsk.: Najpierw obliczy¢ EX(X − 1).

4. Rzucamy sze±cienn¡ kostk¡ do gry do momentu a» ka»dy wynik pojawi si¦ przynaj-

mniej raz. Niech X b¦dzie liczb¡ wykonanych rzutów. Obliczy¢ D2X.

Wsk.: por. zadanie 10 z serii 6.

5. Zaªó»my, »e EX4 <∞ i niech Y = aX+b, gdzie a, b ∈ R. Wyrazi¢ warto±¢ oczekiwan¡

(EY ), wariancj¦ (D2Y ), wspóªczynnik sko±no±ci (α3 =
E(Y−EY )3
(D2Y )3/2

) oraz wspóªczynnik

spªaszczenia (kurtoz¦, α4 =
E(Y−EY )4
(D2Y )2 − 3) przy pomocy odpowiednich parametrów

rozkªadu zmiennej X oraz wspóªczynników a i b.

6. Zmienna losowa X ma ±redni¡ m i wariancj¦ σ2. Znajd¹ ±redni¡ i wariancj¦ zmiennej

losowej Y = X−m
σ .

7. Zmienna losowaX ma rozkªadN (0, 1). Stosuj¡c wzór na caªkowanie przez cz¦±ci poka»,
»e dla caªkowitego n ­ 1,

EXn+1 = nEXn−1.

Nast¦pnie wyprowad¹ wzór na parzyste momenty zmiennej X, tj. oblicz EX2k dla

k ∈ N, oraz oblicz kurtoz¦ zmiennej X, czyli α4 =
E(X−EX)4
(D2X)2 − 3.

8. Dla p ∈ (0, 1) znajd¹ kwantyl rz¦du p zmiennej losowej X, której dystrybuanta zadaje

si¦ wzorem

a) F (t) =


0 dla x < 0

t2 dla x ∈ [0, 1)
1 dla x ­ 1;

b) F (t) =



0 dla x < 0
1
2 t dla x ∈ [0, 1)
1
2 dla x ∈ [1, 2)
1
4 t dla x ∈ [2, 4)
1 dla x ­ 4.

9. Znajd¹ wszystkie liczby rzeczywiste, które stanowi¡ median¦ (kwantyl rz¦du 1/2)
zmiennej X o dystrybuancie

F (t) =


0 dla x < 0
1
2 t dla x ∈ [0, 1)
1
2 dla x ∈ [1, 4)
1 dla x ­ 4.
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10. Znajd¹ median¦ rozkªadu wykªadniczego z parametrem λ. Jak ma si¦ ona do warto±ci

oczekiwanej tego rozkªadu?

11. Zmienna losowa X ma rozkªad wykªadniczy z parametrem 1. Stosuj¡c wzór na caªko-

wanie przez cz¦±ci, oblicz EXn dla dowolnego n ∈ N. Nast¦pnie znajd¹ wspóªczynnik

sko±no±ci (α3) oraz kurtoz¦ (α4) zmiennej X.

12. Dla dowolnego naturalnego n znajd¹ EY n, gdzie Y ma rozkªad Exp(λ).

Wsk.: jaki rozkªad ma zmienna X = λY ?

13. Niech X,Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie jednostajnym na

(0, 1). Znale¹¢ dystrybuant¦, g¦sto±¢, warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ zmiennej

a) max(X,Y );

b) min(X,Y ).

14. Niech X,Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi, przy czym X ma rozkªad U(0, 1)
natomiast Y ma rozkªad U(0, a), gdzie a ­ 1. Znale¹¢ dystrybuant¦, g¦sto±¢, warto±¢

oczekiwan¡ i wariancj¦ zmiennej

a) max(X,Y );

b) min(X,Y ).

15. Niech X1, X2, . . . , Xn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie wykªadni-

czym z parametrem λ = 1. Znale¹¢ dystrybuant¦ i g¦sto±¢ zmiennych losowych

a) min(X1, X2, . . . , Xn);

b) max(X1, X2, . . . , Xn).

16. Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ zmiennej losowej z zadania 15a.

17. Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej losowej z zadania 15b.

Wsk.: skorzystaj ze wzoru EY =
∫∞
0 P(Y > t) dt. Przydatna te» mo»e by¢ nast¦puj¡ca

to»samo±¢:

n∑
k=1

(
n

k

)
(−1)k−1

k
= Hn,

gdzie Hn =
∑n
k=1

1
k .

18. Pewn¡ sal¦ o±wietla n jednakowych »arówek o ±rednim czasie »ycia 1000 godzin. Po-

nadto zaªó»my, »e czasy »ycia poszczególnych »arówek s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªad

wykªadniczy. Korzystaj¡c z wyników dwóch poprzednich zada« oblicz

a) warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ czasu jaki upªynie do momentu przepalenia si¦

pierwszej »arówki;

b) ±redni czas jaki upªynie do momentu przepalenia si¦ wszystkich »arówek w sali.
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