
Egzamin z Rachunku Prawdopodobie«stwa, 2 lutego 2011r.

Wersja I
Instrukcja:

• Uwa»nie przeczytaj tre±ci zada«. W szczególno±ci zwró¢ uwag¦ jakie polecenia s¡ do wykonania w danym zadaniu.

• Rozwi¡zanie ka»dego zadania nale»y pisa¢ na osobnej kartce. Ka»da kartka musi by¢ podpisana czytelnie

i DRUKOWANYMI literami imieniem i nazwiskiem, numerem indeksu i opatrzona numerem wersji

i zadania, np.: �Zad. I.3�.

• W rozwi¡zaniu zadania nale»y przedstawi¢ wszystkie obliczenia i obja±ni¢ kluczowe kroki rozumowania (w szcze-
gólno±ci opisa¢ rozwa»ane w rozwi¡zaniu zdarzenia, itp.), przywoªa¢ (z nazwy) u»ywane fakty i wzory, etc. Za
rozwi¡zanie zawieraj¡ce sam wynik ko«cowy nie b¦d¡ przyznawane »adne punkty.

• Nie wolno korzysta¢ z notatek, ksi¡»ek czy kalkulatorów.

• W przypadku stwierdzenia niesamodzielnoci pracy, sprawdzian mo»e zosta¢ przerwany a praca anulowana.

1. Zmienne losowe X, Y i Z s¡ niezale»ne i wszystkie maj¡ rozkªad jednostajny na odcinku (0, 1).
Znajd¹ dystrybuant¦ oraz g¦sto±¢ rozkªadu zmiennej losowej V = min(X,Y, Z).

2. Zmienna losowa X ma g¦sto±¢ g(x) = 1
4x
31(0,2)(x). Znajd¹ median¦ Med(X), warto±¢ oczekiwan¡

EX oraz wariancj¦ D2X zmiennej losowej X.

3. Rozkªad ª¡czny zmiennych losowych X,Y ma g¦sto±¢ g(x, y) = c(x2y+y2)1(0,3)(x)1(0,2)(y), gdzie
c > 0 jest pewn¡ staª¡.

(a) Wyznacz warto±¢ staªej c. (b) Oblicz P(X < 1, Y > 1).

4. W loterii bierze udziaª 100 losów, w±ród których 10 jest wygrywaj¡cych. Ci¡gniemy kolejno 10

losów, a nast¦pnie otwieramy je. Niech X oznacza liczb¦ losów wygrywaj¡cych wsród pierwszych

pi¦ciu wyci¡gni¦tych losów, za± Y � liczb¦ losów wygrywaj¡cych wsród pozostaªych pi¦ciu wy-

ci¡gni¦tych losów. Oblicz Cov(X,Y ).

5. Rozkªad ª¡czny zmiennych losowychX,Y ma g¦sto±¢ g(x, y) =

{
2e−x−y dla 0 < y < x,

0 w przeciwnym przypadku.
(a) Znajd¹ g¦sto±ci rozkªadów brzegowych.

(b) Zbadaj, czy zmienne X i Y s¡ niezale»ne. (c) Oblicz E(X
∣∣Y = y).

6. Zmienne losowe X,Y, Z s¡ niezale»ne i wszystkie maj¡ rozkªad wykªadniczy z parametrem 1.
(a) Opisz rozkªad zmiennej losowej X + Y + Z. (b) Oblicz E(X + Y + Z

∣∣X).

7. Wektor losowy (X,Y ) ma dwuwymiarowy rozkªad normalny o ±redniej (10,−5) i macierzy ko-

wariancji Q =

(
11 −3
−3 3

)
.

(a) Wyznacz g¦sto±¢ zmiennej losowej X +Y . (b) Czy zmienne losowe X +Y i Y s¡ niezale»ne?

8. Na pewien przedmiot zapisanych jest 400 studentów. Pod koniec semestru, zanim znane s¡ ja-

kiekolwiek wyniki I terminu egzaminu, trzeba dokona¢ rezerwacji sali na egzamin poprawkowy.

Wykªadowca szacuje, »e ±rednio co pi¡ty student b¦dzie pisaª egzamin poprawkowy (dokªadniej,

ka»dy student, niezale»nie od pozostaªych, z prawdopodobie«stwem 1/5 b¦dzie pisaª egzamin

poprawkowy). Jaka musi by¢ pojemno±¢ sali, aby z prawdopodobie«stwem okoªo 0, 95 wszyscy

zdaj¡cy egzamin poprawkowy pomie±cili si¦?

Potencjalnie przydatne wzory

Φ(1, 64) =
∫ 1,64
−∞

1√
2π
e−x

2/2 dx ≈ 0, 95

Nazwa i oznaczenie rozkªadu masy rozkªadu / g¦sto±¢ EX D2X

Bernoulliego (dwumianowy) B(n, p)
(
n
k

)
pk(1− p)n−k dla k = 0, 1, . . . , n np np(1− p)

Poissona Pois(λ) e−λ λ
k

k! dla k = 0, 1, . . . λ λ

geometryczny Geom(p) (1− p)k−1p dla k = 1, 2, . . . 1
p

1−p
p2

jednostajny U(a, b) 1
b−a1(a,b)(x) a+b

2
(b−a)2

12

wykªadniczy Exp(λ) λe−λx1(0,∞)(x) 1
λ

1
λ2

normalny N (m,σ2) 1
σ
√

2π
exp

(
− (x−m)2

2σ2

)
m σ2

gamma(a, b) ba

Γ(a)x
a−1e−bx1(0,∞)(x) a

b
a
b2

Wspóªczynnik sko±no±ci: α3 =
E(X − EX)3

(D2X)3/2
Wspóªczynnik spªaszczenia: α4 =

E(X − EX)4

(D2X)2 − 3


