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1. Wykaza¢, »e je±li dla danych a ∈ C, θ1, θ2 ∈ R, funkcja f(z) jest ci¡gªa na ªukach

okr¦gów γr = {z ∈ C : z = a + reiθ, θ1 ¬ θ ¬ θ2}, i je±li limz→a(z − a)f(z) = b, to
limr→0

∫
γr
f(z) dz = ib(θ2 − θ1).

2. Opieraj¡c si¦ na równo±ci 2 sin2 z = Re(1 − e2iz) (z ∈ R) i caªkuj¡c funkcj¦ f(z) =
1−e2iz
z2 po konturze zªo»onym z ªuków [−R,−r], −Γ(r), [r,R], Γ(R) (0 < r < R)

wykaza¢, »e∫ ∞
0

(
sinx
x

)2
dx =

π

2
.

3. Wykaza¢ w podobny sposób jak w poprzednim zadaniu, »e∫ ∞
0

sin2mxdx
x2(x2 + a2)

=
π

4a3
(2am− e−2am − 1), (a,m > 0).

4. Caªkuj¡c funkcje f(z) = eaz(1 + ez)−1 (0 < a < 1) po obwodzie prostok¡ta P o

wierzchoªkach ∓R,∓R+ 2πi wykaza¢, »e∫ ∞
−∞

eax

1 + ex
dx =

π

sin aπ
.

Wykaza¢ równie», »e
∫∞
0

ta−1

1+t dt = π
sin aπ .

5. Caªkuj¡c funkcj¦ f(z) =
(
(1 + z2) cosh 12πz

)−1
po obwodzie kwadratu QN o wierz-

choªkach ∓N,∓N + 2iN , gdzie N jest liczb¡ naturaln¡, wykaza¢, »e∫ ∞
0

(
(1 + z2) cosh

1
2
πz

)−1
dx = ln 2.

6. Wykaza¢, »e wielomian P (z) = z8 + 3z3 + 7z + 5 posiada dokªadnie dwa pierwiastki

w pierwszej ¢wiartce.

7. Wykaza¢, »e wielomian P (z) = z4+ 2z3−2z+ 10 posiada dokªadnie jeden pierwiastek

w ka»dej ¢wiartce.

8. Wykaza¢, »e wszystkie zera wielomianu P (z) = z5−z+16 le»¡ w pier±cieniu 1 < |z| <
2. Wykaza¢ równie», »e dokªadnie dwa zera maj¡ dodatni¡ cz¦±¢ rzeczywist¡.

9. Znale¹¢ liczb¦ pierwiastków w kole B(0, 1) dla wielomianów: (i) z4 − 5z + 1; (ii) z8 −
4z5 + z2 − 1.

10. Wykaza¢, »e je±li a > e, to równanie azn = ez posiada dokªadnie n pierwiastków w

kole B(0, 1).

11. Zaªó»my, »e 0 < |a| < 1 oraz »e p jest liczb¡ naturaln¡. Wykaza¢, »e równanie (z−1)p =
ae−z posiada dokªadnie p ró»nych pierwiastków o dodatniej cz¦±ci rzeczywistej oraz »e

wszystkie te pierwiastki le»¡ w kole B(1, 1).
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