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1. (Punkt pozornie osobliwy) Niech f(z) b¦dzie funkcj¡ analityczn¡ w pier±cieniu 0 <
|z − a| < R. Zaªó»my ponadto, »e limz→a(z − a)f(z) = 0. Wykaza¢, »e

a) dla dowolnej krzywej regularnej zamkni¦tej γ le»¡cej w kole |z − a| < R i nie

przechodz¡cej przez a mamy
∫
γ f(z) dz = 0;

b) je±li 0 < |z0 − a| < r < R, to f(z0) = 1
2πi

∫
C(a,r)

f(z)
z−z0 dz;

c) istnieje sko«czona granica limz→a f(z) = b i »e f(z) jest analityczna w kole |z −
a| < R, je±li poªo»ymy f(a) = b.

2. Wykaza¢, »e funkcje π2

sin2 πz oraz
∑∞
n=−∞(z − n)−2 = ϕ(z) s¡ analityczne dla z /∈ Z i

posiadaj¡ te same cz¦±ci gªówne w otoczeniu ka»dego punktu osobliwego 0,±1,±2, . . ..
Nat¦pnie pokaza¢, »e funkcja caªkowita g(z) = π2

sin2 πz − ϕ(z) redukuje si¦ do zera.

3. Wyznaczy¢ residua funkcji

a) ez

z(z−1) w punktach z = 0, 1;

b) eπz

1+z2 w punktach z = ±i.

4. Wynaczy¢ residua:

a) res1
ez

(z−1)4 ;

b) resai
emiz

(z2+a2)2 ;

c) resz1(z − z1)−n(z − z2)−1;
d) resi(1 + z2)−n.

5. Obliczy¢

a)
∫+∞
−∞

1
x2+6x+13 dx;

b)
∫+∞
−∞

x2−x+2
x4+10x2+9 dx;

c)
∫+∞
0

x2

(x2+a2)3 dx, a > 0;

d)
∫+∞
0

x6

(x4+a4)2 dx, a > 0.

6. Wykaza¢, »e przy A > 0 zachodzi nierówno±¢
∫ π
0 exp(−A sin θ) dθ < π/A.

7. Obliczy¢

a)
∫+∞
0

cosx
x2+a2 dx, a > 0;

b)
∫+∞
0

x sinx
x2+a2 dx, a > 0;

c)
∫+∞
0

cosx
(x2+a2)(x2+b2) dx, a, b > 0, a 6= b;

d)
∫+∞
0

cosx
(1+x2)3 dx.
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