
Zadania na ¢wiczenia z Funkcji Analitycznych, semestr letni 2011 � Seria 7

1. Wykaza¢, »e funkcja caªkowita f(z) jest

a) staªa, gdy jej cz¦±¢ rzeczywista jest ograniczona z góry;

b) wielomianem stopnia ¬ k, gdy |f(z)| ¬M |z|k + C dla pewnych staªych M,C > 0.

2. Wykaza¢, »e je»eli szereg
∑∞
n=1An jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, to szereg

∑∞
n=1

An
z−an , gdzie (an)

jest dowolnym ci¡giem punktów le»¡cych na pewnym konturze C, jest zbie»ny wewn¡trz i

na zewn¡trz C i jego suma jest w ka»dym z tym obszarów funkcj¡ analityczn¡. Rozwa»y¢

przypadek, gdy »aden z punktów an nie le»y na pewnej cz¦±ci C1 konturu C.

3. Wykaza¢, »e szereg
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)
+
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z

)(
1
1 + zn

− 1
1 + zn−1

)

jest zbie»ny wewn¡trz i na zewn¡trz okr¦gu |z| = 1 i znale¹¢ jego sum¦ wewn¡trz okr¦gu i

na zewn¡trz okr¦gu.

4. Znale¹¢ rozwini¦cie funkcji z2−1
(z+2)(z+3) w szereg Laurenta dla

a) 2 < |z| < 3;
b) |z| > 3.

5. Znale¹¢ rozwini¦cie funkcji 1
(z−a)(z−b) , gdzie 0 < |a| < |b|, w szereg Laurenta dla

a) |a| < |z| < |b|;
b) |z| > |b|.

6. Znale¹¢ rozwini¦cie funkcji (z2 + 1)−1(z2 + 2)−1 w szereg Laurenta dla

a) 1 < |z| <
√
2;

b) |z| >
√
2.

7. Rozwin¡¢ funkcj¦ Log z
2

z2−1 w szereg Laurenta dla |z| > 1.

8. Znale¹¢ rozwini¦cie Laurenta funkcji z−1(1− z)−1 w pier±cieniowych otoczeniach punktów

a) z = 0;

a) z = 1;

a) z =∞.

Jakie s¡ maksymalne pier±cienie zbie»no±ci znalezionych szeregów?

9. Poda¢ przykªad szeregu Laurenta, posiadaj¡cego niepusty zbiór punktów zbie»no±ci, lecz

pusty pier±cie« zbie»no±ci.
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