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1. Wyznaczy¢ caªk¦
∫
C(R)

f(z)
(z−a)(z−b) dz gdy |a|, |b| < R i badaj¡c jej zachowanie si¦ przy R→∞

wykaza¢, »e funkcja caªkowita i ograniczona jest staªa (twierdzenie Liouville'a).

2. Niech C b¦dzie konturem ograniczaj¡cym obszar D, który zawiera 0. Ponadto, funkcja f(z)
jest analityczna dla z 6= 0 i ograniczona na C \D. Wykaza¢, »e je±li a ∈ C \ D̄, to

f(a) =
1

2πi

∫
C

af(z)
z(a− z)

dz.

Wyznaczy¢ rownie» warto±¢ prawej strony dla a 6= 0 lez¡cego wewn¡trz D.

3. Wyznacz wszystkie warto±ci jakie mo»e przyj¡¢ caªka
∫
C

dz
Pn(z)

, gdzie Pn(z) = (z − z1)(z −
z2) . . . (z − zn) (zj 6= zk dla j 6= k), oraz C jest konturem (zorientowanym dodatnio), nie

przechodz¡cycm przez »aden z punktów zk?

4. Wykaza¢, »e je»eli f(z) =
∑∞
n=0 anz

n w kole |z| < r oraz |a1| ­
∑∞
n=2 n|an|rn−1, to f(z) jest

funkcj¡ jednolistn¡ (ró»nowarto±ciow¡) w kole |z| < r. Nast¦pnie, opieraj¡c si¦ na tym fakcie,

znale¹¢ koªo jednolistno±ci B(r) dla sumy szeregu pot¦gowego
∑∞
n=0

zn

n! . Czy znalezione w

ten sposób r jest najwi¦ksze mo»liwe?

5. Zaªó»my, »e R > 0 jest promieniem zbie»no±ci szeregu pot¦gowego
∑
n=0 cnz

n. Wykaza¢, »e

szereg pot¦gowy

f(z) =
∞∑
n=0

cn
n!
zn

jest zbie»ny w C oraz »e dla dowolnego θ ∈ (0, 1),

|f(z)| ¬M(θ) exp
( |z|
θR

)
.

6. Wykaza¢, »e je»eli f(z) jest analityczna dla |z| < R, oraz Rn(z) jest n-t¡ reszt¡ Taylora w

z = 0, tj.

f(z) = f(0) + f ′(0)z + . . .+
f (n)(0)
n!

zn +Rn(z),

wówczas

Rn(z) =
zn+1

2πi

∫
C(r)

f(ξ)
ξn+1(ξ − z)

dξ, gdzie |z| < r < R.

7. Zaªó»my, »e funkcja f(z) jest regularna w kole |z| < R oraz »e f(reiθ) = P (θ) + iQ(θ), przy
czym 0 < r < R. Wykaza¢, »e wspóªczynniki an rozwini¦cia f(z) w zerze w szereg Taylora

wyra»aj¡ si¦ wzorami

an =
1
πrn

∫ 2π
0

P (θ)e−inθ dθ =
1
πrn

∫ 2π
0

iQ(θ)e−inθ dθ.

8. Niech R > 0 b¦dzie promieniem zbie»no±ci szeregu pot¦gowego
∑∞
n=0 anz

n i niech f(z) b¦dzie
sum¡ tego szeregu dla |z| < R. Wykaza¢, »e przy 0 < r < R mamy

1
2π

∫ 2π
0
|f(reiθ)|2 dθ =

∞∑
n=0

|an|2r2n.

9. Je»eli f(z) =
∑∞
n=0 anz

n jest jednolistna w kole B(1), to pole S obszaru b¦d¡cego obrazem

koªa B(r), 0 < r < 1, wyra»a si¦ wzorem

S = π
∞∑
n=1

n|an|2r2n.
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