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. Wykazaé, ze jesli f(z) jest funkcja analityczna w kole B(0, 1) taka, ze f(0

Wykazaé, ze funkcja w = z/(1 — 2)? odwzorowuje konforemnie koto |z| < 1 na cala
plaszczyzne bez potprostej (—oo, —1/4].

. Zmalez¢ odwzorowanie konforemne kota |z| < 1 na pas pionowy.

. Zmalez¢ odwzorowanie konforemne zewnetrza kota jednostkowego (|z| > 1) rozcietego

wzdtuz potprostej (—oo, —1) na (i) plaszczyzne rozcieta wzdluz ujemnej potosi rzeczy-
wistej (—oo, 0]; (ii) prawa polplaszczyzne.

) = 0 oraz
|f(2)] < 1 dlakazdego z € B(0,1), to badz |f(z)| < |z| dla kazdego z € B(0,1) \ {0},
badz tez f(z) = ¢®z dla pewnego a € R.

. Wykazaé, ze jesli w = f(z) przeksztalca konforemnie koto |z| < 1 w siebie zachowujac

0, to f(2) = e'z.

. Zmalez¢ wszystkie funkcje harmoniczne w plaszczyZnie z wycieta ujemna potosia rze-

czywista (—oo, 0], ktore na potprostych o poczatku w 0 maja stata wartosc.

. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje harmoniczne w obszarze C\ {0} stale na okregach C(r).
. Dowiesé, ze funkcje e® cosy i €” siny sa funkcjami harmonicznymi sprzezonymi.

. Wykazac, ze gdy u(x,y) jest funkcja harmoniczna w obszarze D, to warunkiem koniecz-

nym i dostatecznym na to, by istniata funkcja v(x,y) sprzezona z u(z,y) w D, jest,
by funkcja analityczna f(z) = u, — iu, posiadala w tym obszarze funkcje pierwotna
F(z).

Korzystajac z poprzedniego zadania znalezé funkcje harmoniczna sprzezong z funkcja
u(z,y) = e*(xcosy — ysiny).

Korzystajac z twierdzenia o residuach wykazac, ze dla |a| < 1,

1 [2 cos? 6 14 a®cos 2y
— do =
2 Jo 14 a? —2acos(6 — ) 2(1 — a?)

Nastepnie znalez¢ funkcje u(z) harmoniczna w kole |z| < 1, ciagta w jego domknieciu,
taka ze u(e’?) = cos? 6.
Zmalezé resoe”%.

Znalez¢ residuum iloczynu f(z)g(z) w punkcie zg, w ktorym funkcja f(z) jest anali-
tyczna, a g(z) ma biegun o czesci gtownej (Z_C’;O)k + (Z_C];O‘)lk,l +...+ -4

z—z0"

Wykaza¢, ze przy dowolnym R > 0, zera prawie wszystkich wielomianow wy,(z) =
> k=0 'Z—If leza na zewnatrz kola |z| < R.



