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1. Wykaza¢, »e funkcja w = z/(1 − z)2 odwzorowuje konforemnie koªo |z| < 1 na caª¡

pªaszczyzn¦ bez póªprostej (−∞,−1/4].

2. Znale¹¢ odwzorowanie konforemne koªa |z| < 1 na pas pionowy.

3. Znale¹¢ odwzorowanie konforemne zewn¦trza koªa jednostkowego (|z| > 1) rozci¦tego

wzdªu» póªprostej (−∞,−1) na (i) pªaszczyzn¦ rozci¦t¡ wzdªu» ujemnej póªosi rzeczy-

wistej (−∞, 0]; (ii) praw¡ póªpªaszczyzn¦.

4. Wykaza¢, »e je±li f(z) jest funkcj¡ analityczn¡ w kole B(0, 1) tak¡, »e f(0) = 0 oraz
|f(z)| < 1 dla ka»dego z ∈ B(0, 1), to b¡d¹ |f(z)| < |z| dla ka»dego z ∈ B(0, 1) \ {0},
b¡d¹ te» f(z) = eiαz dla pewnego α ∈ R.

5. Wykaza¢, »e je±li w = f(z) przeksztaªca konforemnie koªo |z| < 1 w siebie zachowuj¡c

0, to f(z) = eiαz.

6. Znale¹¢ wszystkie funkcje harmoniczne w pªaszczy¹nie z wyci¦t¡ ujemn¡ póªosi¡ rze-

czywist¡ (−∞, 0], które na póªprostych o pocz¡tku w 0 maj¡ staª¡ warto±¢.

7. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje harmoniczne w obszarze C \ {0} staªe na okr¦gach C(r).

8. Dowie±¢, »e funkcje ex cos y i ex sin y s¡ funkcjami harmonicznymi sprz¦»onymi.

9. Wykaza¢, »e gdy u(x, y) jest funkcj¡ harmoniczn¡ w obszarzeD, to warunkiem koniecz-

nym i dostatecznym na to, by istniaªa funkcja v(x, y) sprz¦»ona z u(x, y) w D, jest,

by funkcja analityczna f(z) = ux − iuy posiadaªa w tym obszarze funkcj¦ pierwotn¡

F (z).

10. Korzystaj¡c z poprzedniego zadania znale¹¢ funkcj¦ harmoniczn¡ sprz¦»on¡ z funkcj¡

u(x, y) = ex(x cos y − y sin y).

11. Korzystaj¡c z twierdzenia o residuach wykaza¢, »e dla |a| < 1,
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Nast¦pnie znale¹¢ funkcj¦ u(z) harmoniczn¡ w kole |z| < 1, ci¡gª¡ w jego domkni¦ciu,

tak¡ »e u(eiθ) = cos2 θ.

12. Znale¹¢ res0e
z+ 1
z .

13. Znale¹¢ residuum iloczynu f(z)g(z) w punkcie z0, w którym funkcja f(z) jest anali-

tyczna, a g(z) ma biegun o cz¦±ci gªównej ck
(z−z0)k +

ck−1
(z−z0)k−1 + . . .+

c1
z−z0 .

14. Wykaza¢, »e przy dowolnym R > 0, zera prawie wszystkich wielomianów wn(z) =∑n
k=0

zk

k! le»¡ na zewn¡trz koªa |z| ¬ R.
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