
Mihaª AdamzykUniwersytet �ódzkiO nierozró»nialno±i stanów kwantowyhNieh M : B(R) → L+(H) b�dzie miar¡ spektraln¡ w przestrzeni Hilberta H, t.j. przelizal-nie addytywn¡ funkj¡ o warto±iah b�d¡yh ogranizonymi operatorami nieujemnymi, tak¡ »e
M(∅) = 0 oraz M(R) = 1. Miara taka przyporz¡dkowuje ka»demu stanowi kwantowemu, tzn.nieujemnemu operatorowi ρ ∈ L+(H) o ±ladzie Trρ = 1 miar� probabilistyzn¡ na (R,B(R)) dan¡wzorem

µρ(B) = Tr[ρM(B)] dla B ∈ B(R).Przyporz¡dkowania takie, lub równowa»nie miary spektralne, nazywaª b�d� pomiarami kwanto-wymi.W referaie tym podejm� temat nierozró»nialno±i stanów kwantowyh. Dokªadniej, podamwarunki, jakie musz¡ speªnia¢ stany kwantowe by pomiar M odwzorowywaª je w t� sam¡ miar�probabilistyzn¡. Szzególn¡ uwag� po±wi�� do±¢ prostemu, lez istotnemu ze wzgl�du na za-stosowania przypadkowi H = C
2, dla którego podam warunki koniezny i dostatezny na to, bypomiar M nie rozró»niaª stanów pewnej rodziny {ρθ}.Bibliogra�a[1℄ Gill, R.D., Jupp, P.E. , Barndor�-Nielsen ,O,E. (2003) On Quantum Statistial Inferene, J.Royal Stat. So. Ser. B Stat. Methodol. 63, 775-816[2℄ Holevo, A.S. (1982) Probabilisti and Statistial Aspets of Quantum Theory, North-HollandPublishing Company[3℄ Reed, M. , Simon, B. (1992) Methods of Modern Mathematial Physis: vol. 1 FuntionalAnalysis, Aademi Press, In.[4℄ Hirvensalo, M. (2004) Quantum Computing, SpringerMarek ArendarzykInstytut Matematyzny Uniwersytetu WroªawskiegoKrzysztof D�bikiInstytut Matematyzny Uniwersytetu WroªawskiegoAsymptotyka rozkªadu supremum proesu gaussowskiego naodinku o losowej dªugo±iNieh {X(t) ; t ≥ 0} b�dzie proesem gaussowskim o stajonarnyh przyrostah, któregofunkja warianji σ2(t) speªnia pewne zaªo»enia regularno±i. W referaie zajmiemy si� analiz¡

P (supt∈[0,T ] X(t) > u), przy u → ∞ dla T b�d¡ego nieujemn¡ zmienn¡ losow¡ niezale»n¡ odproesu X(t). 13



W przypadku, gdy T jest zmienn¡ losow¡ o regularnie zmieniaj¡ym si� ogonie rozkªadu,asymptotyka jest i�»koogonowa [2℄. W referaie zostanie rozpatrzony przypadek T b�d¡egozmienn¡ losow¡ o rozkªadzie Weibulla. Udowodnimy, »e w tym przypadku zahodzi
lim

u→∞

P (supt∈[0,T ] X(t) > u)

P (X(T ) > u)
= 1.Uzyskane wyniki zastosujemy do znalezienia asymptotyki ogona rozkªadu supremum dla uªam-kowyh ruhów Browna oraz uªamkowyh ruhów Laplae'a.Bibliogra�a[1℄ Berman, S.M. (1985) On asymptoti formula for the distribution of the maximum of a gaussianproess with stationary inrements. J. Appl. Prob. 22, 454-460.[2℄ Borst, S.C., D�biki, K., Zwart, A.P. (2004) The Supremum of a Gaussian Proess over aRandom Interval. Stat. Prob. Lett. 68, 221-234.[3℄ Piterbarg, V.I., Prisyazhnyuk, V.P. (1979). Asymptotis of the probability of large exursionsfor a nonstationary Gaussian proess. Theory Prob. Math. Statist. 18, 131-144.Mihaª BaranUniwersytet Kardynaªa Stefan Wyszy«skiegoZupeªno±¢ rynku obligajiProblem zupeªno±i rynku obligaji dotyzy mo»liwo±i reprezentaji zmiennyh losowyh w po-stai odpowienih aªek stohastyznyh. Zasadniz¡ ró»ni¡ pomi�dzy modelami rynków obligajia modelami rynków akji jest mo»liwo±¢ u»ywania do konstrukji portfeli nieko«zonej ilo±i ak-tywów. Ka»da obligaja jest sharakteryzowana za pomo¡ terminu wykupu T ∈ [0, T ∗], gdzie

T ∗ < ∞. Przyjmuje si�, »e proes en obligaji P ma warto±i w pewnej przestrzeni Banaha B,za± portfel ϕ, to element przestrzeni dualnej B∗. Problem zupeªno±i polega na zbadaniu mo»li-wo±i reprezentaji ∫ T ∗

0
< ϕ, dP >B∗,B= Hdla dowolnej zmiennej losowej H z okre±lonej przestrzeni.W referaie mówione zostanie powy»sze zagadnienie w przypadku modelu zadanego przez równaniestopy forward:

df(t, T ) = α(t, T )dt + σ(t, T )dW (t) +

∫

R

γ(t, T )xN(dt, dx), t, T ∈ [0, T ∗]gdzie W jest jednowymiarowym proesem Wienera, za± N niezale»n¡ od niego Poissonowsk¡miar¡ losow¡. Mo»liwo±¢ omawianej reprezentaji jest zale»na od wªasno±i miary Levy'ego orazwspóªzynników modelu.Powy»szy model byª ju» ropatrywany w kilku praah, np. [1℄, [2℄, [3℄, jednak»e prae te nie dawaªypeªnej odpowiedzi na postawione pytanie.Uzyskane wyniki powstaªy we wspóªpray z prof. J. Zabzykiem.14



Bibliogra�a[1℄ Th. Björk, G. Di Masi, Y. Kabanov and W. Runggaldier, (1997) Towards a general theory ofbond markets, Finane and Stohasti 1, 141-174.[2℄ Björk T., Kabanov Yu., Runggaldier W. (1997) Bond market struture in the presene ofmarked point proess, Mathematial Finane, Vol.7, No.2, p.211-239[3℄ Eberlein E., Jaod J., Raible S. (2005) Lévy term struture models: No-arbitrage and omple-teness, Finane and Stohastis, 9, p.67-88Artur BatorUniwersytet Marii Curie-SkªodowskiejWiesªaw Zi�baUniwersytet Marii Curie-SkªodowskiejO zbie»no±i prawie pewnej amartów o warto±iahw przestrzeniah metryznyh.Operaja kombinaji wypukªejNieh (E, d) b�dzie przestrzeni¡ metryzn¡ z operaj¡ kombinaji wypukªej, która dla wszyst-kih n ≥ 2, staªyh λ1, λ2, . . . , λn > 0 speªniaj¡yh warunek ∑n
i=1 λi = 1 i wszystkih punktów

u1, u2, . . . , un ∈ E jako wynik daje element przestrzeni E oznazany przez [λ1, u1;λ2, u2; . . . ;λn, un]lub [λi, ui]
n
i=1. Zakªadamy, »e [1u] = u dla ka»dego u ∈ E. Ponadto nieh wprowadzona operajama nast�puj¡e wªasno±i1. [λi, ui]

n
i=1 = [λσ(i), uσ(i)]

n
i=1 dla dowolnej permutaji σ zbioru {1, 2, . . . , n};2. [λi, ui]

n+2
i=1 = [λ1, u1;λ2, u2; . . . ;λn+1 + λn+2, [

λn+j

λn+1+λn+2
, un+j ]

2
j=1];3. [λ(k), u; 1 − λ(k), v] → [λ, u; 1 − λ, v]dla dowolnego i¡gu λ(k) → λ ∈ (0, 1); k → ∞;4. 0 < d([λ, u; 1 − λ,w], [λ, v; 1 − λ,w]) ≤ λd(u, v)dla dowolnego λ ∈ (0, 1] i dowolnyh u, v,w ∈ E takih, »e d(u, v) > 0;5. Dla ka»dego u ∈ E, istnieje Ku := lim

n→∞
[n−1, u]ni=1;6. d(u, v) > 0 ⇒ d(Ku,Kv) > 0.Przestrze« metryzn¡ (E, d) z operaj¡ speªniaj¡¡ powy»sze zaªo»enia nazywamy przestrzeni¡ zgªadk¡ kombinaj¡ wypukª¡.Elementy losowe, warto±¢ ozekiwana i amartyNa takih przestrzeniah wprowadzamy warto± ozekiwan¡ dowolnego prostego elementu losowe-go wzorem

EX = [pi;Kxi]
n
i=1.15



Element losowy X nazywamy aªkowalnym je±li d(u0,X) jest aªkowaln¡ zmienn¡ losow¡ dlapewnego u0 ∈ E. Przez LE oznazamy zbiór wszystkih aªkowalnyh elementów losowyh.Nast�pnie de�niujemy amart nast�puj¡o:Nieh {Xn} b�dzie aªkowaln¡ rodzin¡ ellementów losowyh adaptowan¡ do {An}. Nazwiemy
{Xn,An} amartem je±li sie¢ {EXτ ; τ ∈ T} jest zbie»na do pewnego u ∈ E,

EXτ → u, τ ∈ T.WynikiTwierdzenie 1 (Wªasno±¢ losowej identy�kaji) Nieh X1,X2 ∈ LE. Je±li dla dowolnej zmien-nej losowej τ : Ω → {1, 2} EXτ = EX1 to X1 = X2 (pp).To twierdzenie gra kluzow¡ rol� w dowodzie prawie pewnej zbie»no±i amartów.Twierdzenie 2 Ka»dy mono iasny amart {Xn; n ≥ 1} przyjmuj¡y warto±i w przestrzeni zgªadk¡ kombinaj¡ wypukª¡, speªniaj¡y warunek
∃(u0 ∈ E) ∃(Y ∈ LE) : sup

n≥1
d(u0,Xn) < d(u0, Y ).jest zbie»ny prawie pewnie. Bibliogra�a[1℄ Bene², V. E. (1962). Martingales on metri spaes. Teor. Veroyatnost. i Primenen. 7, 6*.[2℄ Doss, S. (1949). Sur la moyenne d'un élément aléatoire dans un espae métrique. Bull. Si.Math. 73, 48-72.[3℄ Fréhet, M. (1956). Sur diverses dé�nitions de la moyenne d'un élément aléatoire de naturequelonque. Giorn. Inst. Ital. Att. 19, 1-15.[4℄ Herer, W. (1992). Mathematial expetation and strong law of large numbers for randomvariables with values in a metri spae of negative urvature.[5℄ Kruk, �., Zi�ba, W. (1995). A riterion of almost sure onvergene of asymptoti martingalesin a Banah spae. Yokohama Mathematial Journal 43, 61-72.[6℄ Pik, R. (1987). Expetation in metri spaes. Stud. Si. Math. Hungaria 22, 347-350.[7℄ Sturm, K. T. (2002). Nonlinear martingale theory for proesses with values in metri spaesof nonpositive urvature. Ann. Probab. 30, 1195-1222.[8℄ Terán, P., Molhanov, I. (2006). The law of large numbers in a merti spae with a onvexombination operation. J. Theoret. Probab. 19, 4, 875-897.Bartªomiej BªaszzszynINRIA/ENS i Instytut Matematyzny Uniwersytetu WroªawskiegoA Stohasti Geometry Framework for Modeling of WirelessCommuniation Networks16



Stohasti geometry is a rih branh of applied probability whih allows one to quantify randomphenomena on the plane or in higher dimension. It is intrinsially related to the theory of pointproesses. Initially its development was stimulated by appliations to biology, astronomy andmaterial sienes. Nowadays it is also widely used in image analysis. Fundamentally, StohastiGeometry provides a way of estimating and omputing spatial averages. A typial example, withobvious ommuniation impliations, is the so alled Boolean model, whih is de�ned as the unionof diss with random radii (ommuniation ranges), entered at the points of a Poisson pointproess (the random user loations) of the Eulidean plane (e.g a large ity). A �rst typialquestion is that of the predition of the fration of the plane whih is overed by this union(statistis of overage). A seond one is whether this union has an infnite omponent or not(onnetivity).Boolean Stohasti Geometry is not su�ient for analyzing wireless networks as it ignores thespei� nature of radio hannels. Consider a wireless ommuniation network made of a olletionof nodes whih an in turn be transmitters or reeivers (depending on the network onsidered,nodes will be mobile users, network, aess points of a WiFi mesh, sensors et.). At a given time,some subset of this olletion of nodes (spei�ed by the MAC protool) simultaneously transmit,eah toward its own reeiver (spei�ed by the routing protool). Eah transmitter reeiver pair inthis snapshot requires its own wireless link. For eah suh wireless link, the power of the signalreeived from the link transmitter is jammed by the powers of the signals reeived from the othertransmitters. The geometry of the loation of nodes plays a key role within this setting sine itdetermines the signal to interferene and noise ratio (SINR) at the reeiver of eah suh link andhene the possibility of establishing simultaneously this olletion of links at a given bitrate, asshown by Information Theory. The interferene �eld, whih mathematially is modeled by someshot-noise �eld, hene determines the onnetivity and the apaity of the network in a broadsense. The essential point here is that the qualities and even the feasibilities of the radio linksthat are simultaneously ative are strongly interdependent and determined by the geometry, asituation that radially di�ers from the wireline setting.The interferene-aware Stohasti Geometry provides a way of de�ning and omputing ma-rosopi properties of wireless networks as funtion of a few parameters by some averaging overall potential random patterns for node loations in the plane and their radio hannel harate-ristis, in the same way as queuing theory provides averaged response times or ongestion overall potential arrival and servie patterns within a given parametri lass. These marosopi pro-perties allow one to haraterize the key dependenies of the network performane harateristis(onnetivity, stability, apaity, dynamis et.).This talk will present the foundations and some reent developments of a omprehensivestohasti geometry framework for modeling of wireless networks.Bibliogra�a[1℄ F. Baelli and B. Bªaszzyszyn Spatial Modeling of Wireless Communiations, a StohastiGeometry Approah, monograph for Foundations and Trends in Networking, NOW Publishers; Inpreparation.Konstanja BobekaWydziaª Matematyki i Nauk Informayjnyh, Politehnika Warszawska, Warszawa17



Wªasno±¢ niezale»no±i Kshirsagara-Tana i zwi¡zane z ni¡harakteryzajeZaprezentowana zostanie nowa wªasno±¢ typu niezale»no±iowego jednowymiarowego rozkªadubeta, zwi¡zana z wynikami Kshirsagara (1961) i Tana (1969) dotyz¡ymi maierzowego rozkªa-du typu beta. Pokazane zostanie, »e wªasno±¢ ta harakteryzuje jednowymiarowy rozkªad beta.Pokazane zostanie równie», »e w przypadku maierzowym, klasa rozkªadów maj¡yh wªasno±¢Kshirsagara-Tana jest szersza tzn. obejmuje nie tylko rozkªad beta. Dokonana zostanie kompletnaidenty�kaja tej klasy rozkªadów dla maierzy 2x2.Wyniki uzyskane zostaªy wspólnie z J. Wesoªowskim.Bibliogra�a[1℄ Bobeka, K., Wesoªowski, J. (2007) Kshirsagar-Tan independene property of beta matriesand related haraterizations. Preprint, 1-8.[2℄ Kshirsagar, A. M. (1961) The non-entral multivariate beta distribution. Ann. Math. Statist.32, 104-111.[3℄ Tan, W. Y. (1969) Note on the multivariate and generalized multivariate beta distributions.J. Amer. Statist. Asso. 64, 230-241.Adam BobrowskiIM PAN, Oddziaª w Katowiah i Politehnika LubelskaMarek KimmelUniwersytet im W. M. Rie'a w Houston i Politehnika GliwikaTomasz WojdyªaPolitehnika GliwikaMutaja, rekombinaja i dryf, oraz ªa«uh Markowa owarto±iah w sto»ku rozkªadów ª¡znyh.Pohodz¡e z genetyki populayjnej modele typu Wrighta-Fishera, w któryh uwzgl�dnia si�rekombinaje mi�dzy hromosomami harakteryzuja si� tym, »e typowa analiza zasu do wspólnegoprzodka podpopulaji nie prowadzi do zamkni�tyh równa« na interesuj¡e nas harakterystyki.Mo»liwo±¢ rekombinaji sprawia bowiem, »e rozkªad próbki n elementowej zale»y od rozkªadupróbki n + 1 elementowej. Z tego wzgl�du najz�±iej bada si� takie modele metodami symula-yjnymi. W referaie pokazujemy podej±ie alternatywne, bardziej analityzne. Miast na peªnyhrozkªadah próbek konentrujemy si� na pewnyh rozkªadah z¡stkowyh (nios¡yh jednak istot-ne informaje): rozkªady te, jak si� okazuje, tworz¡ ukªad zamkni�ty. Ih ewoluj� w zasie mo»naopisa¢ za pomo¡ pewnego równania ró»nizkowego w sto»ku rozkªadów. Rekombinaje opisujew nim pewien ªa«uh Markowa, którego lizba stanów (b�d¡yh typami rozkªadów ª¡znyh)zale»y od ilo±i miejs, w któryh przei�ty mo»e zosta¢ hromosom w momenie rekombinaji:je±li miejs tyh jest n to rozkªadów tyh jest tyle ile podziaªów n elementowego zbioru (lizbaBella). Okazuje si�, »e w.w. ªa«uh jest ergodyzny a o za tym idzie, dªugofalowo rekombinajawpªywa na populaj� jedynie poprzez jego stan stajonarny.18



Krzysztof BogdanInstytut Matematyki i Informatyki Politehniki Wroªawskiej3G, 3P, 3UPorównywanie funkji Greena, prawdopodobie«stwa przej±ia i rezolwenty np. uªamkowego laplasu,
∆

α

2 , i jego addytywnego zaburzenia, ∆
α

2 + q, znaznie si� upraszza, gdy zahodz¡ pewne odpo-wiedniki nierówno±i trójk¡ta (3G, 3P, 3U). Opowiem o wynikah tego typu uzyskanyh wspólniez Tomaszem Byzkowskim, Tomaszem Jakubowskim i Wolfhardem Hansenem.Bibliogra�a[1℄ K. Bogdan, T. Byzkowski. "Potential theory for the α-stable Shrödinger operator on boundedLipshitz domains". Studia Math., 133(1):53�92, 1999.[2℄ K. Bogdan, T. Jakubowski. "Estimates of heat kernel of frational Laplaian perturbed bygradient operators". Comm. Math. Phys., 271(1):179�198, 2007.[3℄ K. Bogdan, W. Hansen, T. Jakubowski. "Time-dependent Shrödinger perturbations of trans-ition densities", preprint, 2007.Tomasz BojdekiUniwersytet WarszawskiO pewnyh uogólnieniah i rozszerzeniah uªamkowego ipoduªamkowego ruhu Browna, zwi�azanyh z ukªadami z�astekReferat zawiera wyniki uzyskane wspólnie z L.G. Gorostiz�a i A. Talarzyk, opublikowane w pray[3℄. W pray [4℄, a tak»e [5℄ otrzymali±my sentrowany gaussowski proes ξ = (ξt)t≥0 o funkjikowarianji
Eξtξs =

∫ t∧s

0
u−

γ

α ((t − u)1−
1

α + (s − u)1−
1

α ) dudla 0 ≤ γ ≤ 1 < α ≤ 2. Pojawiª si�e on jako grania �uktuaji proesów przebywania pewnyhukªadów z�astek bez rozgaª�eziania. Zauwa»my, »e dla γ = 0 jest to uªamkowy ruh Browna zparametrem Hursta z przedziaªu (1/2, 3/4].Jednym z elów referatu jest odpowiedzie¢ na naturalne pytanie o istnienie i wªasno±i sen-trowanego proesu Gaussa ξ o kowarianji postai
Eξtξs =

∫ t∧s

0
ua((t − u)b + (t − s)b) du.Okazuje si�e, »e warunkiem konieznym i dostateznym na istnienie takiego proesu jest

a > −1, −1 < b ≤ 1, |b| ≤ 1 + a.Dla a = 0 otrzymujemy uªamkowy ruh Browna dla peªnego zakresu parametrów, dlatego nazwa-li±my ten proes uªamkowym ruhem Browna z wag�a (weighted Brownian motion).19



Z ukªadami z�astek z rozgaª�ezianiem zwi�azany jest natomiast proes gaussowski sentrowany
ζ z funkj�a kowarianji

Eζtζs = (2 − h)
(
sh + th − 1

2
((s + t)h − |s − t|h)

)
.Dla 0 < h < 2 jest to tzw. poduªamkowy ruh Browna. Jako proes granizny pojawiª si�e on wpraah [2℄, [6℄, a jego wªasno±i zostaªy omówione w [1℄. W pray [5℄ otrzymali±my w graniy tenproes z 2 < h ≤ 5/2. Mo»na pokaza¢, »e maksymalny zakres parametru h, dla którego ten proesistnieje to 0 ≤ h ≤ 4. Dla 2 < h < 4 nazwali±my ten proes ujemnym poduªamkowym ruhemBrowna. W odró»nieniu od poduªamkowego ruhu Browna (dla h 6= 1) jest on semimartyngaªem.Trzei proes, sentrowany gaussowski, blisko zwi�azany z ujemnym poduªamkowym r.B. makowarianj�e

−
(
s2 log s + t2 log t − 1

2
((s + t)2 log(s + t) + (s − t)2 log |s − t|)

)
.Ciekawe, »e ten proes nie jest semimartyngaªem.Bibliogra�a[1℄ Bojdeki, T., Gorostiza, L.G., Talarzyk, A. (2004) Sub-frational Brownian motion and itsrelation to oupation times, Stat. Probab. Lett. 69, 405-419.[2℄ Bojdeki, T., Gorostiza, L.G., Talarzyk, A. (2006) Limit theorems for oupation time �u-tuations of branhing system I: long-range dependene, Stoh. Pro. Appl. 116, 1-18.[3℄ Bojdeki, T., Gorostiza, L.G., Talarzyk, A. (2007) Some extensions of frational Brownianmotion and sub-frational Brownian motion related to partile systems, Elet. Comm. in Probab.12, 161-172.[4℄ Bojdeki, T., Gorostiza, L.G., Talarzyk, A. (2008) Oupation time limits of inhomogeneousPoisson systems of independent partiles, Stoh. Pro. Appl. 118, 28-52.[5℄ Bojdeki, T., Gorostiza, L.G., Talarzyk, A. (2008) Self-similar stable proesses arising fromhigh-density limits of oupation times of partile systems, Potential Anal. 28, 71-103.[6℄ Miªo±, P. (2007) Oupation time �utuations of Poisson and equilibrium �nite variane bran-hing systems, Probab. Math. Stat. 27, 181-203.Joanna ChahulskaPolitehnika Warszawska, WarszawaIdenty�kaja miar na podstawie transformat Laplae'a przyzaªo»onej postai maierzy warianji naturalnej rodzinywykªadnizejZagadnieniami klasy�kayjnymi zwi¡zanymi z liniow¡ i kwadratow¡ funkj¡ warianji natu-ralnyh rodzin wykªadnizyh zajmowali si� m.in. Leta (1989) i Casalis (1996). Hassairi i Zarai(2006) opisali wielowymiarowe kubizne naturalne rodziny wykªadnize. Rozwa»ano tak»e problemidenty�kaji miar przy niepeªnej wiedzy dotyz¡ej maierzowej funkji warianji: Bar-Lev et al.(1994) podali peªen opis tzw. diagonalnyh naturalnyh rodzin wykªadnizyh, Leta i Wesoªowski20



(2006) badali wielowymiarowe naturalne rodziny wykªadnize, dla któryh maierz warianji jestkwadratowa poza podprzestrzeni¡ jednowymiarow¡.W referaie przedstawiony zostanie problem identy�kaji miar nale»¡yh do naturalnyh ro-dzin wykªadnizyh o kwadratowej przek¡tnej maierzowej funkji warianji. Zaªo»ona posta¢funkji warianji prowadzi do równa« ró»nizkowyh na transformat� kumulanty. Gªówne trudno-±i problemu tkwi¡ w sprawdzeniu przy jakih warunkah rozwi¡zanie danego równania ró»niz-kowego jest funkj¡ warianji oraz w identy�kaji odpowiadaj¡ej jej rodziny wykªadnizej.Bibliogra�a[1℄ Bar-Lev, S. K., Bshouty, D., Enis, P., Leta, G., Lu, I., Rihards, D. (1994) The diagonalmultivariate natural exponential families and their lassi�ation, J. Theor. Probab. 7, 883�929.[2℄ Casalis, M. (1996) The 2d+4 simple quadrati natural exponential families on Rd, Ann. Statist.24, no 4, 1828�1854.[3℄ Hassairi, A., Zarai, M. (2006) Charaterization of the simple ubi multivariate exponentialfamilies, J. Fun. Anal. 235, 69�89.[4℄ Leta, G., Wesoªowski, J. (2007) Laplae transforms whih are negative powers of quadratipolynomials, Trans. Amer. Math. So. (w druku).Zbigniew CiesielskiIMPAN SopotRyszard Zieli«skiIMPAN WarszawaO jednostajnie zupeªnej zbie»no±i kawaªkami wielomianowegoestymatora funkji rozkªadu prawdopodobie«stwaRozpatrujemy nieparametryzny model statystyzny z rodzin¡ F wszystkih i¡gªyh dys-trybuant. Na podstawie próby X1, . . . ,Xn z rozkªadu o pewnej nieznanej dystrybuanie F ∈ Fhemy oszaowa¢ F . Konstruujemy estymator Fm,n o nast�puj¡yh wªasno±iah1) Fm,n jest kawaªkami wielomianowy z w�zªami w punktah próby;2) Dla dowolnie ustalonego przez statystyka m, Fm,n(x) ∈ Cm(R);3) Dla ka»dego ε > 0 oraz m, ∑∞n=1 sup
F

P{||Fm,n − F ||∞ > ε} < ∞.Dla estymatora Fm,n podajemy nierówno±¢ typu nierówno±i Dvoretzkiego-Kiefera-Wolfowitza,której konsekwenj¡ jest podana wy»ej asymptotyzna wªasno±¢ 3) i która dla ka»dyh m oraz npozwala oszaowa¢ bª¡d przybli»enia F przez Fm,n.Inne przykªady rodzin F (np. klas Höldera) i estymatorów speªniaj¡yh nierówno±¢ typu DKWotrzymujemy z pra Z.Ciesielskiego (1988-1998) po±wi�onyh nieparametryznej estymaji.Krzysztof D�ebikiInstytut Matematyzny 21



Uniwersytet WroªawskiPaweª KisowskiInstytut MatematyznyUniwersytet WroªawskiStaªe Pikands'a - wªasno±i i oszaowaniaNieh {Bα(t), t ≥ 0} b�dzie uªamkowym ruhem Browna z parametrem Hursta α
2 , α ∈ (0, 2].Staªe Pikands'a

HBα
:= lim

T→∞

E exp
(
supt∈[0,T ](

√
2Bα(t) − tα)

)

Tgraj¡ wa»n¡ rol� w teorii warto±i ekstremalnyh proesów gaussowskih. Wyst�puj¡ one zarównow asymptotykah rozkªadu supremum z proesówi pól gaussowskih, jak równie» w zagadnieniah zwi¡zanyh z prawami iterowanego logarytmutypu Erdös-Révész'a dla proesów gaussowskih.W komunikaie przedstawimy nowe wªasno±i oraz górne oszaowania na HBα
, gdy α ∈ (1, 2].Uzyskane wyniki poprawiaj¡ oszaowania otrzymane przez Shao [3℄.Bibliogra�a[1℄ D�ebiki, K. (2006) Some properties of generalized Pikands onstants. Theory Probab. Appl.50, 290�298.[2℄ D�ebiki, K. & Kisowski, P. (2008) A note on upper estimates for Pikands onstants. To appearin Stat. Prob. Lett.[3℄ Shao, Q.M. (1996) Bounds and estimators of a basi onstant in extreme value theory ofGaussian proesses. Statistia Sinia 6, 245�257.Tomasz GrzywnyInstytut Matematyki i Informatyki Politehniki WroªawskiejMona ultrakontraktywno±¢ dla proesów Lévy'egoRozwa»amy symetryzny proes Lévy'ego {Xt}t≥0. Zakªadamy, »e proes ten posiada i¡gª¡g�sto±¢ prawdopodobie«stwa przej±ia p(t, x, y). Ponadto dla ka»dej δ > 0 istnieje staªa c =

c(δ) > 0 taka, »e p(t, x, y) ≤ c, dla |x − y| > δ i t > 0. Przy zaªo»eniu pewnyh warunkówna zahowanie si� miary Lévy'ego w okoliy 0 pokazujemy, »e póªgrupa operatorów {PD
t }t≥0generowana przez proes Lévy'ego {Xt}t≥0 zabity po wyj±iu z ogranizonego obszaru Lipshitzajest mono ultrakontraktywna. To znazy dla ka»dego

t > 0 istnieje staªa Ct taka, »e g�sto±¢ prawdopodobie«stwa przej±ia pD(t, x, y) proesu zabitegopo wyj±iu z D speªnia
pD(t, x, y) ≤ CtϕD(x)ϕD(y), x, y ∈ D,gdzie ϕD jest funkj¡ wªasn¡ odpowiadaj¡¡ najwi�kszej warto±i wªasnej dla operatora PD

t .22



Bibliogra�a[1℄ Grzywny, T. (2008) Intrinsi ultraontrativity for Lévy proesses, Prob. Math. Stat. 28(1):91�106.Paweª HitzenkoDepartment of Mathematis, Drexel University, Philadelphia, PA 19104, USAJaek WesoªowskiMiNI, Politehnika Warszawska, 00-661 Warszawa, Pl. Politehniki 1Ogony perpetuit losowyhPrzez perpetuit�e losow�a (perpetuit�e) rozumie si�e zmienn�a losow�a R speªniaj�a�a równanie
R

d
= Q + MR,gdzie (Q,M) jest par�a zmiennyh losowyh niezale»n�a od R a symbol d

= oznaza równo±¢ wedªugrozkªadów. Alternatywnie, R jest grani�a (wedªug rozkªadów) i�agu zmiennyh losowyh (Rn)speªniaj�ayh równanie
Rn = Qn + MnRn−1, n ≥ 1, (1)gdzie (Qn,Mn) jest i�agiem niezale»nyh, identyznie rozªo»onyh kopii (Q,M) a R0 jest dowolne.W zwi�azku z tym R mo»e by¢ przedstawiona w postai

R
d
=
∞∑

i=1

Qi

i−1∏

j=1

Mi. (2)Warunki gwarantuj�ae zbie»no±¢ w (1) i (2) s�a znane i pohodz�a od Kestena [4℄. Perpetuitypojawiaj�a si�e w najprzeró»niejszyh zastosowaniah ([1℄�[5℄). Gªównym przedmiotem bada« jestzahowanie si�e ogonów R:
P (R ≥ x), P (R ≤ −x), gdy x → ∞.Dla uproszzenia skupimy si�e na sytuaji gdy Q i M s�a nieujemne. Kesten udowodniª, »e je±li

∃ r > 0: EM r = 1, EM r ln+ M < ∞ oraz EQr < ∞ to
P (R ≥ x) ∼ cx−r gdy x → ∞.Goldie i Grübel [3℄ rozwa»ali uzupeªniaj�ay przypadek 0 ≤ M ≤ 1. W niezdegenerowanej sytuaji

P (M = 1) < 1 udowodnili mi�edzy innymi, »e gdy Q ≡ q to
lim sup

x→∞

ln P (R ≥ x)

x
≤ 1

q
ln(EM).Bez dalszyh zaªo»e« o zahowaniu si�e rozkªadu M w okoliah 1 jest to najlepsze mo»liwe oszao-wanie, gdy» je±li M jest skupiona na {0, 1} to R ma rozkªad geometryzny. Pokazali oni równie»,»e je±li M w okoliah 1 zahowuje si�e jak jednostajna zmienna losowa w nast�epuj�aym sensie:

∃ ε > 0, 0 < c,C < ∞ ∀δ ∈ (0, ε] cδ ≤ P (1 − δ ≤ M ≤ 1) ≤ Cδ23



to ogon R jest poissonowski tzn:
lim

x→∞
ln(P (R ≥ x))

x ln x
= −1

q
. (3)W referaie przedstawimy dalsze wyniki dotyz�ae zwi�azków pomi�edzy zahowaniem si�e g�esto±i

M w okoliy 1 a szybko±i�a ubywania ogonów R. W szzególno±i:(i) poka»emy, »e (3) (z 1 po prawej stronie zast�apion�a przez β) zahodzi dla M maj�aegodowolny rozkªad beta(α, β) w otozeniu 1.(ii) dla danego 1 < r < ∞ skonstruujemy M , tak�a »e ∃ C1, C2:
−∞ < C1 ≤ lim inf

x→∞
ln P (R ≥ x)

(x/q)r
≤ lim sup

x→∞

ln P (R ≥ x)

(x/q)r
≤ C2 < 0.(iii) podamy dalsze przykªady zahowa« ogonów R.Bibliogra�a[1℄ Embrehts, P., Goldie, C. M. (1994) Perpetuities and random equations. Asymptoti statistis(Prague, 1993), Contrib. Statist., 75�86.[2℄ Goldie, C. M. (1991) Impliit renewal theory and tails of solutions of random equations, Ann.Appl. Probab. 1, 126�166.[3℄ Goldie, C. M., Grübel, R. (1996) Perpetuities with thin tails, Adv. Appl. Probab. 28, 463�480.[4℄ Kesten, H. (1973) Random di�erene equations and renewal theory for produts of randommatries, Ata Math. 131, 207�248.[5℄ Vervaat, W. (1979) On a stohasti di�erene equation and a representation of nonnegativein�nitely divisible random variables, Adv. Appl. Probab. 11, 750�783.Ewa IwaniePolitehnika Warszawska, Wydziaª Matematyki i Nauk InformayjnyhZwi¡zek stopnia regularno±i generatora kopuªy Arhimedesowej ipostai jej jednorodnego rozwini�ia dolnego ogona.Mówimy, »e kopuªa C ma jednorodne rozwini�ie dolnego ogona stopnia k je±li w okoliah zeramo»na j¡ jednostajnie aproksymowa¢ funkj¡ jednorodn¡ stopnia k. Okazuje si�, »e w przypadku±isªyh kopuª Arhimedesowyh, istnieje zwi¡zek pomi�dzy stopniem τ regularno±i generatorakopuªy ϕ, gdzie

∀ 0 < x < 1 lim
t→0

ϕ(tx)

ϕ(t)
= xτ .oraz istnieniem i postai¡ jednorodnego rozwini�ia takih kopuª.Podzas referatu przedstawione zostanie twierdzenie reprezentayjne o istnieniu asymptotyz-nyh rozwini�¢ kopuª z zastosowaniem funkji jednorodnyh dowolnego stopnia, a tak»e twierdze-nia opisuj¡e posta¢ jednorodnyh rozwini�¢ w zale»no±i od warto±i indeksu τ .24
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Jaek JakubowskiInstytut Matematyki, WydziaªMIM Uniwersytet Warszawski i WydziaªMiNI PWMariusz Niew�gªowskiWydziaª MiNI PWWyena wypªat nara»onyh na ryzyko kredytowe uwzgl�dniaj¡aratingiW referaie zostanie przedstawiona klasa podwójnie stohastyznyh ªa«uhów Markowa -klasa proesów dobrze opisuj¡yh proes migraji ratingów kredytowyh. Zawiera ona klasyzneproesy migraji zaproponowane przez Lando i przez Bielekiego i Rutkowskiego. Dla tej klasyzostanie wyprowadzony wzór na en� ex-dividend wypªaty nara»onej na ryzyko kredytowe i wra»-liwej na zmian� ratingów kredytowyh z momentem zapadalno±i w hwili T . Wypªata nara»onana ryzyko kredytowe i uwzgl�dniaj¡a ratingi jest zde�niowana standardowo poprzez podanieprzyrzezonej wypªaty, przyrzezonej dywidendy, proesu odzysku, proesu migraji ratingów imomentu bankrutwa. Bibliogra�a[1℄ Jakubowski J., Niew�gªowski M., Valuation of defaultable rating-sensitive laims, preprint2008Tomasz JakubowskiInstytut Matematyki i Informatyki Politehniki WroªawskiejNieautonomizne zaburzenia Shrödingerowskie g�sto±i przej±iaOznazmy przez p(s, x, t, y) g�sto±¢ przej±ia proesu Markowa X. B�d� rozwa»aª zaburzenieShrödingerowskie zale»ne od zasu dane przez funkj� q(t, x), speªniaj¡¡ pewien warunek ma-ªo±i. Skonstruuj� g�sto±¢ przej±ia zaburzonej póªgrupy oraz poka»�, »e skonstruowana g�sto±¢porównuje si� z p(s, x, t, y). Bibliogra�a[1℄ K. Bogdan, W. Hansen, T. Jakubowski. �Time-dependent Shrödinger perturbations of trans-ition densities�, preprint, 2007.
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Katarzyna Ja«zakUniwersytet Tehnologizno�Przyrodnizy w BydgoszzyUogólnione stohastyzne równania ró»nizkowe wstez z odbiiemCelem prezentaji jest pokazanie istnienia rozwi¡zania tzw. uogólnionego stohastyznego rów-nania ró»nizkowego wstez z odbiiem postai
Yt = ξ +

∫ T

t
f(s, Ys, Zs)ds +

∫ T

t
ϕ(s, Ys)dΛs −

∫ T

t
ZsdWs + KT − Kt, t ∈ [0, T ], (1)gdzie W jest m-wymiarowym proesem Wienera, Λ jednowymiarowym rosn¡ym proesem, a d-wymiarowy proes Y przyjmuje warto±i w zadanym wypukªym zbiorze D. Równanie tego typubyªo rozwa»ane wze±niej tylko w przypadku jednowymiarowym [2℄.Podamy równie» shemat aproksymuj¡y rozwi¡zanie równania (1) oraz jego zastosowanie donumeryznego rozwi¡zywania nieliniowego problemu Neumanna z przeszkod¡.Bibliogra�a[1℄ K. Ja«zak, Generalized re�eted bakward stohasti di�erential equations, preprint.[2℄ Y. Ren, N. Xia, Generalized re�eted BSDE and an obstale problem for PDEs with a nonlinearNeumann boundary ondition, Stohasti Analysis and Appliations 24 (2006), 1�21.Barbara H. JasiulisInstytut Matematyzny, Uniwersytet WroªawskiJolanta K. MisiewizWydziaª Matematyki, Informatyki i Ekonometrii, Uniwersytet ZielonogórskiJednoznazno±¢ splotu KendallaUrbanik w [2℄ zauwa»yª, »e

δx ⋄α δ1 = xαπ2α + (1 − xα)δ1,gdzie π2α jest rozkªadem Pareto o g�sto±i 2αy−2α+1I[1,∞)(y), de�niuje splot uogólniony na P+.Sploty te Urbanik nazwaª splotami Kendalla w nawi¡zaniu do pray [1℄, gdzie pojawiaja¡ si� za-la»ki ⋄1-splotu. Poka»emy, »e sploty ⋄α, dla α > 0, s¡ jedynymi mo»liwymi splotami uogólnionymizde�niowanymi przez liniow¡ kombinaje dwóh ustalonyh miar. Ponadto przy α 6 1 splot ⋄αjest sªabym splotem uogólnionym.
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∫
Ω |L(ω)|f(L(ω) −

M(ω))P (dω), wskazuj¡ na jego zwi¡zek z szeregami zmiennyh losowyh typu∑∞n=1 ηn
∏n−1

k=1 ξk.W przypadku dyskretnym, harakteryzaj� istnienia L1-rozwi¡za« równania falek f(x) =∑
n∈Z

cn,1f(kx − n) +
∑

n∈Z
cn,−1f(−kx − n), z parametrem k ∈ N \ {1}, mo»na wyrazi¢ wj�zyku zbiorów blokuj¡yh [2℄, [3℄. Bibliogra�a[1℄ Kapia, R., Morawie, J., (2008), Probability distribution funtions of the Grinevi£jus series,J. Math. Anal. Appl., 342, 1380-1387[2℄ Kapia, R., Morawie, J., Re�nement equations and Grinevi£jus series, maszynopis[3℄ Protasov, V., (2005), Re�nement equations with nonnegative oe�ients, J. Fourier Anal. Appl.309, 307-312[4℄ Shouzhi, Y., Youfaa, L., (2007), Two-diretion re�nable funtions and two-diretion waveletswith dilation fator m, Appl. Math. Comput., 188, 1908-192028



Joanna Karªowska-PikWydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Mikoªaja Kopernika w ToruniuWªasno±¢ stowarzyszenia dla niesko«zenie podzielnyh zbiorówlosowyhCelem komunikatu jest omówienie wyników zawartyh we wspólnej pray z Tomaszem Shre-iberem [1℄.Element losowy X ∈ S, gdzie (S,FS) jest dowoln¡ przestrzeni¡ mierzaln¡ z porz¡dkiem z�-±iowym �, jest stowarzyszony, je±li
Cov(f(X), g(X)) ≥ 0dla wszystkih �-niemalej¡yh funkji f, g : S → R, dla któryh kowarianja jest dobrze zde�-niowana.Badamy warunki koniezne i dostatezne stowarzyszenia dla wypukªyh i zwartyh losowyhpodzbiorów R

d (z inkluzj¡ zbiorów jako z�±iowym porz¡dkiem), niesko«zenie podzielnyh wzgl�-dem sum Minkowskiego (A ⊕ B = {x + y;x ∈ A, y ∈ B}). Podobnie jak niesko«zenie podzielnewektory losowe, zbiory takie posiadaj¡ reprezentaj� Lévy'ego-Chinzyna, o z grubsza mówi¡oznaza, »e daj¡ si� przedstawi¢ w postai sumy Minkowskiego zbioru deterministyznego, gaus-sowskiego wektora losowego oraz zªo»onego zbioru Poissona z miar¡ intensywno±i b�d¡¡ miar¡Lévy'ego. Warunkiem dostateznym dla stowarzyszenia okazuje si� by¢ skonentrowanie miaryLévy'ego na rodzinie zbiorów zawieraj¡yh 0 i (o jest istotn¡ ró»ni¡ w stosunku do wekto-rów losowyh) brak skªadowej gaussowskiej. Warunek ten jest równie» warunkiem konieznym dlastowarzyszenia proesu stohastyznego o warto±iah b�d¡yh zbiorami losowymi.Pokazujemy tak»e, »e ka»dy losowy zbiór domkni�ty niesko«zenie podzielny wzgl�dem sumteoriomnogo±iowyh i ka»dy losowy wypukªy i zwarty zbiór niesko«zenie podzielny ze wzgl�duna otozki wypukªe sum teoriomnogo±iowyh s¡ stowarzyszone.Bibliogra�a[1℄ J. Karªowska-Pik, T. Shreiber, Assoiation riteria for M-in�nitely-divisible and U-in�nitely-divisible random sets, uka»e si� w Probab. Math. Statist. 28.2 (2008)Anna KarpowizInstytut Matematyki i Informatyki, Politehnika WroªawskaKrzysztof SzajowskiInstytut Matematyki i Informatyki, Politehnika WroªawskaDwukrotne zatrzymanie w problemie poªowuJednym z pierwszyh autorów, który rozwa»aª najprostsz¡ wersj� zagadnienia poªowu byªStarr [2℄. Szzegóªowego przegl¡du tej tematyki dokonaª Ferguson [1℄. W referaie zostanie za-prezentowane uogólnienie tego problemu polegaj¡e na tym, i» dopuszzamy mo»liwo±¢ zmiany29



parametrów modelu. Ma to na elu modelowanie ±wiadomego zastosowania innej tehniki poªowulub przej±ia na inne stanowisko. W�dkarz mo»e zmieni¢ miejse lub tehnik� poªowu w dowolnejhwili s przed upªywem ustalonego horyzontu t0. Ryby ªowione s¡ zgodnie z pewnymi proesamiodnowy {Ni(t), t ≥ 0}, gdzie Ni(t) odpowiada lizbie ryb zªowionyh w zasie t na miejsu (lubmetod¡) i = 1, 2. Czasy pomi�dzy kolejnymi zªowieniami na stanowisku i tworz¡ i¡g niezale»nyhzmiennyh losowyh Si,1, Si,2, . . . o rozkªadzie Fi. Wagi ryb natomiast opisane s¡ i¡giem zmien-nyh losowyh Xi,0,Xi,1,Xi,2, . . . o rozkªadzie Hi. Caªkowita waga ryb zªowionyh do momentu tje»eli zmiana (miejsa, tehniki) nast¡piªa w hwili s dana jest wzorem:
M s

t =

N1(s∧t)∑

n=1

X1,n +

N2((t−s)+)∑

n=1

X2,n = Mt∧s +

N2((t−s)+)∑

n=1

X2,n.Miar¡ satysfakji w�dkarza jest ró»nia pomi�dzy funkj¡ u»ytezno±i gi : [0,∞) → [0, Gi]zale»n¡ od wagi ryb a funkj¡ kosztów ci : [0, t0] → [0, Ci] zale»n¡ od zasu. Na ka»dym zdwóh miejs funkje kosztów i u»ytezno±i s¡ ró»ne.Wypªata (zadowolenie) w�dkarza w sytuaji, gdy zmiana nast¡piªa w hwili s a poªówzostaª zako«zony w hwili t wynosi:
Z(s, t) =





g1(Mt) − c1(t) gdy t < s ≤ t0,
g1(Ms) − c1(s) + g2(M

s
t − Ms) − c2(t − s) gdy s ≤ t ≤ t0,

−(C1 + C2) gdy t0 < t.Celem jest maksymalizaja wypªaty w zasie t0. Musimy zatem zdeydowa¢, kiedy po-wini±my dokona¢ zmiany miejsa (lub metody) i kiedy opu±i¢ ªowisko. Problem opisanypowy»ej sprowadza si� do wyznazenia dwóh momentów zatrzymania: momentu zmiany
τ ∗1 i zako«zenia poªowu τ ∗2 takih, »e ozekiwana wypªata jest maksymalizowana

EZ(τ ∗1 , τ
∗
2 ) = sup

τ1,τ2

EZ(τ1, τ2).Otrzymano posta¢ optymalnej wypªaty i optymalne momenty zatrzymania.
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�ukasz KrukInstytut Matematyzny UMCS, LublinOtwarta sie¢ kolejkowa o asymptotyznie stabilnym modelu�uidowym i niekonwenjonalnej aproksymaji dyfuzyjnejOpieraj¡ si� na twierdzeniu Yeunga i Lehozky'ego z pray [3℄ podamy prosty przykªadsiei kolejkowej typu feedforward z protokoªem obsªugi FISFO (�rst-in-system-�rst-out),dla której przeskalowany dyfuzyjnie proes pozostaªej do wykonania pray, przy krytyz-nym obi¡»eniu wszystkih staji (heavy tra�), jest sªabo zbie»ny do dyfuzji nie b�d¡ejodbitym ruhem Browna. O ile nam wiadomo, jest to pierwszy przykªad otwartej sieikolejkowej o niekonwenjonalnej aproksymaji dyfuzyjnej; podobny przykªad dla siei za-mkni�tyh zostaª podany przez Harrisona i Williams w pray [2℄. Co wi�ej, okazuje si�,»e ka»dy model �uidowy (hydrodynamizny) rozwa»anej przez nas siei i, ogólniej, sieitypu feedforward z protokoªem EDF (earliest-deadline-�rst), jest asymptotyznie stabilny,tzn. przy zasie d¡»¡ym do niesko«zono±i jest zbie»ny do stanu niezmiennizego. Wy-nika st¡d, »e sugerowane przez niektóryh badazy uogólnienie hipotezy Harrisona (heavytra� onjeture), sformuªowanej w pray [1℄ dla siei FIFO, do szerszej klasy protokoªówobsªugi, jest faªszywe ju» w przypadku protokoªów o wªasno±i HL (head-of-the-line) wsieiah typu feedforward. Bibliogra�a[1℄ Harrison, J.M. (1995) Balaned �uid models of multilass queueing networks: a heavytra� onjeture, in: Stohasti Networks, IMA Volumes in Mathematis and its Applia-tions, Vol. 71, Springer-Verlag, New York, 1995, pp. 1�20.[2℄ Harrison, J.M. and Williams, R.J. (1996) A multilass losed queueing network withunonventional heavy tra� behavior, Annals of Applied Probability 6, 1-47.[3℄ Yeung, S.-N. and Lehozky, J.P. (2001) Real-time queueing networks in heavy tra�with EDF and FIFO queue disipline, working paper, Department of Statistis, CarnegieMellon University.Rafaª KuharskiInstytut Matematyzny Polskiej Akademii Nauk, WarszawaO zabezpiezaniu opji w zasie dyskretnymW wyst¡pieniu zostanie przedstawiony algorytm wyeny i zabezpiezania opji. Rozwa»a-ny model z zasem dyskretnym jest znaznym uogólnieniem modelu CRR. Poka»emy, »edo super-replikaji wystarza jedynie znajomo±¢ no±ników rozkªadów en akji. Rezultatyuzyskane za pomo¡ elementarnyh tehnik analizy wypukªej maj¡ intuiyjn¡ interpreta-j� � pokazujemy, »e eny sprzedaj¡ego i kupuj¡ego mog¡ by¢ oblizane jako warto±i32



odpowiednio wkl�sªej i wypukªej otozki z funkji wypªaty opji. Zastosowane podej±iepozwala na uwzgl�dnienie w rozwa»aniah kosztów transakyjnyh.Tadeusz KulzykiInstytut Matematyki i Informatyki, Politehnika WroªawskaOszaowania ±ladu dla proesów stabilnyhRozwa»my póªgrup� iepªa dla izotropowego (niezmiennizego na obroty) proesu α-stabilnegow obszarah D ⊂ Rd. Badamy zahowanie (zale»ne od zasu) ±ladu tej póªgrupy. Dla kla-syznej póªgrupy iepªa (dla Laplasjanu z warunkiem brzegowym Dirihleta) problem tenjest znany jako: "Can one hear the shape of a drum?" zob. [5℄, [2℄, [3℄, [4℄. Problem tenpolega na znalezieniu zale»no±i pomiedzy ksztaªtem obszaru a spektrum Laplasjanu. Dlapóªgrupy iepªa dla izotropowego proesu α-stabilnego pokazali±my, »e dla obszarów od-powiednio gªadkih (klasy C1,1) drugi skªadnik w rozwini�iu asymptotyznym ±ladu gdy
t→ 0 zawiera powierzhni� brzegu obszaru |∂D|. Jest to wynik podobny jak w przypadkuklasyznej póªgrupy iepªa.Powy»sze wyniki zostaªy otrzymane wspólnie z prof. R. Bañuelosem (Purdue Universi-ty) w pray [1℄. Bibliogra�a[1℄ R. Bañuelos, T. Kulzyki (2008) Trae estimates for stable proesses, Probab. TheoryRelat. Fields (to appear).[2℄ M. van den Berg, (1987) On the asymptotis of the heat equation and bounds on traesassoiated with Dirihlet Laplaian, J. Funt. Anal. 71 , 279-293.[3℄ J. Brossard, R. Carmona, (1986) Can one hear the dimension of a fratal? Comm.Math. Phys. 104, 103�122.[4℄ R. M. Brown, (1993) The trae of the heat kernel in Lipshitz domains, Trans. Amer.Math. So. 339, 889�900.[5℄ M. Ka (1966) Can one hear the shape of a drum? Amer. Math. Monthly 73, no. 4,part II, 1�23.
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Mateusz Kwa±nikiInstytut Matematyki i Informatyki Politehniki WroªawskiejWarto±i wªasne póªgrupy proesu Cauhy'ego na odinku s¡ onajwy»ej dwukrotneJednym z najprostszyh i najwa»niejszyh przykªadów skokowyh proesów stoha-styznyh jest jednowymiarowy proes Cauhy'ego, zyli proes Markowa (Xt)t≥0 o prawo-stronnie i¡gªyh trajektoriah i jednorodnym w zasie i przestrzeni prawdopodobie«stwieprzej±ia o g�sto±i pt(x) = 1
π

t
t2+x2 . Pod wieloma wzgl�dami (Xt) przypomina jednowy-miarowy ruh Browna (Bt)t≥0. Okazuje si� jednak, »e niektóre ªatwe twierdzenia dotyz¡eruhu Browna staj¡ si� zaskakuj¡o trudne, gdy B(t) zast¡pimy proesem Cauhy'ego.Nieh D = (−1, 1) b�dzie odinkiem i rozwa»my póªgrup� PD

t proesu (Xt) zabitegoprzy wyj±iu z D. Je±li przez τD = inf{s ≥ 0 : Xs /∈ D} oznazymy zas pierwszegowyj±ia z D, to PD
t f(x) = Ex(t < τD; f(Xt)). Interesuj¡ nas warto±i wªasne λn i funkjewªasne ϕn póªgrupy PD

t . W przypadku póªgrupy ruhu Browna zabitego przy wyj±iu zodinka D funkje i warto±i wªasne dane s¡ jawnymi wzorami, λ̃n = (nπ
2

)2, ϕ̃n(x) =
sin nπ

2
(x + 1). Dla póªgrupy proesu Cauhy'ego nie wiadomo nawet, zy warto±i wªasnes¡ jednokrotne. Gªównym wynikiem przedstawionym w komunikaie jest twierdzenie otym, »e ka»dej warto±i wªasnej odpowiadaj¡ nie wi�ej ni» dwie liniowo niezale»ne funkjewªasne � o najwy»ej jedna symetryzna i jedna antysymetryzna.Dowód powy»szego twierdzenia wykorzystuje zwi¡zek proesu Cauhy'ego z ruhemBrowna na póªpªaszzy¹nie. Wykorzystane s¡ poj�ia transformat Fouriera i Hilberta. Po-±rednim wynikiem jest nast�puj¡a to»samo±¢:

∫∫
f(x)g(y)

|x| + |y| dx dy =
1

2π

∫∫
f̂(ξ)ĝ(η)

|ξ| + |η| dξ dη,prawdziwa dla dowolnyh rzezywistyh funkji f, g ∈ L2(R).Zbigniew �agodowskiPolitehnika LubelskaMone prawa wielkih lizb typu Brunka dla dyskretnyh póllosowyh o warto±iah w przestrzeni BanahaW wyst¡pieniu b�d¡ dyskutowane nierówno±i maksymalne dla rzezywistyh submar-tyngaªów i ih zastosowanie do monyh praw wielkih lizb dla dyskretnyh pól losowyho warto±iah w przestrzeni Banaha. Podana zostanie te» harakteryzaja przestrzeni Ra-demahera typu p, 1 ≤ p ≤ 2, przy u»yiu warunku zwi¡zanego z szybko±i¡ zbie»no±i34



w sªabym prawie wielkih lizb. Sformuªujemy te» mone prawo wielkih lizb zastepuj¡warunek geometryzny (R-type) warunkiem probabilistyznym.Rafaª LataªaInstytut Matematyki UW i Instytut Matematyzny PANO pewnyh nierówno±iah konentrayjnyh dla miarlogarytmiznie wkl�sªyhW pray [2℄ Maurey wprowadziª de�nij� wªasno±i (τ) dla pary (µ, ϕ), gdzie µ jestmiar¡ probabilistyz¡, a ϕ : Rn → [0,∞) funkj¡ kosztu:
∫

Rn

ef�ϕdµ

∫

Rn

e−fdµ ≤ 1 dla f mierzalnyh, ogranizonyh, (τ)
f�ϕ(x) := inf{f(x− y) + ϕ(y) : y ∈ R

n}.Maurey w szzególno±i wykazaª, »e symetryzny rozkªad wykªadnizy ν na R z funkj¡kosztu cmin{|x|, x2} ma wªasno±¢ (τ) i otrzymaª w ten sposób eleganki i prosty dowódnierówno±i konentrayjnej Talagranda:
∀A∈B(Rn) ν

⊗n(A) ≥ 1

2
⇒ ν⊗n(A +

√
tBn

2 + tBn
1 ) ≥ 1 − 1

2
e−t/C . (T)Podzas odzytu zajmiemy si� klas¡ miar probabilistyznyh µ na Rn, symetryznyh,logarytmiznie wkl�sªyh, które speªniaj¡ (τ) z najwi�ksz¡ mo»liw¡ funkj¡ kosztu, równ¡(z dokªadno±i¡ do staªej):

Λ∗µ(x) = sup
t∈Rn

(
〈t, x〉 − ln

∫
e〈t,y〉dµ(y)

)
.Klasa ta zawiera wszystkie rozkªady produktowe logarytmiznie wkl�sªe i rozkªady jedno-stajne na kulah lnp .Przedyskutujemy nierówno±i konentrayjne dla miar z omawianej klasy, uogólniaj¡enierówno±¢ (T) i ih zwi¡zek z niedawno otrzymanymi wynikami: entralnym twierdzeniemgraniznym Klartaga [1℄ i oszaowaniami ogonów normy euklidesowej Paourisa [4℄.Bibliogra�a[1℄ Klartag, B. (2007) A entral limit theorem for onvex sets, Invent. Math. 168, 91�131.[2℄ Lataªa, R., Wojtaszzyk, J.O. (2008), On the in�mum onvolution inequality, preprint,http://front.math.udavis.edu/0801.4036.[3℄ Maurey, B. (1991), Some deviation inequalities, Geom. Funt. Anal. 1, 188�197.35



[4℄ Paouris, G. (2006), Conentration of mass on onvex bodies, Geom. Funt. Anal. 16,1021�1049.Krzysztof �atuszy«skiSzkoªa Gªówna Handlowa, Instytut Ekonometrii, WarszawaWitold BednorzInstytut Matematyki, Uniwersytet Warszawski, WarszawaRafaª LataªaInstytut Matematyki, Uniwersytet Warszawski, WarszawaWarunki koniezne i dostatezne dla entralnego twierdzeniagraniznego dla ergodyznyh ªanuhów MarkowaNieh (Xn)n≥0 b�dzie ergodyznym ªa«uhemMarkowa na (X ,B(X ) o operatorze przej±ia
P i rozkªadzie stajonarnym π. Powiemy, »e (Xn)n≥0 jest ergodyzny, je»eli

lim
n→∞

‖P n(x, ·) − π‖tv = 0, dla ka»dego x ∈ X ,gdzie ‖ · ‖tv oznaza odlegªo±¢ peªnego wahania.Dla ªa«uhów ergodyznyh mo»na przeprowadzi¢ konstrukj� ªa«uha rozszzepione-go ([2℄), który b�dzie miaª atom α̌ o dodatniej mierze, a nast�pnie zde�niowa¢ σα̌(0), σα̌(1), . . . ,jako momenty kolejnyh wizyt w α̌ (zasy regeneraji).Nieh ponadto g : X → R b�dzie funkj¡ borelowsk¡ t.»e πg2 <∞, oraz nieh
Sn =

n−1∑

i=0

ḡ(Xi), gdzie ḡ = g −
∫
gdπ.Okazuje si�, »� dla ªa«uhów ergodyznyh, warunkiem konieznym i dostateznymdla entralnego twierdzenia graniznego postai

Sn√
n

d−→ N(0, σ2
g), przy n→ ∞,gdzie σ2

g <∞, jest aªkowalno±¢ z kwadratem wyiezek pomi�dzy regenerajami.Bibliogra�a[1℄ Bednorz W., Lataªa R., �atuszy«ski K. (2008). A Regeneration Proof of the CentralLimit Theorem for Uniformly Ergodi Markov Chains. Eletroni Communiations in Pro-bability, 13, 85�98.[2℄ Nummelin E. (1978). A splitting tehnique for Harris reurrent hains. Z. Wahrshein-lihkeitstheorie und Verw. Geb. 43 309�318.36



Rafaª �ohowskiSzkoªa Gªówna HandlowaO ui�tej 1-wariaji ruhu BrownaW referaie przedstawimy uniwersalne oszaowania (z dokªadno±i¡ do uniwersalnejstaªej) warto±i ozekiwanej ui�tej 1-wariaji, na poziomie c > 0, V c[a, b], dla ruhuBrowna Wt z dryfem µ, któr¡ de�niujemy w nast�puj¡y sposób:
V c[a, b] = sup

n
sup

a≤t1<t2<...<tn≤b

n−1∑

i=1

max
{∣∣Wti+1

−Wti

∣∣− c, 0
}
.Ui�ta 1-wariaja, w przeiwie«stwie do 1-wariaji ruhu Browna, jest wielko±i¡ p.n.sko«zon¡. Najiekawsze jest to, »e przy zmianie parametru c obserwuje si� efekt "przej±iafazowego". Podana zostanie równie» pewna interpretaja ui�tej 1-wariaji w matematye�nansowej. Bibliogra�a[1℄ Atiya A. F. et al. (2004) On a maximum drawdown of a Brownan motion, J. Appl.Probab. 41.[2℄ Taylor, H. M. (1975) On a stopped Brownian motion formula, Ann. Probab. 3.Jaek MaªekiInstytut Matematyki i Informatyki Politehniki WroªawskiejPotenjaªy Bessela, rozkªady tra�enia i funkje GreenaReferat bazuje na wynikah pray:�Bessel potentials. hitting distributions nad Green funtions�,T. Byzkowski, J. Maªeki, M. Ryznar; Trans. Amer. Math. So. (2007) (przyj�ta do druku)Rozwa»amy teori� potenjaªu operatora (I − ∆)α/2, 0 < α < 2, gdzie ∆ jest opera-torem Laplae'a na Rd. Operator (formalnie) odwrotny Jα = (I − ∆)−α/2 jest nazywanyoperatorem potenjaªu Bessela, który posiada reprezentaj� aªkow¡ ze splotowym j¡dremaªkowym postai

21−(d+α)/2

Γ(α/2)πd/2

K(d−α)/2(|x|)
|x|(d−α)/2

,gdzie Kµ jest zmody�kowan¡ funkj¡ Bessela trzeiego rodzaju. Potenjaªy Bessela Jαdla 0 < α < 2 mog¡ by¢ analizowane w j�zyku proesów stohastyznyh. Dokªadniej,37



operator Hα = I−(I−∆)α/2 jest generatorem in�nitezymalnym relatywistyznego proesu
α-stabilnego, natomiast potenjaªy Bessela s¡ j¡drami 1-rezolwenty póªgrupy zwi¡zanej ztym proesem.Oznazmy przez H = {(x1, . . . , xd); xd > 0} górn¡ póªprzestrze« w Rd, natomiast
PH(x, u) nieh oznaza j¡dro Poissona dla H, tzn. g�sto±¢ miary harmoniznej póªprze-strzeni dla operatora (I − ∆)α/2. Gªównym rezultatem prezentowanej pray jest poni»szaformuªa na j¡dro Poissona póªprzestrzeni dla (I − ∆)α/2:

PH(x, u) =
2

π

sin(πα/2)

(2π)d/2

(
xd

−ud

)α/2 Kd/2(|x− u|)
|x− u|d/2

, ud < 0 < xd.Drugim wynikiem jest wyznazenie postai funkji Greena póªprzestrzeni dla (I − ∆)α/2:
GH(x, y) =

21−α|x− y|α−d/2

(2π)d/2Γ(α/2)2

∫ 4xdyd
|x−y|2

0

t
α
2
−1

(t+ 1)d/4
Kd/2(|x− y|(t+ 1)1/2)dt, x, y ∈ H.Znajomo±¢ powy»szyh wzorów pozwala wyznazy¢ j¡dro Poissona i funkj� Greena póª-przestrzeni dla niezmiennizego na obroty proesu α-stabilnego. Ten alternatywny dowódnie wykorzystuje transformaty Kelvine'a.Bibliogra�a[1℄ Aronszajn, N., and Smith, K. T. (1961) Theory of Bessel potentials. I.[2℄ Blumenthal, R. M., Getoor, R. K., and Ray, D. B. (1961) On the distribution of �rsthits for the symmetri stable proesses.[3℄ Gradstein, I. S., and Ryzhik, I. M. (2000) Table of integrals, series and produts.[4℄ Grzywny, T., and Ryznar, M. (w druku) Optimal estimates of Green funtion of half-spaes for relativisti proess.[5℄ Ryznar, M. (2002) Estimate of Green funtion for relativisti α-stable proesses.[9℄ Stein, E. M. (1970) Singular Integrals and Di�erentiability Properties of Funtions.Przemysªaw Matuªa, Iwona St�pie«Instytut Matematyki, Uniwersytet Marii Curie�Skªodowskiej, LublinSªaba zbie»no±¢ ilozynów sum niezale»nyh, dodatnih zmiennyhlosowyh o ró»nyh rozkªadahNieh (Xn)n∈N b�dzie i¡giem dodatnih, niezale»nyh zmiennyh losowyh, aªkowal-nyh z kwadratem. Oznazmy Sn =

∑n
k=1Xk, σ2

n = V ar(Sn), τ 2
k = V ar(Xk). W referaiezostan¡ przedstawione warunki wystarzaj¡e na zbie»no±¢:

Zn(t) :=




mn(t)∏

i=1

(
Si

ESi

) τ2
i+1

ESi

σ2
i





1

σn

d−→ exp

(∫ t

0

W (x)

x
dx

)
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w przestrzeni D[0, 1], gdy n → ∞, gdzie mn(t) = max{i : σ2
i ≤ tσ2

n}. Otrzymane wynikirozszerzaj¡ i uogólniaj¡ pewne rezultaty z pra [1℄ i [2℄.Bibliogra�a[1℄ G. Rempaªa, J. Wesoªowski, Asymptotis for produts of sums and U�statistis, Elet.Comm. in Probab. 7 (2002), 47�54.[2℄ Li-Xin Zhang, Wei Huang, A note on the invariane priniple of the produt of sums ofrandom variables, Elet. Comm. in Probab. 12 (2007), 51�56.Wojieh MatysiakPolitehnika Warszawska, WarszawaWolny harness kwadratowyKwadratowe harnessy to klasa proesów stohastyznyh o liniowyh warunkowyh war-to±iah ozekiwanyh i kwadratowyh drugih momentah warunkowyh. Klasa ta zawieraszereg wa»nyh proesów: proesy Wienera, Poissona, Gamma, Pasala, a tak»e pewne pro-esy pojawiaj¡e si� przy niekomutatywnyh uogólnieniah proesów Levy'ego; w ostatnihlatah pojawiªo si� tak»e kilka nowyh konstrukji ([1℄�[5℄). Okazuje si�, »e klasa harnes-sów kwadratowyh jest w naturalny sposób sparametryzowana i »e we wszystkih znanyhdotyhzas przykªadah o najmniej jeden parametr znika. Celem referatu jest przedstawie-nie konstrukji takiego harnessa, dla którego wszystkie staªe w naturalnej parametryzajisa niezerowe. Dodatkowo pokazana zostanie systematyzna metoda znajdowania pewnyhwielomianów ortogonalnyh, u»ywanyh do konstrukji kwadratowyh harnessów. Prezen-to	wane wyniki otrzymano z W. Bryem i J. Wesolowskim.Bibliogra�a[1℄ Bry, W., Wesoªowski, W. (2005) Conditional moments of q-Meixner proesses. Proba-bility Theory and Related Fields, 131:415�441.[2℄ Bry, W., Wesoªowski, J. (2007) Bi-Poisson proess. In�nite Dimensional Analysis,Quantum Probability and Related Topis, Vol. 10, No. 2 277-291.[3℄ Bry, W., Wesoªowski, W. (2007) Classial bi-Poisson proess: an invertible quadratiharness. Statistis and Probability Letters, 76:1664�1674.[4℄ Bry, W., Matysiak, W., Wesoªowski, J. (2007) Quadrati harnesses, q-ommutations,and orthogonal martingale polynomials. Transations of the AMS 359, no. 11, 5449�5483.[5℄ Bry, W., Matysiak, W., Wesoªowski, J. (2008) The bi-Poisson proess - a quadratiharness. Annals of Probability 36, 623�646.39



Krzysztof MihalikInstytut Matematyki i Informatyki Politehniki WroªawskiejPrzestrzenie Hardy'ego funkji α-harmoniznyh na ogranizonyhobszarah gªadkihRozpatrujemy funkje u, które s¡ α-harmonizne na ogranizonym obszarze D o gªad-kim brzegu i zeruj¡ si� poza obszarem. Je±li u jest nieujemna to przyjmuje ona reprezentaj�Martina, tzn. u(x) = Mµ =
∫

∂D
M(x, z)µ(dz), gdzie µ jest sko«zon¡ miar² na brzegu D,a funkja M jest zwana j¡drem Martina zbioru D. Reprezentaja ta jest odpowiednikiemreprezentaji Poissona dla klasyznyh funkji harmoniznyh. Powstaje pytanie zy re-prezentaja Martina ma miejse w przypadku funkji o dowolnyh znakah. Zagadnienieto prowadzi do α-stabilnej wersji klasyznyh przestrzeni Hardy'ego funkji harmoniz-nyh. Przestrzenie te (Hp

α, p ≥ 1) uzyskujemy poprzez odpowiednie normowanie funk-ji α-harmoniznyh. Nast�pnie badamy wªasno±i tyh przestrzeni w kontek±ie warto±ibrzegowyh funkji α-harmoniznyh. Uzyskane rezultaty sa analogizne jak w przypadkuklasyznym tzn. α = 2. Pokazujemy, »e u ∈ H1
α ⇔ u = Mµ dla pewnej jednoznaznej mia-ry znakowanej µ o sko«zonym wahaniu. Ponadto dla p > 1, u ∈ Hp

α ⇔ u = Mµ, a miara
µ jest absolutnie i¡gªa wzgl�dem miary powierzhniowej brzegu zbioru i jej g�sto± nale»ydo przestrzeni funkyjnej Lp. Pokazujemy tak»e równowa»no±¢ norm przestrzeni Hardy'egoi norm wspomnianyh przestrzeni miarowyh (funkyjnyh). Dowody tyh wyników opie-raj¡ si� na wªasno±iah j¡dra Martina przy brzegu D, nierówno±i Höldera oraz zbie»no±iniestyznej funkji α-harmoniznyh na obszarah regularnyh.Bibliogra�a[1℄ C. Fe�erman, E. M. Stein, Hp spaes of several variables, AtaMath. 129(1972), 137�193.[2℄ E. M. Stein, Boundary behaviour of holomorphi funtions of several omplex variables,Prineton University Press, Prineton, 1972.[3℄ E. M. Stein, Singular integrals and di�erentiability properties of funtions, PrinetonUniversity Press, Prineton, 1993.[4℄ K. Mihalik, M. Ryznar, Hardy spaes for α-harmoni funtions in smooth domains,2008, wysªane do druku.
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Zbigniew MihnaKatedra Matematyki i CybernetykiAkademia Ekonomizna we WroªawiuWroªaw Warto±¢ ±rednia aªki stohastyznejwzgl�dem α-stabilnego szumuRozpatrujemy proes Lévy'ego pod warunkiem Γ1 = x, gdzie {Γk} jest i¡giem za-sów przyby¢ dla proesu Poissona z jednostkow¡ intensywno±i¡. Pokazujemy, »e podtym warunkiem proes Lévy'ego mo»e by¢ przedstawiony jako suma prostego proesu iproesu Lévy'ego. Proesy te s¡ niezale»ne. Jako zastosowanie tej dekompozyji rozwa-»amy α-stabilny proes Lévy'ego. Podajemy pewn¡ zamkni�t¡ posta¢ proesu X(t) =∫ t

0
Z(s−) dZ(s) i oblizamy jego warto±¢ ozekiwan¡, gdzie Z jest α-stabilnym proesemLévy'ego z 0 < α < 2. Pokazujemy, »e IEX(t) = 0 dla 1 < α < 2 i ta ±rednia jest równaniesko«zono±i dla α ≤ 1. Bibliogra�a[1℄ Mihna, Z. (2007) Approximation of a symmetri α-stable Lévy proess by a Lévyproess with �nite moments of all orders. Studia Mathematia 180, 1�10.[2℄ Mihna, Z., Weron, A. (2007) Asymptoti behavior of the �nite time ruin probabilityof a gamma Lévy proess. Ata Physia Polonia B 38, 1881-1889.[3℄ Mihna, Z. (2008) On the mean of a stohasti integral with non-Gaussian α-stablenoise. Uka»e si� w Stohasti Analysis and Appliations.Piotr Miªo±Instytut Matematyzny Polskiej Akademii Nauk, WarszawaFluktuaje zasów przebywania dla pewnyh ukªadów z¡stek zimigraj¡Rozpatrujemy ukªad z¡stek w R

d. Ka»da poruszaj¡ si� niezale»nie od innyh zgodnieze standardowym proesem α-stabilnym. Po zasie losowym (wykªadnizym) z równymiprawdopodobie«stwami z¡stka ginie lub dzieli si� na dwie, które poruszaj¡ si� i dziel¡niezale»nie, zgodnie z tym samym mehanizmem. Kon�guraja poz¡tkowa ukªadu danajest przez jednorodn¡ punktow¡ miar� Poissona na Rd. Ponadto do ukªadu przybywaj¡z¡stki "z zewn¡trz"; mehanizm imigraji jest losowy i jest opisany przez jednorodn¡ wzasie i przestrzeni miar� punktow¡ Poissona na R+ × Rd. Stan ukªadu opisany jest przez41



proes empiryzny N , gdzie Nt(A) to (losowa) lizba z¡stek w zbiorze A w hwili t.Badamy �uktuaje przeskalowanego zasu przebywania tj. proes dany wzorem
XT (t) =

1

FT

∫ Tt

0

(Ns − ENs) ds,gdzie FT jest normowaniem wybranym w ten sposób, by otrzyma¢ nietrywialn¡ grani� XTprzy T → +∞.Grania zale»y od wymiaru przestrzeni d i indeksu stabilno±i α. W najiekawszym przy-padku "wymiarów po±rednih i maªyh", d < 2α otrzymujemy grani�, której strukturaprzestrzenna dana jest przez proes gaussowski z zale»no±iami dalekigo zasi�gu.Bibliogra�a[1℄ Miªo±, P. (2008) Twierdzenia granizne �uktuaji proesów przebywania dla ukªadówgaª¡zkowyh. Rozprawa doktorska.Jolanta K. MisiewizWydziaª Matematyki, Informatyki i Ekonometrii, Uniwersytet ZielonogórskiWitold JarzykWydziaª Matematyki, Informatyki i Ekonometrii, Uniwersytet ZielonogórskiO sªabej uogólnionej stabilno±i i (,d)-semistabilnyh zmiennyhlosowyh w j�ezyku równa« funkyjnyhZmienna X i jej rozkªad µ jest sªabo stabilna je±li dla dowolnyh a, b ∈ R istniejezmienna losowa θ taka, »e aX + bX ′
d
= θX, gdzie X ′ jest niezale 
n�a kopi�a X. Staªe a, bmo 
na zast�api¢ zmiennymi losowymi. Ka 
da sªabo stabilna zmienna losowa de�niuje sªabysplot uogólniony miar λ1, λ2 wzorem λ1 ⊕ λ2 = L(Θ), gdzie

Θ1X + Θ2X
′ d
= ΘX, L(Θ1) = λ1,L(Θ2) = λ2,a wszystkie wyst�epuj�ae tu zmienne s�a niezale»ne. Zaj�eli±my si�e badaniem rozkªadów sta-bilnyh w sensie sªabego splotu uogólnionego, o doprowadziªo do nast�epuj�aego równaniafunkyjnego:

∀ r, s ≥ 0 ∃c = c(r, s) ≥ 0 ∃ d = d(r, s) ∈ R ∀ t ∈ R ϕ(rt)ϕ(st) = ϕ(ct)ψ(dt).Równanie to nale»y rozwi�aza¢ w zbiorze funkji harakterystyznyh takih, »e ϕ(t) =∫
ψ(tu)λ(du) dla pewnej miary λ. Rozwa»amy nast�epuj�ae przypadki:1) miary ±i±le stabilne: d(r, s) = 0 ∀ r, s > 0;42



2) miary p-samorozkªadalne: ∃ r > 0 d(r, 0) > 0 lub d(0, r) > 0;3) miary semi-stabilne: d(r, s) = 0 dla pewnego r, s > 0;4) miary (c, d)-pseudostabilne: d(r, s) > 0 ∀ r, s > 0.Bibliogra�a[1℄ Jarzyk, W. (1991). A reurrent method of solving iterative funtional equations, PraeNaukowe Uniwersytetu �l�askiego w Katowiah, 1206, Uniwersytet �l�aski, Katowie.[2℄ Misiewiz, J.K., and Mazurkiewiz, G. (2005) On (c, p)-pseudostable random variables.J. Theoret. Probab. 18(4), 837�852.[3℄ Misiewiz, J.K., Oleszkiewiz, K., and Urbanik, K. (2005). Classes of measures losedunder mixing and onvolution. Weak stability, Studia Math. 167 (3), 195�213.[4℄ Urbanik, K. (1964). Generalized onvolutions, Studia Math. 23, 217�245.Mariusz Niew�gªowskiWydziaª MiNI, Politehnika WarszawskaJaek JakubowskiWydziaª MIM, Uniwersytet WarszawskiWydziaª MiNI, Politehnika WarszawskaZabezpiezanie wypªat wra»liwyh na rating kredytowyProblem replikaji instrumentów z ryzykiem kredytowym jest przedmiotem intensyw-nyh bada« w ostatnih latah (patrz Bieleki, Jeanblan i Rutkowski [1,2℄ oraz Blanhet-Salliet i Jeanblan [3℄). W referaie poruszymy problem replikaji wypªat zwi¡zanyh zratingiem kredytowym, który, o ile nam wiadomo nie byª dotyhzas badany. Zakªadaj¡,»e proes ratingu kredytowego jest podwójnie stohastyznym proes Markowa (Jakubow-ski, Niew�gªowski [4℄), udowodnimy twierdzenie o reprezentaji martyngaªowej dla pewnejklasy zmiennyh losowyh. Twierdzenie to pozwala skonstruowa¢ strategie samo�nansuj¡ereplikuj¡e wypªaty zale»ne od ratingu kredytowego. W szzególno±i rozwa»ymy wypªatyktóre zale»¡ od ratingu w momenie wyga±ni�ia instrumentu oraz wypªaty w momen-ie wyst¡pienia bankrutwa (defaultu). Przedstawimy równie» wyniki dotyz¡e replikajiogólnyh wypªat wra»liwyh na rating kredytowy.Bibliogra�a[1℄ Bieleki, T.R., Jeanblan, M., Rutkowski, M.: Hedging of Credit Derivatives in Modelswith Totally Unexpeted Default. Stohasti proesses and appliations to mathemati-al �nane, Proeedings of the 5th Ritsumeikan International onferene, World Sienti�(2006). 43



[2℄ Bieleki, T.R., Jeanblan, M., Rutkowski, M.: Priing and trading redit default swapsin a hazard proess model. Submitted (2007).[3℄ Blanhet-Salliet, C., Jeanblan, M.: Hazard rate for redit risk and hedging defaultableontingent laims. Finane and Stohastis 8, 145-159 (2004).[4℄ Jakubowski, J., Niew�gªowski, M. (2008) Valuation of defaultable rating-sensitive laimsunder DSMC. Working Paper.[5℄ Jakubowski, J., Niew�gªowski, M. (2008) Hedging of defaultable rating-sensitive laims.Working Paper.Krzysztof OleszkiewizInstytut Matematyki Uniwersytetu WarszawskiegoDokªadne oszaowania ogonów ilozynów i sum niezale»yhzmiennyh losowyhOmówione zostan�a warunki koniezne i wystarzaj�ae do tego, by rzezywista zmiennalosowa X miaªa nast�epuj�a�a wªasno±¢:
∀t≥0 P (

n∑

k=1

akXk > t) ≤ Ce−t2/2/(1 + t)dla ka»dej lizby naturalnej n i dowolnyh lizb rzezywistyh a1, . . . , an takih, »e∑n
k=1 a

2
k =

1 - X1, X2, . . . oznazaj�a tu niezale»ne kopie zmiennej X. Hipoteza Eatona, mówi�aa, »esymetryzna zmienna losowa Bernoulliego X = ±1 ma t�e wªasno±¢, zostaªa udowodnionaprzez I. Pinelisa, a nast�epnie (z du»o prostszym dowodem) przez S. Bobkowa.Adam Os�kowskiWydziaª Matematyki, Informatyki i Mehaniki, Uniwersytet WarszawskiNierówno±i martyngaªowe i problemy brzegoweNieh (Omega,F ,P) b�dzie przestrzeni¡ probabilistyzn¡ wyposa»on¡ w �ltraj� (Fn).Nieh f, g b�d¡ i¡gami adaptowanymi wzgl�dem tej �ltraji, o i¡gah ró»ni df , dgzadanyh przez równo±i
fn =

n∑

k=0

dfk, gn =

n∑

k=0

dgk, , n = 0, 1, 2, . . . .Mówimy, »e i¡g g jest silnie dominowany przez i¡g f , je±li z prawdopodobie«stwem 1mamy
|dgn| ≤ |dfn|, n = 0, 1, 2, . . . .44



Ponadto, i¡g g jest bardzo silnie dominowany przez f , je±li g jest silnie dominowany przez
f oraz, z prawdopodobie«stwem 1,

E(|dgn| |Fn−1) ≤ E(|dfn| |Fn−1), n = 1, 2, . . . .Celem odzytu jest przegl¡d nierówno±i porównuj¡yh wielko±i f oraz g przy zaªo»e-niu silnej b¡d¹ bardzo silnej dominaji oraz dodatkowym warunku, i» i¡g f jest pod-, nad-b¡d¹ martyngaªem. Nierówno±i te wi¡»¡ si� z problemami brzegowymi na R
2. Omówimytak»e i¡gªe wersje silnej oraz bardzo silnej dominaji oraz wynikaj¡e z nih nierówno±idla funkji harmoniznyh okre±lonyh na obszarah w Rd.Bibliogra�a[1℄ Bañuelos R. and Wang G. (1995), Sharp inequalities for martingales with appliationsto the Beurling-Ahlfors and Riesz transformations.[2℄ Burkholder, D. L. (1984), Boundary value problems and sharp inequalities for martingaletransforms.[3℄ Burkholder, D. L. (1993), Strong di�erential subordination and stohasti integration.[4℄ Suh, Y. (2004), A sharp weak type (p, p) inequality (p > 2) for martingale transformsand other subordinate martingales.[5℄ Wang, G. (1995) Di�erential subordination and strong di�erential subordination forontinuous time martingales and related sharp inequalities.Jan PalzewskiWydziaª Matematyki, Informatyki i Mehaniki, Uniwersytet WarszawskiOptymalne stopowanie z niei¡gªymi funkjonaªamiRozwa»my problem optymalnego stopowania proesu Markowa X(t) z zasem i¡gªym:

v(x, b, T ) = sup
τ≤T

E
x
{
F
(
τ,X(τ), b

)}
,gdzie b jest parametrem z przestrzeni lokalnie zwartej. Wªasno±i funkji warto±i v orazistnienie optymalnego momentu zatrzymania τ ∗ w przypadku funkji i¡gªej i ogranizonej

F byªy przedmiotem intensywnyh bada« na przeªomie lat siedemdziesi¡tyh i osiemdzie-si¡tyh: funkja warto±i v jest i¡gªa, a optymalny moment stopu τ ∗, w formie pierwszegomomentu wej±ia do pewnego zbioru, istnieje dla ka»dego x, b. Pó»niejsze wyniki zwi¡zanebyªy z ró»nizkow¡ harakteryzaj¡ funkji warto±i i badaniu jej gªadko±i. Nielizne pra-e zajmuj¡e si� niei¡gª¡ funkj¡ F prezentowaªy wyniki z¡stkowe, z�sto nie dowodz¡istnienia optymalnego momentu zatrzymania. Nie jest to skutek maªej u»ytezno±i takihbada«, lez razej trudno±i tematyki. 45



W komunikaie przedstawi� wyniki dotyz¡e problemu stopowania, który pojawiª si�w zasie badania optymalnego sterowania z opó¹nieniem wykonania impulsu i z minimal-nym zasem pomi�dzy kolejnymi impulsami. Niei¡gªo±i funkji F zwi¡zane s¡ z argu-mentem zasu t; odwzorowanie t 7→ F (t, x, b) posiada niei¡gªo±i (zale»ne od parametru
b), za± x → F (t, x, b) jest i¡gªe. Poka»�, »e w zale»no±i od rodzaju niei¡gªo±i funkjawarto±i �wygªadza� albo �dziedzizy� niei¡gªo±i po funkji F . Wyka»� równie» istnie-nie optymalnego momentu stopu τ ∗. W przeiwie«stwie do wszehobenej tendenji dou»ywania metod ró»nizkowyh, nasze wyniki zostaªy uzyskane poprzez aproksymaj� dys-kretnymi problemami stopowania. Pozwoliªo to na udowodnienie twierdze« w znazniewi�kszej ogólno±i.Prezetowanie wyniki pohodz¡ ze wspólnyh pra z �ukaszem Stettnerem.Zbigniew PalmowskiInstytut Matematyzny, Uniwersytet Wroªawski, WroªawFlorin Avram i Martijn PistoriusUniversite de Pau i King's College LondonZagadnienie ruiny dla dwuwymiarowego proesu ryzykaRozwa»amy dwie �rmy ubezpiezeniowe, które dziel¡ wpªywy i roszzenia w ustalonejproporji. Interesowa¢ nas b�d¡ prawdopodobie«stwa wyj±ia dwuwymiarowego proesuryzyka (lub ogólniej dwuwymiarowego proesu Lévy'ego) z dodatniej ¢wiartki lub wej±iado ujemnej ¢wiartki. Skonentrujemy si� na znalezieniu ih asymptotyk kiedy rezerwy obu�rm (warunki poz¡tkowe) uiekaj¡ do niesko«zono±i wzdªu» ustalonej prostej. Kluzow¡obserwaj¡ jest fakt, »e rozwa»ane prawdopodobie«stwa s¡ równowa»ne prawdopodobie«-stwu, »e subordynator przekrozy kawaªkami liniow¡ barier�. W dowodzie wykorzystujesi� nowe asymptotyzne twierdzenia dla prawdopodobie«stwa ruiny dowolnego proesuLévy'ego na sko«zonym horyzonie zasowym. Referat oparty jest na praah [1-3℄.Bibliogra�a[1℄ Avram, F., Palmowski, Z. i Pistorius, M. (2008) Exit problem of a two-dimensionalrisk proess from a one: exat and asymptoti results. Uka»e si� w Annals of AppliedProbability.[2℄ Avram, F., Palmowski, Z. i Pistorius, M. (2008) A two-dimensional ruin problem on thepositive quadrant. Insurane: Mathematis and Eonomis 42(1), 227-234.[3℄ Palmowski, Z. i Pistorius, M. (2008) Cramér asymptotis for �nite time �rst passageprobabilities for general Lévy proesses. W przygotowaniu.46



Adam PaszkiewizUniwersytet �ódzki, Wydziaª Matematyki i InformatykiJakub OlejnikUniwersytet �ódzki, Wydziaª Matematyki i InformatykiCi¡gªo±¢ proesów o ogranizonyh przyrostah, istnienie miarmajoryzuj¡yh oraz sko«zono±¢ wyeny pewnego ryzyka.Rozwa»my sko«zony podzbiór A odinka [0, 1] z odlegªo±i¡ d (s, t) := (|s− t|) 1

p orazwszystkie proesy X (t) , t ∈ A, o ogranizonyh przyrostah w sensie ‖X (s) −X (t)‖p =
d (s, t). Okazuje si�, »e wielko±i

M (A) : = E

(
sup
X

∣∣∣∣max
t∈A

X(t)

∣∣∣∣
)
,M(A) : = sup{m(A);m−miara majoryzuj¡a dla (A, d)}oraz warto±¢ ubezpiezenia pewnego typu ryzyka (któr¡ oznazymy przez ‖V1...Vk0‖p) s¡tego samego rz�du. Szereg poj�¢ i lematów kombinatoryznyh okazuje si� niezb�dny wdowodzie. Bibliogra�a[1℄ A.Paszkiewiz 'On omplete haraterization of oe�ients of a.e. onvergent orthogonalseries' preprint Wydziaªu Matematyki i Informatyki U� 2008.[2℄ A.Paszkiewiz 'On omplete haraterization of oe�ients of a.e. onvergent orthogonalseries and on majorizing measures' preprint Wydziaªu Matematyki i Informatyki U� 2008.Katarzyna Pietruska-PaªubaInstytut Matematyki Uniwersytetu WarszawskiegoPrzestrzenie funkyjne na fraktalah � podej±ie probabilistyzneRozwa»my form� Dirihleta zwi¡zan¡ z proesem Markowa na (X, ρ, µ), o g�sto±i przej-±ia p(t, x, y). Jej dziedzina skªada si� z tyh funkji f ∈ L2(X,µ), dla któryh

sup
t>0

1

t

∫

X

∫

X

(f(x) − f(y))2p(t, x, y)µ(dx)µ(dy) <∞. (4)Wiadomo ([1,2℄), »e gdy mamy na zynienia z ruhem Browna na fraktalah z klasy`simple nested', to warunek (4) jest równowa»ny nast�puj¡emu:
sup
n>0

2n(df +dw)

∫ ∫

ρ(x,y)≤ 1

2n

(f(x) − f(y))2µ(dx)µ(dy) <∞, (5)47



i »e to samo zahodzi dla przestrzeni metryznyh, o ile tylko istnieje na nih markowskiproes dyfuzji o wykªadnizo zanikaj¡ej funkji przej±ia (zob. ni»ej).Warunek (5) jest przypadkiem szzególnym de�niji przestrzeni typu Lipshitza, po-hodz¡yh od Jonssona: f ∈ Lip(β, p, q)(X) wtedy i tylko wtedy, gdy f ∈ Lp(X,µ) oraz
‖(a(p)

n (f))‖ℓq <∞, gdzie
a(p)

n (f) =

(
2n(df +pβ)

∫ ∫

ρ(x,y)≤ 1

2n

|f(x) − f(y)|pµ(dx)µ(dy)

)1/p(df i dw s¡ pewnymi staªymi harakterystyznymi dla przestrzeni (X, ρ, µ)), a wi� dzie-dzin¡ formy Dirihleta dla wspominanej wy»ej dyfuzji jest Lip(dw

2
, 2,∞).W komunikaie przedstawimy harakteryzaj� przestrzeni Lip(β, p,∞)(X) dla p ≥ 1,u»ywaj¡¡ markowskiej funkji przej±ia p(t, x, y). Wynik ten b�dzie prawdziwy, o ile naprzestrzeni (X, ρ, µ) istnieje proes dyfuzji o funkji przej±ia, która zahowuje si� jak

c1t
− df

dw exp

{
−c2

(
ρ(x, y)

t1/dw

) dw
dw−1

}
.Bibliogra�a[1℄ Jonsson, A. (1996) Brownian motion on fratals and funtion spaes, Math. Z., 222 ,495�504.[2℄ Pietruska-Paªuba, K. (1999) Some funtion spaes related to the Brownian motion onsimple nested fratals, Stoh. Stoh. Rep. 67, 267�285.[3℄ Pietruska-Paªuba, K. (2000) On funtion spaes related to frational di�usions on

d−sets, Stoh. Stoh. Rep., 70, 153�164.Teresa RajbaKatedra Matematyki i InformatykiAkademia Tehnizno�HumanistyznaBielsko-Biaªa O uªamkowyh póªgrupah rozkªadalno±iNieh ID b�dzie zbiorem miar niesko«zenie podzielnyh na prostej. Miar� probabili-styzn¡ µ ∈ ID nazywamy α-krotnie c-rozkªadaln¡ je±li istnieje miara V ∈ ID, taka »e
µ = ∗∞k=0TckV r(k,α),gdzie r(k, α) = Γ(k+α)/Γ(α)Γ(k+1), α > 0 (α niekonieznie lizba naturalna), 0 < c < 1([2℄). 48



W referaie przedstawimy wªasno±i miar α-krotnie c-rozkªadalnyh. Zde�niujemy ipodamy pewne wªasno±i póªgrup rozkªadalno±i Dα(µ) rz�du α > 0, zwi¡zanyh z miar¡niesko«zenie podzieln¡ µ. Póªgrupy te s¡ uogólnieniem póªgrup rozkªadalno±i Urbanika
D(µ) ([3℄) oraz póªgrup rozkªadalno±i rz�du n ∈ N rozwa»anyh w [1℄.Bibliogra�a[1℄ Rajba, T. (2001) On multiple deomposability of probability measures on R, Demonstra-tio Math 2, 275�294.[2℄ Thu, N. V. (1980) A haraterization of some probability distributions, Leture Notesin Math 828, 302�308.[3℄ Urbanik, K. (1972) Lévy's probability measures on Eulidean spaes, Studia Math. 44,119�148.Tomasz RolskiInstytut Matematyzny, Uniwersytet WroªawskiZbigniew PuhaªaInstytut Teoretyznej i Stosowanej Informatyki, PANDokªadna asymptotyka ogona rozkªadu zasu kolizji dlaniezale»nyh z�astek Brownowskih z ró»nymi dryfami.Nieh W = {x ∈ Rn : x1 < . . . < xn} i X1

t , . . . , X
n
t b�ed�a niezale»nymi proesamiBrowna z dryfami a1, . . . , an, ka»dy startuj�ay z x = (X1
0 , . . . , X

n
0 ) ∈ W . Rozwa»a si�ezas kolizji τ = inf{t > 0 : Xt /∈ W}. Poniewa» z�astki maj�a ró»ne dryfy nie mo»nabezpo±rednio u»y¢ wzoru Karlina-MGregora z [1℄. Dowodzi si�e dokªadnej asymptotyki dla

P
x
(τ > t) = Ch(x)t−αe−γt(1 + o(1))gdy t → ∞, gdzie C, h(x), α, γ s�a podane w terminah wspóªzynników dryfu. Ró»nesenariusze s�a rozpatrywane przy u»yiu poj�eia stabilnej partyji wektora (a1, . . . , an).Przedstawione wyniki s�a z pray [3℄. Asymptotyki ogonów rozkªadów zasu kolizji dlainnyh proesów ni» Brownowskie byªy rozwa»ane w pray [2℄.Bibliogra�a[1℄ Karlin, S. & MGregor, J. (1959) Coinidene probabilities. Pai� J. Math. 1141�1164.[2℄ Z. Puhaªa, Z. i Rolski, T. (2005) The exat asymptotis of the time to ollision.Eletroni Journal of Probability 10, 1359�1380.[3℄ Puhaªa, Z. i Rolski, T. (2008) The exat asymptoti of the ollision time tail distributionfor independent Brownian partiles with di�erent drifts. Probability Theory and RelatedFields 49



Andrzej RozkoszWydziaª Matematyki i Informatyki UMK, Toru«O pewnyh uogólnieniah wzoru Kaa-FeynmanaW 1990 r. É. Pardoux i S. Peng wprowadzili poj�ie ogólnego, nieliniowego stoha-styznego równania ró»nizkowego wstez. Od tego zasu teoria takih równa« rozwija si�intensywnie ze wzgl�du na ih szerokie zastosowania m.in. w matematye �nansowej, teoriisterowania i równaniah ró»nizkowyh z¡stkowyh.Pierwsze prae po±wi�one zwi¡zkom mi�dzy stohastyznymi równaniami wstez i rów-naniami z¡stkowymi dotyzyªy interpretaji probabilistyznej rozwi¡za« ró»nyh proble-mów brzegowo-poz¡tkowyh dla równania póªliniowego
(
∂

∂t
+ L)u(t, x) = f(t, x, u,∇u),w którym f(t, x, ·, ·) speªnia klasyzny warunek liniowego wzrostu i warunek Lipshitzaoraz L jest operatorem liniowym drugiego rz�du postai

L =
1

2

d∑

i,j

aij(t, x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑

i=1

bi(t, x)
∂

∂xi(dobrym wprowadzeniem w tematyk� zawieraj¡a omówienie wyników osi¡gni�tyh do roku1998 jest przegl¡dowa praa [1℄). Dalsze pray przyniosªy mi�dzy innymi wyniki dotyz¡einterpretaji probabilistyznej rozwi¡za« równa«, w któryh L jest operatorem w formiedywergenyjnej, równa« �bardziej nieliniowyh� i równa« w przestrzeniah niesko«zenie-wymiarowyh.W referaie podam krótkie wprowadzenie w tematyk� stohastyznyh równa« ró»-nizkowyh wstez i ih zwi¡zków z równaniami z¡stkowymi drugiego rz�du, a nast�pnieomówi� pewne wªasne wyniki dotyz¡e interpretaji stohastyznej równa« w formie dy-wergenyjnej i równa« opisuj¡yh prawa zahowania.Bibliogra�a[1℄ É. Pardoux, É. (1998) Bakward Stohasti Di�erential Equations and Visosity Solu-tions of Systems of Semilinear Paraboli and Ellipti PDEs of Seond Order. W: StohastiAnalysis and Related Topis VI, The Geilo Workshop 1996, pp. 79�127, L. Dereusefond,J. Gjerde, B. Øksendal, A.S. Üstünel (Eds.), Birkhüser, Boston.
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Mihaª RyznarInstytut Matematyki i Informatyki Politehniki WroªawskiejTeoria potenjaªu proesów relatywistyznyh stabilnyhW referaie omówimy teori� potenjaªu α-stabilnego proesu relatywistyznego. Jest to sy-metryzny proes Lévy'ego {Xt}t≥0 o warto±iah w Rd i funkji harakterystyznej zadanejwzorem
E0ei(ξ,Xt) = e−t((|ξ|2+m2/α)α/2−m), ξ ∈ R

d, (6)gdzie indeks stabilno±i α ∈ (0, 2) oraz masa m ≥ 0.Proes stabilny a relatywistyzny stabilnyPotenjaªy Riesza (proes stabilny) i Bessla (proes relatywistyzny stabilny). Relatywi-styzny hamiltonian (α = 1).Funkje Greena i j¡dra PoissonaPotenjaªy wolne i ih oszaowania. Optymalne oszaowania dla zbiorów ogranizonyh.Wzory na potenjaªy i j¡dra Poissona dla j¡dra Bessla dla póªprzestrzni. Oszaowania dlapólprzestrzeni.Brzegowe wªasno±i funkji harmoniznyhBrzegowa zasada Harnaka, reprezentaja Martina, relatywne twierdzenie Fatou.Bibliogra�a[1℄ T. Byzkowski, J. Maªeki and M. Ryznar, Bessel Potentials, Hitting Distributions andGreen Funtions, (2007) (to appear in TAMS )[2℄ Byzkowski, T., Ryznar, M., Byzkowska, H.: Bessel potentials, Green funtions andexponential funtionals on half-spaes, Probab. Math. Statist. 26 (2006), 155�173[3℄ T. Grzywny and M. Ryznar, Estimates of Green funtion for some perturbations offrational Laplaian, (2007) (to appear Illinois J. Math.).[4℄ T. Grzywny and M. Ryznar, Optimal estimates of Green funtion of half-spaes forrelativisti proess, Potential Anal. 28 (2008), 201-239.[5℄ M. Ryznar, Estimates of Green funtion for relativisti α-stable proesses, PotentialAnal. 17 (2002), 1-23.
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Tomasz ShreiberWydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Mikoªaja Kopernika w ToruniuKonstrukje gra�zne dla wielok¡tnyh pól Markowa napªaszzy¹nieWielok¡tne pola Markowa, wprowadzone w latah 80-tyh przez Araka i Surgailisa, s¡losowymi zespoªami zamkni�tyh i nieprzeinaj¡yh si� konturów wielok¡tnyh na pªasz-zy¹nie. Kontury te oddzielaj¡ obszary o ró»nyh kolorah, a tak uzyskane pole losoweposiada dwuwymiarow¡ wªasno±¢ Markowa. W pewnym stopniu pola takie mog¡ by¢ in-terpretowane jako i¡gªa wersja modeli Isinga i Pottsa, z którymi dziel¡ wiele kluzowyhwªasno±i. Dla pól wielko¡tnyh w tak zwanym re»imie zgodnym Arak i Surgailis opraowalibezpo±redni¡ konstrukj�, zwan¡ zwykle reprezentaj¡ dynamizn¡. W wyst¡pieniu zbudu-jemy ogóln¡ klasy niejednorodnyh pól Markowa i przedstawimy dla nih szerok¡ klas�konstrukji gra�znyh umo»liwiaj¡yh jednoprzebiegow¡ symulaj� doskonaª¡ i istotnieuogólniaj¡yh podan¡ przez Araka i Surgailisa reprezentaj� dynamizn¡. Konstrukjityh u»yjemy nast�pnie by poda¢ jawne wzory na pewne numeryzne harakterystyki pólwielok¡tnyh, w tym na pewne szzególne funkje korelayjne dowolnego rz�du. Na zako«-zenie wspomnimy o zastosowaniah rozwijanej teorii w bayesowskiej segmentaji obrazówyfrowyh.Alina SemrauUniwersytet Tehnologizno�Przyrodnizy w BydgoszzyAproksymaje Eulera sªabyh rozwi¡za« stohastyznyh równa«ró»nizkowyh z odbiiami o niei¡gªyh wspóªzynnikahCelem prezentaji jest pokazanie zbie»no±i wedªug rozkªadu i¡gów Eulera i Eulera-Peano aproksymuj¡yh sªabe rozwi¡zanie stohastyznego równania ró»nizkowego z od-biiem w zbiorze wypukªym D ⊆ Rd postai
Xt = X0 +

∫ t

0

σ(Xs) dWs +

∫ t

0

b(Xs) ds+Kt, t ∈ R
+, (1)gdzie X0 = x0 ∈ D = D ∪ ∂D, X jest proesem o warto±iah w D, K jest proesemo ogranizonej wariaji rosn¡ej tylko wtedy, gdy Xt ∈ ∂D, W jest d-wymiarowymstandardowym proesem Wienera, a σ : D −→ Rd ⊗ Rd, b : D −→ Rd s¡ funkjamimierzalnymi, i¡gªymi prawie wsz�dzie wzgl�dem miary Lebesguea. Dowody oparte s¡ nanowyh nierówno±iah typu Krylova dla rozwa»anyh i¡gów aproksymuj¡yh. Aprok-symaje Eulera i Eulera-Peano rozwa»ane byªy dotyhzas, gdy wspóªzynniki σ, b byªyi¡gªe, a równanie (1) miaªo wªasno±¢ jednoznazno±i w sensie trajektorii ([2℄, [3℄).52



Bibliogra�a[1℄ A.V. Melnikov, Stohast equations and Krylov's estimates for semimartingales, Sto-hastis, Vol. 10, (1983), 81�102.[2℄ L. Sªomi«ski, On approximation of solutions of multidimensional SDEs with re�etingboundary onditions, Stohasti Proess. Appl. 50 (1994), 197�219.[3℄ L. Sªomi«ski, Euler's approximations of solutions of SDEs with re�eting boundary,Stohasti Proess. Appl. 94 (2001), 317�337.Mihaª SewerynUniwersytet �ódzki, Wydziaª Matematyki i InformatykiO twierdzeniah graniznyh dla ±rednih wa»onyh zale»nyhzmiennyh losowyh.W referaie zaprezentujemy twierdzenia podaj¡e ogólne warunki wystarzaj¡e dla zaho-dzenia Wa»onego Monego Prawa Wielkh Lizb przy pewnyh klasyznyh zaªo»eniahdotyz¡yh zale»no±i badanyh zmiennyh losowyh.Rozwa»a¢ b�dziemy i¡g zmiennyh losowyh (Xn)n∈N oraz nieujemne funkje rzezy-wiste g i h. Mówi¢ b�dziemy, »e i¡g (Xn)n∈N jest (g, h)-sumowalny je»eli istnieje i¡g lizbrzezywistyh (mn)n∈N taki, »e:
lim

n→∞

1

g(n)

n∑

k=1

(Xk −mk)

h(k)
= 0 a.s.Najszersz¡ klas� par (g, h), dla któryh mo»na w peªni sharakteryzowa¢ i¡gi (Xn)n∈Nzmennyh iid, które s¡ (g, h)-sumowalne, podaª w 2003 roku Jajte (7), rozszerzaj¡ wze-±niejszy wyniki Fellera (6) (zob. tak»e (8)).Prezentowane wyniki nawi¡zywa¢ b�d¡ zarówno do uogólnie« klasyznego MonegoPrawa Wielkih Lizb Koªmogorowa na pryzpadek zmiennyh typu PQD oraz AQSI (zob.(5),(12),(2)), jak równie» do wyników dotyz¡yh zmiennyh stowarzyszonyh (zob. (4),(9))oraz mixingów (zob. (3),(13)).Postaramy si� odpowiedzie¢ na naturalnie rodz¡e sie pytanie o powi¡zanie pewnyhklas ±rednih wa»onyh z wymienionymi modelami zale»no±i zmiennyh losowyh. Ponad-to nawi¡»emy do iekawyh zastosowa« uzyskanyh wyników, takih jak Prawie PewneCentralne Twierdzenie Granizne (zob. (1),(14),(10),(11)).Bibliogra�a[1℄ G.A. Brosamler (1988) An almost everywhere entral limit theorem, Math. Pro. Cam-bridge Philos. So. vol.104 , 561-574. 53



[2℄ T.K.Chandra, S.Ghosal (1996) The strong law of large numbers for weighted averagesunder dependene assumptions, J. Theor. Probab. vol.9 , 797-809.[3℄ P.Doukhan, P.Massart, E.Rio (1994) The funtional entral limit theorem for stronglymixing proesses, Ann. Inst. H.Poinare Probab. Stat. vol.30, 63-82.[4℄ F.Esary, F.Proshan, D.W. Walkup (1967) Assoiation of random variables with appli-ations, Ann. Math. Stat. vol.38 no.5, 1466-1474.[5℄ N.Etemadi (1981) An elementary proof of the strong law of large numbers, Z. Wahrsh.Verw. Gebiete vol.55, 119-122.[6℄ W.Feller (1946) A limit theorem for random variables with in�nite moments, Amer. J.Math. vol.68 no.2, 257-262.[7℄ R.Jajte (2003) On the strong law of large numbers, Ann. Probab. vol.31 no.1, 409-412.[8℄ A.I.Martikainen, V.V.Petrov (1980) On a theorem of Feller, Theor. Probab. Appl. vol.25no.1, 191-193.[9℄ P.Matuªa (1996) Convergene of weighted averages of assoiated random variables,Probab. Math. Stat. vol.16, 337-343.[10℄ P.Matuªa (1998) On the almost sure entral limit theorem for assoiated randomvariables, Probab. Math. Stat. vol.18, 411-416.[11℄ P.Matuªa (2005) On almost sure limit theorems for positively dependent random va-riables, Stat. Probab. Letters vol.74, Issue 1, 59-66.[12℄ P.Matuªa (2005) On some families of AQSI random variables and related strong lawof large numbers, Appl. Math. E-Notes vol.5, 31-35.[13℄ E.Rio (1995) A maximal inequality and dependent Marinkiewiz-Zygmund stronglaws, Ann. Probab. vol.23 no.2, 918-937.[14℄ P.Shatte (1988) On strong version of the entral limit theorem, Math. Nahr. vol.137,237-246.Wojieh Sªomzy«skiInstytut Matematyki, Uniwersytet Jagiello«skiCaªkowy wzór na entropi�: od ukrytyh ªa«uhów Markowa doukªadów kwantowyhJedn¡ z najwa»niejszyh wielko±i badanyh w teorii ukªadów dynamiznyh jest entro-pia dynamizna. Zale»y ona w ogólno±i zarówno od dynamiki ukªadu i ustalonego punkturównowagi, jak i od wyboru przyrz¡du pomiarowego. Stanowi miar� tego, jak wraz zewzrostem dªugo±i zasu prognozy wyników pomiaru pogarsza si� jej jako±¢, lub inazej,w jakim stopniu przyszªe wyniki pomiarów staj¡ si� nieprzewidywalne, a obserwator traiposiadan¡ informaj� o ukªadzie. Sformuªowanie matematyznej teorii entropii, poz¡wszyod pionierskih pra Shannona (1948) z teorii informaji i Koªmogorowa (1958) z teorii54



ukªadów dynamiznyh uwa»ane jest powszehnie za � jedno z najbardziej znaz¡yh osi¡-gni�¢ matematyki XX wieku� (Vershik). W szzególno±i wprowadzenie poj�ia entropiipozwoliªo na formalne rozró»nienie ukªadów regularnyh, dla któryh entropia dynamiznarówna si� zero i haotyznyh, dla któryh jest silnie dodatnia. Innymi sªowy - entropiadynamizna stanowi miar� haosu.Choia» teoretyzne znazenie entropii jest trudne do przeenienia, to jedynie w niewieluprzypadkah da si� j¡ w sposób jawny polizy¢. Pragn� przedstawi¢ now¡ metod� oblizaniaentropii opart¡ na nast�puj¡ym wzorze aªkowym:entropia dynamizna =

∫

B

h dµ ,gdzieB stanowi zbiór stanów ukªadu dynamiznego, h jest entropi¡ Boltzma-nna-Shannona,za± µ miar¡ niezmienniz¡ dla iterowanego ukªadu funkyjnego skojarzonego z ukªademdynamiznym i przyrz¡dem pomiarowym.Wzory tego typu byªy znalezione uprzednio w szzególnym przypadku (dla tak zwa-nyh miar algebraiznyh) przez Fannesa et al. [1℄, którzy uogólnili wze±niejsze rezultatyBlakwella [2℄ dotyz¡e entropii funkji ªa«uha Markowa o sko«zonej lizbie stanów.Uzyskane przeze mnie twierdzenia [3℄ zawieraj¡ ih wyniki jako przypadki szzególne. Kon-strukja prowadz¡a do dowodu wzoru aªkowego opiera si� na:1. pokazaniu, »e ka»demu ukªadowi dynamiznemu i przyrz¡dowi pomiarowemu mo»naprzypisa¢ iterowany ukªad funkyjny;2. zbadaniu wªasno±i iterowanego ukªadu funkyjnego, które gwarantuj¡ istnienie i/lubjednoznazno±¢ miary niezmiennizej;3. uzasadnieniu wzoru aªkowego przy wykorzystaniu wªasno±i iterowanego ukªadufunkyjnego.W dowodah zastosowano dwie ró»ne, nowe w tym przypadku, tehniki: pierwsza wy-korzystuje zwarto±¢ przestrzeni stanów w pewnej sªabej topologii, druga polega na u»yiumetryk rzutowyh na tej przestrzeni. Stosuj¡ te metody mo»emy otrzyma¢ wyniki do-tyz¡e entropii dynamiznej w wielu konkretnyh sytuajah, na przykªad dla ewolujiopisanej przez:
• maierze stohastyzne (entropia dynamizna ukrytyh ªa«uhów Markowa),
• operatory z j¡drem stohastyznym,
• operatory Frobeniusa-Perrona (wzór Rokhlina dla entropii Koªmogorowa-Sinaja),
• operatory unitarne (entropia Pehukasa-Beka-Graudenza dla pomiaru Lüdersa - vonNeumanna, entropia stanów koherentnyh, teoria skoków kwantowyh).55



Bibliogra�a[1℄ Blakwell, D., The entropy funtions of �nite�state Markov hains, [w:℄ Trans. of theFirst Prague Conf. Information Theory, Statistial Deision Funtions, Random Proesses,Liblie, November 28-30, 1956 (Czehoslovak Aademy of Sienes, Prague, 1957), pp. 13-20.[2℄ Fannes, M., Nahtergaele, B. i Slegers, L., Funtions of Markov proesses and algebraimeasures, Rev. Math. Phys. 4 (1992), 39-64.[3℄ Sªomzy«ski, W., Dynamial entropy, Markov operators, and iterated funtion systems,Wydawnitwo UJ, 2003.Leszek Sªomi«skiWydziaª Matematyki i Informatyki UMK, Toru«Problem Skorohoda z odbijanymi skokamiW 1961 Skorohod udowodniª, »e dla dowolnej funkji i¡gªej y : R+ → R, y0 ≥ 0istnieje para funkji i¡gªyh x, k : R+ → R takih, »e
xt = yt + kt,gdzie xt ∈ D = [0,+∞), a k jest niemalej¡a i ro±nie tylko wtedy, gdy xt = 0. Mo»nazauwa»y¢, »e kt = sups≤t y

−
s , gdzie y−s = max(0,−ys). Wynik Skorohoda uogólniany byªpó¹niej w ró»nyh kierunkah, w tym na przypadek funkji ze skokami i dla bardziej ogól-nyh zbiorów D zawartyh w Rd. Para funkji (x, k) nazywana jest rozwi¡zaniem problemuSkorohoda. Zauwa»my, »e je»eli funkja y posiada skok ∆yt, który powoduje wyj±ie zezbioru D (tzn. gdy xt− + ∆yt /∈ D), to skok ten w rozwi¡zaniu problemu Skorohoda wistoie nie odbija si� od brzegu D, gdy» warto±¢ funkji xt pozostaje na brzegu D. W szze-gólno±i je»eli yt = −1

(t)
[1,+∞), to rozwi¡zanie problemu Skorohoda dla zbioru D = [0,+∞)jest postai xt = 0, kt = 1

(t)
[1,+∞).W pray [1℄ wprowadzona zostaªa de�nija problemu Skorohoda z odbijanymi sko-kami, w której warto±¢ kt mo»e przyrasta¢, gdy xt = 0 tylko wtedy, gdy t jest punktemi¡gªo±i funkji yt, a skoki xt rzezywi±ie s¡ odbijane od brzegu. W rozwa»anym przy-kªadzie rozwi¡zanie problemu Skorohoda z odbijanymi skokami jest postai xt = 1

(t)
[1,+∞),

kt = 21
(t)
[1,+∞). Problem Skorohoda z odbijanymi skokami badany byª pó¹niej tak»e przezinnyh autorów w tym Prottera, Ronga i Guillemeau. Ogranizyli si� oni jednak do przy-padku póªprostej D = [0,+∞) lub inazej mówi¡ jednej bariery umieszzonej w zerze.W komunikaie omówiony zostanie problem Skorohoda z odbijanymi skokami w przy-padku dwóh barier, którymi s¡ zadane funkje l, u oraz jego zastosowania dla proesówstohastyznyh. Prezentowane wyniki uzyskane zostaªy wspólnie z T. Wojiehowskim.56



Bibliogra�a[1℄ Chaleyat-Maurel, M., El Karoui, N., Marhal, B. (1980), Ré�exion disontinue et sy-stèmes stohastiques, Ann. Probab. 8, 1049-1067.�ukasz StettnerIntytut Matematyzny PANO problemah maksymalizaji wzrostu i wra»liwego na ryzykowzrostu portfela inwestyyjnegoProblemy zwi¡zane z optymalizaj¡ portfela inwestyyjnego na dªugim okresie zasu b�-d¡ przedstawione. B�dziemy zakªadali, »e ena akji zale»y od zynników ekonomiznyh.Interesowa¢ nas b�dzie maksymalizaja ±redniego wzrostu portfela na jednostk� zasu iwra»liwego na ryzyko wzrostu portfela na niesko«zonym horyzonie zasowym. Pokazaneb�d¡ wyniki dla rynków bez kosztów za transakje jak równie» z ró»nymi kosztami za trans-akje (staªe plus proporjonalne, proporjonalne, proporjonalne staªe plus proporjonalnedo wielko±i transakji). Rozpatrywane b�d¡ modele z zasem i¡gªym jak i dyskretnym.Istotna z�±¢ wyników b�dzie opieraªa si� na analizie ergodyznyh wªasno±i proesu z�-±i kapitaªu zainwestowanego w poszzególne akje. W szzególnyh przypadkah b�dziezakªadana obowi¡zkowa dywersy�kaja portfela, tzn. obowi¡zkowa transakja, gdy portfelosi¡gnie warto±i bliskie brzegowym.Krzysztof SzajowskiInstytut Matematyki i Informatyki, Politehnika WroªawskaWojieh SarnowskiInstytut Matematyki i Informatyki, Politehnika WroªawskaO optymalnym wykrywaniu segmentów jednorodnyh w i¡gahstohastyznyhZagadnienie, które jest przedmiotem referatu, znane jest jako sekwenyjne wykrywnierozregulowania w i¡gu losowym. Matematyzne sformuªowanie pohodzi od Koªmogoro-wa, a pierwsz¡ pra¡ po±wi�on¡ temu problemowi jest artykuª Shiryaeva [3℄. Jest to innepodej±ie ni» analiza jednorodno±i danyh oparta na badaniu funkji wiarogodno±i dlapróby losowej stosowana przez statystyków, przykªadowo przez Page'a, i polega na spro-wadzeniu zadania do problemu optymalnego zatrzymywania odpowieniego i¡gu losowego57



z wªa±iwie dobran¡ funkja wypªaty. Ze wzgl�du na wa»ne zastosowania i iekawe teore-tyzne problemy zwi¡zane z analiz¡ tego modelu prowadzone s¡ w dalszym i¡gu badaniaoraz rozwijane metody dla tego zagadnienia.W tej pray podejmujemy prób� uwzgl�dnienia informaji a priori o rozkªadzie hwilrozregulowania, wi�ej ni» jednej hwili, i poszukujemy algorytmu na wykryie interesuj¡-ego nas segmentu. Jest to kontynuaja bada« zapoz¡tkowanyh praami Bojdekiego [1℄,Yoshidy [5℄ i Szajowskiego [4℄, z�±iowo opublikowanymi w pray [2℄.Bibliogra�a[1℄ T. Bojdeki and J. Hosza, On a generalized disorder problem, Stohasti ProessesAppl, 18:349�359, 1984[2℄ W. Sarnowski, K. Szajowski (2005) On line detetion of a part of the sequene withunspei�ed distribution, Rap. IMiI PWr[3℄ A.N. Shiryaev, The detetion of spontaneous e�ets, Sov. Math, Dokl., 2:740�743, 1961,translation from Dokl. Akad. Nauk SSSR 138, 799-801 (1961)[4℄ K. Szajowski, Optimal on-line detetion of outside observation, J.Stat. Planning andInferene, 30:413�426, 1992.[5℄ M. Yoshida, Probability maximizing approah for a quikest detetion problem withomploated Markov hain, J. Inform. Optimization Si., 4:127�145, 1983.Wojieh SzatzshneiderUniversidad Anáhua Méxio NorteCooperation issues in environmental topis. Modelling throughSquared Bessel proesses.PrefaeUnder ine�ient ooperation to meet Kioto protool (partiularly by East Europeanountries) and frequent abuses using permits to pollute approah, we propose di�erentmethodology based on Prinipal-Agent approah being Nature the prinipal.To get some spei� results we use BESQδ proesses beause of so alled Pythagoras the-orem wih allows to ompare easily three basi optimal strategies with the redued spaeof ations.ModellingLet pollution level in one part (ountry, fatory) be given by:
dX(t) = 2

√
X(t)dW (t) + δdt.58



This is squared Bessel proess of dimension δ, whih is denoted BESQδ.For suh proesses apply the so alled Pythagoras theorem
BESQδ1 ⊕ BESQδ2 = BESQδ1+δ2where ⊕ stands for sum of independent terms. (The fator 2 ould be substituted by anyother positive fator). In the ase of improvements we shall onsider more general proesses:

dX(t) = 2
√
X(t)dW (t) + (δ − κX(s))ds for κ ≥ 0In �nanial literature this model is alled CIR (from Cox, Ingersoll and Ross) and is on-sidered as one of the most important models for instantaneous interest rates).An agent, owner of the erti�ate that pays S−F (X(s), s ≤ 1) an make improvements:1. Making δ smaller2. Adding −κX(s)Set X(0) = 1, Y (0) = 1, δ = 1, or 2 and µ = 1 in the agent's ost of improvements:
µ

∫ 1

0

E(κX(s) + δ1)
2ds,where without intervention

dX(s) = 2
√
X(s)dW1 + 1 · ds,

dY (s) = 2
√
Y (s)dW2 + 2 · ds,being X(s) and Y (s) independent.1. Full ooperation (fusion)Set X(s) + Y (s) = V (s)After joint agent's ations:

dV (s) = 2
√
V (s)dW (s) + (3 − ξ1)ds− κ3V (s)ds 0 ≤ κ3, 0 ≤ ξ1 ≤ 3, V (0) = 2(BESQδ or CIR with δ ≥ 0 is always nonnegative).We want to maximize with respet to κ3, ξ1.

S − E

∫ 1

0

V 2(s)ds−E

∫ 1

0

(κ3V (s) + ξ1)
2dsbeing the �rst term the soial ost of pollutions.59



2. Collusive Optima Now the problem is to maximize with respet to κ1, κ2, 0 ≤ δ1 ≤
1, 0 ≤ δ2 ≤ 2.

S − E

∫ 1

0

(X(s) + Y (s))2ds− E

∫ 1

0

(κ1X(s) + δ1)
2ds− E

∫ 1

0

(κ2Y (s) + δ2)
2ds

dX(s) = 2
√
X(s)dW1 + (1 − δ1)ds− κ1X(s)ds

dY (s) = 2
√
X(s)dW2 + (2 − δ2)ds− κ2Y (s)ds3. Nash Optima In the ase of Nash we have to issue 2 erti�ates separately for eahagent. We present some numerial results for our hoie of parameterFusion Collusive NashTotal pollution 1.73 1.53 3.48E�ort 1.83 2.54 3.29We also onsider erti�ates of the form Ce−

R 1

0
r(s)ds and Ceǫ

R 1

0
r(s)ds for small enough

ǫ. We belive that the alulations of the expetation of the last term are new.
Zbigniew S. SzewzakWydziaª Matematyki i Informatyki, UMK, Toru«Nierówno±¢ Berry-Esséena dla nieogranizonyh funkjonaªów odnieodwraalnyh ªa«uhów MarkowaNieh {ξk}k∈Z+

b�dzie ±i±le stajonarnym ªa«uhem Markowa. Oznazmy przez S i Sjego przestrze« fazow¡ oraz σ−algebr� zbiorów mierzalnyh, za± przez P i π, operatorprzej±ia oraz stajonarny rozkªad prawdopodobie«stwa. Nieh f : S → R b�dzie taka,»e E[f(ξ0)] = 0 oraz E[S2
n] →n ∞, gdzie Sn =

∑n
k=1 f(ξk). Zaªó»my, »e ªa«uh jestjednostajnie ergodyzny, tzn. »e

P
n(h) − Π(h)

≤ C|γ|n
h
, n ≥ 1, h ∈ L∞(π),gdzie γ ∈ C, |γ| < 1, C > 0,

 ·
 norma w L∞(π) oraz Π operator warto±i ±redniejwzgl�dem rozkªadu π. S. V. Nagaev (f. [1℄) udowodniª nierówno±¢

sup
x∈R

|P[Sn+1 < xσ
√
n] − N(x)| ≤ c1

m3c(γ, C)

σ3
√
n

+ c2
E|f(ξ0)|
σ
√
n

+ c3(1 +
E|f(ξ0)|

σ
)κn,gdzie κ = 1

3
+ 2

3
|γ|, c(γ, C) zale»y jedynie od γ, C, N oznaza dystrybuant� standardowegorozkªadu normalnego, m3 =

E[|f(ξ1)|3 | ξ0 = · ]
, σ2 = E[f(ξ2

0)] + 2
∑∞

n=1 E[f(ξ0)f(ξn)],60



za± c1, c2, c3 s¡ nieznanymi staªymi niezale»nymi od π oraz P. W pray [2℄ podano górneoszaowanie na staªe dla ogranizonyh funkjonaªów od odwraalnyh ªa«uhów Marko-wa. W komunikaie przedstawi� górne oszaowanie w operatorowym warianie (f. [3℄,[4℄)dla nieogranizonyh funkjonaªów od nieodwraalnyh ªa«uhów Markowa.Twierdzenie. Dla dowolnej funkji 0 ≤ h ∈ L∞(π) oraz dowolnego n ≥ 1

sup
x∈R

E[I[Sn<xσ
√

n]h(ξn) | ξ0 = · ] − N(x)Π(h)


< (106 (1 + C)4

(1 − |γ|)4

m3

σ3
√
n

+ (1 + 24C)κn)
h
.Bibliogra�a[1℄ Nagaev, S. V. (1961) More exat statements of limit theorems for homogeneous Markovhains, Theory Probab. Appl., 6, 1, 62�81.[2℄ Lezaud, P. (2001) Cherno� and Berry-Esséen inequalities for Markov proesses, ESAIM:Probability and Statistis, 5, 183�201.[3℄ Szewzak, Z. S. (2008) Edgeworth expansions in operator form, Statist. Probab. Lett.,doi: 10.1016//j.spl.2008.01.004.[4℄ Szewzak, Z. S. (2008) Large Deviations in Operator Form, Positivity, doi: 10.1007//s11117-008-2180-4.Dominik SzynalUMCS LublinIwona MalinowskaPolitehnika LubelskaRozkªad Pasala w rozkªadzie zªo»onymPowszehnie znane s¡ zastosowania teoretyzne i praktyzne rozkªadu geometryznego wrozkªadzie zªo»onym, tj. rozkªadzie sumy N∑

n=1

Xn, gdzie (Xn) jest i¡giem niezale»nyhzmiennyh losowyh o jednakowym rozkªadzie, a N zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie geome-tryznym. W referaie podamy zastosowania rozkªadu zªo»onego, w którym N ma rozkªadPasala.
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Piotr �niadyUniwersytet WroªawskiProbabilistyzne spojrzenie na asymptotyzn¡ teori� reprezentajiNieh b�dzie dany i¡g grup Gn (np. i¡g grup permutaji Sn lub i¡g grup unitarnyh
U(n)) wraz z i¡giem ih reprezentaji ρn, gdzie ρn jest reprezentaj¡ grupy Gn. Przed-miotem asymptotyznej teorii reprezentaji jest badanie reprezentaji ρn w graniy, gdy
n → ∞. Poniewa» ka»da taka reprezentaja zadaje w kanonizny sposób miar� proba-bilistyzn¡ na zbiorze nieredukowalnyh reprezentaji, wiele pyta« asymptotyznej teoriireprezentaji daje si� sformuªowa¢ w j�zyku probabilistyki, w szzególno±i mo»na pyta¢ oprawa wielkih lizb lub entralne twierdzenie granizne. Podzas odzytu przedstawi� wsposób mo»liwie maªo tehnizny podstawowe idee probabilistyznego podej±ia do teoriireprezentaji oraz, je±li zas pozwoli, jego zwi¡zki z teori¡ maierzy losowyh.Anna TalarzykUniwersytet WarszawskiFluktuaje zasu przebywania ukªadów z¡stek z rozgaª�zianiemW referaie zostan¡ omówione wyniki uzyskane wspólnie z T. Bojdekim i L. Gorostiz¡.Zajmujemy si� badaniem nast�puj¡ego ukªadu z¡stek w R

d: W hwili poz¡tkowejkon�guraja z¡stek zadana jest przez punktow¡ miar� Poissona z miar¡ intensywno±i µ(w najprostszym przypadku jest to miara Lebesgue'a, ale mo»na rozwa»a¢ te» ogólniej-sze miary intensywno±i, np. postai µ(dx) = dx
1+|x|γ ). Nast�pnie ka»da z¡stka poruszasi�, niezale»nie jedna od drugiej, zgodnie ze standardowym ruhem α-stabilnym. Po za-sie losowym (wykªadnizym) z¡stka ginie albo rozpada si� na losow¡ lizb� identyznyhz¡stek, które dalej poruszaj¡ si� i gaª¡zkuj¡ niezale»nie, zgodnie z tym samym mehani-zmem. Rozwa»amy gaª¡zkowanie krytyzne (o ±redniej 1) typu 1 + β, tzn. którego rozkªadma funkj� tworz¡¡

G(s) = s+
(1 − s)1+β

1 + βdla ustalonego β ∈ (0, 1]. Gdy β = 1 jest to gaª¡zkowanie binarne: z równymi prawdo-podobie«stwami z¡stka albo ginie, albo dzieli si� na dwie. Stan ukªadu opisany jest przypomoy proesu empiryznego N , gdzie Nt(A) jest lizb¡ z¡stek w zbiorze A w hwili t.Badamy zahowanie proesu przebywania z przeskalowanym zasem
YT (t) =

∫ Tt

0

Nsds.62



Interesuj¡ nas �uktuaje tego proesu, tj. proes
XT (t) =

1

FT

(YT (t) − EYT (t)) .Szukamy takiej normalizaji FT , aby proes XT byª zbie»ny w sensie rozkªadów do nietry-wialnej graniy, gdy T → ∞. W zale»no±i od parametrów d, α, β oraz miary intensywno±ipoz¡tkowej µ otrzymujemy ró»ne rodzaje proesów graniznyh.Bibliogra�a[1℄ Bojdeki, T., Gorostiza, L.G. and Talarzyk, A.: Limit theorems for oupation time�utuations of branhing systems I: Long-range dependene. Stoh. Pro. Appl. 116 (2006),1-18.[2℄ Bojdeki, T., Gorostiza, L.G. and Talarzyk, A.: Limit theorems for oupation time�utuations of branhing systems II: Critial and large dimensions. Stoh. Pro. Appl. 116(2006), 19-35.[3℄ Bojdeki, T., Gorostiza, L.G. and Talarzyk, A.: A long-range dependene stable proessand an in�nite-variane branhing system. Ann. Probab. 35 (2) (2007), 500-527.[4℄ Bojdeki, T., Gorostiza, L.G. and Talarzyk, A.: Oupation time �utuations of anin�nite-variane branhing system in large dimensions, Bernoulli 13 (1), (2007), 20-39.[5℄ Bojdeki, T., Gorostiza, L.G. Talarzyk, A., Self-similar stable proesses arising fromhigh density limits of oupation times of partile systems. Potential Analysis, 28(1) (2008),71-103.Tomasz Tkali«skiWydziaª Matematyki, Informatyki i Mehaniki, Uniwersytet WarszawskiAproksymaja wyen rynkowyh na zbiorze miar ryzykaNieh L = {Xk : k = 1, . . . ,M} ⊆ L∞(Ω,F ,P), b�dzie zbiorem ryzykownyh wypªat.Nieh ponadto dany b�dzie wektor v ∈ RM taki, »e vk interpretowane jest jako obserwowanarynkowa wyena wypªaty Xk ∈ L. Ustalmy ᾱ ∈ (0, 1) i rozwa»my zbiór
Aᾱ = {V aRα, TCEα, WCEα, ESα, Mφ,c, c ∈ [0, 1], φ ∈ H},gdzie dla X ∈ L

Mφ,c(X) = cES0(X) − (1 − c)

∫ 1

0

φ(p)F←X (p)dp,a H oznaza zbiór funkji φ ∈ L1([0, 1]) takih, »e φ ma reprezentanta nieujemnego, nie-rosn�aego oraz ∫ 1

0
(φ(p)dp = 1. Funkje tej postai to tzw. spektralne miary ryzyka. Ponad-to ES - Expeted Shortfall, WCE - Worst Conditinal Expetation, TCE - Tail Conditional63



Expetation, VaR - Value at Risk.Rozwa»amy zagadnienie
minρ∈AᾱEµ(f(vU − ρ(XU))), (1)gdzie U jest pewn�a zmienn�a losow�a na przestrzeni (Ω̄, F̄ , µ) o warto±iah w zbiorze

{1, . . . ,M}, a f : R → R jest pewn�a funkj�a i�agª�a.Zastosowanie twierdzenia Prohorowa pozwala udowodni¢ istnienie ρ̄ stanowi�aego roz-wi�azanie problemu (1), który mo»na zinterpretowa¢ w sposób nast�puj�ay: mamy zadanerynkowe wyeny wypªat v1, . . . , vM i poszukujemy metodologii pomiaru ryzyka ρ ∈ Aᾱ,która na rozpatrywanyh wypªatah X ∈ L daje oszaowania ryzyka najbardziej zbli»onedo wyen obserwowanyh. Bior�a np. f(x) = x2 mamy pewien rodzaj minimalizaji bª�du±redniokwadratowego.W dalszej z�±i dobieramy silniejsze zaªo»enia o rozkªadah wypªat X ∈ L oraz bior�a
v = 0, f(x) = x pokazujemy, »e zagadnienie (1) zwane wtedy problemem wyboru miaryryzyka optymalnej ze wzgl�du na wymogi kapitaªowe ma rozwi�azanie, które jest pewn�aspektraln�a miar�a ryzyka.Teoretyzne wyniki ilustrujemy przekªadem oblizeniowym w modelu CIR, w którym wy-pªaty s�a spekulayjnymi pozyjami zwi�azanymi z obligajami.Bibliogra�a[1℄ Aerbi, C. Tashe, D. (2002) On the oherene of the Expeted Shortfall[2℄ Aerbi, C. (2002) Spetral measures of risk: a oherent representation of subetive riskaversion[3℄ Cox, J. Ingersoll, E. Ross, S. (1985) A theory of the term struture of interest rates[4℄ Jakubowski, J. (2006) Modelowanie rynków �nansowyh[5℄ Jakubowski, J. (2006) Wst�ep do Teorii Prawdopodobie«stwa[6℄ Karatzas, I. Shreve, S. (2005) Brownian Motion and Stohasti Calulus[7℄ Musiela, M. Rutkowski, M. (1997) Martingale Methods in Finanial Modelling[8℄ Rogers, L.C.G. (1995) Whih model for term-struture of interest rates should one use?[9℄ Szego, G. (2004) Risk Measures for the 21 entury
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Krystyna TwardowskaSzkoªa Gªówna Gospodarstwa Wiejskiego, Wydziaª Zastosowa« Informatyki i Matematyki,Warszawa�ukasz D. NowakPolitehnika Warszawska, Wydziaª Matematyki i Tehnik Informayjnyh, WarszawaTeoria falek w rozwi¡zywaniu stohastyznyh równa«ró»nizkowyh z¡stkowyhFalki znajduj¡ szerokie zastosowanie w najró»niejszyh problemah matematyznyh inumeryznyh. W referaie zaprezentowane zostanie wykorzystanie bazy falkowej w roz-wi¡zywaniu stohastyznyh równa« ró»nizkowyh z¡stkowyh na przykªadzie stoha-styznego liniowego paraboliznego równania ró»nizkowego z¡stkowego Zakai.Nieh (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) b�dzie przestrzeni¡ probabilistyzn¡ z �ltraj¡ Ft oraz
b : R

d → R
d, g : R

d → R
d×d, f : R

d → R
pb�d¡ funkjami ogranizonymi, σ = (σαβ)α,β=1,...,p b�dzie maierz¡ nieosobliw¡.Mamy nast�puj¡y ukªad równa« �ltraji:

dX(t) = b(X(t))dt+ g(X(t))dW (t), X(0) = X0, t ≥ 0,

dY (t) = f(X(t))dt+ σdV (t), Y (0) = 0, t ≥ 0.gdzie proes X(t) ∈ Rd jest proesem nieobserwowalnym a Y (t) ∈ Rp proesem obserwo-walnym, (W,V ) s¡ Ft− adaptowalnymi, niezale»nymi proesami Wienera o warto±iah w
Rd × Rp i maierzy kowarianji I, a X0 jest F0 - mierzalnym wektorem, niezale»nym odproesów W i V .Wówzas równanie Zakai ma posta¢:

du(t) + L̃(Y (t))u(t)dt = B̃(Y (t))u(t)dY (t), u(0) = u0 ∈ L2(Rd),gdzie
L̃φ(x) = −

d∑

i,l=1

ail
∂2

∂xi∂xl

φ(x) −
d∑

i=1

bi
∂

∂xi

φ(x), (7)
B̃φ(x) = σ−1fφ(x). (8)Do rozwi¡zania równania Zakai zastosujemy tradyyjn¡ metod� Galerkina z u»yiembiortogonalnej bazy falkowej. Do dyskretyzaji po zasie zastosujemy shemat Eulera ishemat Milshteina. 65



Bibliogra�a[1℄ J. H. Bramble, A. Cohen and W. Dahmen, Multisale Problems and Methods in Nume-rial Simulations, Letures given at the C.I.M.E. Summer Shool, held in Martina Frana,Italy, September 9-15, 2001, Leture Notes Math. 1825, C. Canuto, ed., Springer, Berlin,2003.[2℄ K. It�, Approximation of the Zakai equation for nonlinear �ltering, SIAM J. ControlOptim., 34 (1996), pp. 620�634.[3℄ �. Nowak and K. Twardowska, On the wavelet-Galerkin method with Milshtein disre-tization, to appear.[4℄ T. von Petersdor� and C. Shwab, Wavelet disretizations of paraboli integrodi�erentialequations, SIAM J. Numer. Anal., 41, No.7 (1996), 159-180.Jaek WesoªowskiWydziaª Matematyki i Nauk InformayjnyhPolitehnika Warszawska Miary probabilistyzneo kwadratowej transformaie kumulantowejW klasyznej pray [6℄ Lukas udowodniª, »e niezale»no±¢ X+Y i X
X+Y

dla niezale»nyhzmiennyh losowyh X i Y harakteryzuje rozkªad gamma. W zasadzie Lukas wykorzystaªsªabsze warunki regresyjne:
E(X|X + Y ) = a(X + Y ) oraz E(X2|X + Y ) = b(X + Y )2 ,gdzie a i b s�a staªymi.W wielowymiarowej wersji regresyjnej twierdzenia Lukasa hodzi o znalezienie rozkªa-dów niezale»nyh wektorów losowyh X i Y o warto±iah w Rn takih, »e

E(X|X + Y ) = a(X + Y )oraz
E(q(X)|X + Y ) = b q(X + Y )dla wszystkih form kwadratowyh q na Rn ortogonalnyh do zadanej formy kwadratowej

v. Dla n = 2 i v(x1, x2) = x1x2 zadanie to rozwi�azane zostaªo w pray [8℄, a dla n = 2 i
v(x1, x2) = x2

2 w pray [1℄.W przypadku ogólnym odpowiednia rodzina rozkªadów ma transformat�e Laplae'a po-stai
(1 − 2〈c, x〉 + v(x))−p .66



Podano kompletny opis miar probabilistyznyh o takih transformatah (uogólniaj�a twier-dzenia Gindikina [3℄ na sto»ku Lorentza).W konsekwenji sklasy�kowano naturalnyh rodzin wykªadnizyh o funkji warianjipostai
V (m) =

1

p
m⊗m− ϕ(m)Mv ,gdzie Mv jest maierz�a symetryzn�a formy v, a ϕ jest funkj�a rzezywist�a. Te naturalnerodziny wykªadnize s�a uogólnieniem klasyznego rozkªadu Wisharta na sto»ku Lorentza(ϕ ≡ 0) rozwa»anego np. w [2℄, [4℄ i [7℄.Przedstawione wyniki uka»�a si�e w pray [5℄: Leta, Wesoªowski (2008).Bibliogra�a[1℄ Bobeka, K., Wesoªowski, J. (2004) Bivariate Lukas type regression haraterizations.J. Appl. Statist. Si. 13, 49�57.[2℄ Faraut, J. and Korányi, A. (1994) Analysis on Symmetri Cones, Oxford UniversityPress, New York.[3℄ Gindikin, S. (1975) Invariant generalized funtions in homogeneous domains. FuntionalAnal. Appl. 9, 50�52.[4℄ Jensen, S.T. (1988) Covariane hypotheses whih are linear in both the ovariane andthe inverse ovariane. Ann. Statist. 16, 302�322.[5℄ Leta, G., Wesoªowski, J. (2008) Laplae transforms whih are negative powers of qu-adrati polynomials. Trans. AMS - w druku.[6℄ Lukas, E. (1955) A haraterization of the gamma distribution. Ann. Math. Statist.26, 319�324.[7℄ Massam, H., Neher, E. (1997) On transformations and determina nts of Wishart varia-bles on symmetri ones. J. Theor. Probab. 10, 867�902.[8℄ Wang, Y. (1981) Extensions of Lukas' haraterization of the gamma distribution. In:Analyti Methods in Probability Theory, Let. Notes in Math. 861, Springer, New York,166�177.Piotr WitkowskiWydziaª Matematyki i Nauk Informayjnyh,Politehnika Warszawska, WarszawaCzasy doj±ia ruhu Browna do bariery a wielowymiarowawªasno±¢ Matsumoto-Yora na drzewahMatsumoto i Yor (2001), badaj¡ funkjonaªy geometryznego ruhu Browna, odkryli,»e przeksztaªenie

f(x, y) =

(
1

x+ y
,
1

x
− 1

x+ y

)67



zahowuje produktowo±¢ rozkªadów GIG (uogólniony odwrotny gaussowski) i gamma -klasyzna, dwuwymiarowa wªasno±¢ Matsumoto-Yora (MY). Leta i Wesoªowski (2000)podali uogólnienie tego faktu dla maierzy losowyh, natomiast w pray Massam i We-soªowskiego (2004) przedstawiono jego n-wymiarow¡ (n ≥ 2) wersj� opart¡ na strukturzedowolnego, skierowanego drzewa o n-wierzhoªkah, ale bez odniesienia do teorii proesówstohastyznyh. Matsumoto i Yor (2003) podali zwi¡zek dwuwymiarowej wªasno±i MY zfunkjonaªami geometryznego ruhu Browna, a w szzególnym przypadku q = 1
2
z zasamidoj±ia ruhu Browna B do bariery.W referaie zostanie podany zwi¡zek wielowymiarowej wªasno±i MY dla q = 1
2
z zasa-mi doj±ia rodziny ruhów Browna Bn = {Bi, i = 1, . . . , n} do bariery, b�d¡y uogólnienieminterpretaji przypadku dwuwymiarowyego. Dokªadniej, zostanie podany dowód wielowy-miarowej wªasno±i MY dla q = 1

2
oparty jedynie o wªasno±i ruhu Browna, przy zymrodzina Bn b�dzie w aªo±i zde�niowana w terminah wyj±iowego ruhu Browna B. Pre-zentowane wyniki zostaªy otrzymane wspólnie z J. Wesoªowskim (2007).Bibliogra�a[1℄ Leta, G., Wesoªowski, J., An independene property for the produt of GIG and gammalaws, Ann. Probab. 28 (2000)[2℄ Massam, H., Wesoªowski, J., The Matsumoto-Yor property on trees, Bernoulli 10 (2004)[3℄ Massam, H., Wesoªowski, J., The Matsumoto-Yor property and the struture of theWishart distribution. J. Multiv. Anal. 97 (2006)[4℄ Matsumoto, H., Yor, M., An analogue of Pitman's 2M − X theorem for exponentialWiener funtionals. Part II: The role of the generalized inverse Gaussian laws, NagoyaMath. J. 162 (2001)[5℄ Matsumoto, H., Yor, M., Interpretation via Brownian motion of some independeneproperties between GIG and gamma variables, Statist. Probab. Lett. 61 (2003)[6℄ Wesoªowski, J., The MY independene property for GIG and Gamma laws, revisited,Math. Pro. Cambridge Philos. So. 133 (2002)[7℄ Wesoªowski, J., Witkowski, P., Hitting times of Brownian motion and the Matsumoto-Yor property on trees, Stoh. Pro. Appl., 117 (2007)Oleksandr ZaihraievUniwersytet Mikoªaja Kopernika, Toru«O wielkih odhyleniah dowolnego rz�du sum niezale»nyhwektorów losowyh w przypadku speªnienia warunku CraméraNieh ξ, ξ(1), ξ(2), . . . b�da. niezale»nymi wektorami losowymi o warto±iah w Rd, d > 1,i jednakowym istotnie d-wymiarowym rozkªadzie F. Nieh f(λ) b�dzie funkja. generuja.a.68



momenty, zyli
f(λ) = Ee〈λ,ξ〉 =

∫

Rd

e〈λ,x〉F (dx),gdzie 〈·, ·〉 oznaza zwykªy ilozyn skalarny w R
d. Mówimy, »e rozkªad F speªnia warunekCraméra wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór

Λ = {λ ∈ R
d : f(λ) <∞}zawiera niepusty zbiór otwarty. Oznazmy przez H(x) transformat� Fenhela-Legendre'afunkji ln f(λ), zyli

H(x) = sup
λ∈Λ

[〈λ, x〉 − ln f(λ)] , x ∈ R
d.Jak wiadomo funkja ta, nazywana te» funkja. odhyle« odpowiadaja.a. wektorowi ξ, wprzypadku speªnienia warunku Craméra odgrywa deyduja. a. rol� przy badaniu wielkihodhyle« dowolnego rz�du sum Sn = ξ(1) + . . .+ ξ(n), n > 1.Nieh a = Eξ. Poniewa» ESn = an, to przy n→ ∞ warto±¢ x(n), która. przyjmuje suma

Sn, nazywa si�
• normalnym odhyleniem tej sumy od najbardziej prawdopodobnej warto±i an, je±li
|x(n) − an| = O(

√
n),

• umiarkowanie wielkim odhyleniem sumy Sn od an, je±li |x(n) − an| >> √
n, |x(n) −

an| = o(n),

• wielkim odhyleniem sumy Sn od an, je±li |x(n) − an| ma rza.d cn,
• superwielkim odhyleniem, je±li n−1|x(n) − an| → ∞(| · | oznaza zwykªa. norm� Euklidesowa. w Rd).Wysta.pienie zostanie po±wi�one badaniu asymptotyki g�sto±i rozkªadu sumy Sn dlapewnyh rodzin rozkªadów F w przypadku wielkih i superwielkih odhyle«.
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Ryszard Zieli«skiInstytut Matematyzny PolskiejAkademii Nauk, WarszawaWygªadzanie dystrybuanty empiryznejRozpatrujemy nieparametryzny model statystyzny z rodzin¡ F wszystkih i¡gªyhdystrybuant. Na podstawie próby X1, . . . , Xn z rozkªadu o pewnej nieznanej dystrybuan-ie F ∈ F hemy oszaowa¢ F . Standardowym estymatorem jest dystrybuanta empi-ryzna Fn(x) = n−1
∑n

j=1 1(−∞,x](Xj). Dokªadno±¢ estymatora jest opisana nierówno±i¡Dvoretzkiego-Kiefera-Wolfowitza (DKW)
PF{||Fn − F ||∞ > ε} < 2 exp{−2nε2}pozwalaj¡a na wyznazenie takiego n, »eby bª¡d estymaji z zadanym prawdopodobie«-stwem nie przekrazaª zadanej lizby. Nierówno±¢ DKW pozwala równie» obliza¢ prze-dziaªy ufno±i dla F .Ale Fn jest funkj¡ shodkow¡ wi� wydaje si�, »e jej wygªadzenie przynajmniej dofunkji i¡gªej b�dzie w bardziej naturalny sposób odpowiadaªo estymaji i¡gªej funkji

F . Okazuje si�, »e po wygªadzeniu za pomo¡ j¡der (kern estimators) nie jest mo»liweuzyskanie nierówno±i typu DKW. Bibliogra�a[1℄ Zieli«ski, R. (2007) Kernel estimators and theDvoretzky-Kiefer-Wolfowitz inequality. Appliationes Mathematiae 34,3Bartosz ZiemkiewizWydziaª Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Mikoªaja Kopernika w ToruniuSªaba aproksymaja aªki wzgl�dem uªamkowego proesu WieneraW pray [1℄ udowodnione zostaªo istnienie i podstawowe wªasno±i aªki ∫ t

0
AsdW

H
s , gdzie

WH jest uªamkowym proesem Wienera z wykªadnikiem Hursta H > 1//2, a A jest pro-esem o sko«zonej q-wariaji aªkowej Ṽq(A)T dla q < (1 −H)−1. (Mówimy, »e proes Ama sko«zon¡ q-wariaj� aªkow¡ na [0, T ], je»eli
Ṽq(A)T = sup

π

(∑

ti≤T

E|Ati −Ati−1
|q
)1//q

<∞,gdzie supremum bierzemy po wszystkih podziaªah π przedziaªu [0, T ]).70



W komunikaie rozwa»a¢ b�dziemy problem sªabej aproksymaji aªki ∫ t

0
AsdW

H
s . Nieh

{An} b�dzie i¡giem proesów o sko«zonej q-wariaji aªkowej, a {WH,n} i¡giem sen-trowanyh proesów gaussowskih speªniaj¡yh warunek
E|WH,n

t2 −WH,n
t1 |2 ≤ C|t2 − t1|2H (∗)dla wszystkih t1, t2 ∈ R+, gdzie C > 0 jest dowoln¡ staª¡.Poka»emy, »e je»eli (An,WH,n)
D−−−→ (A,WH) w D(R+,R2), to

(
WH,n,

∫ ·

0

An
sdW

H,n
s

)
D−−−→

(
WH ,

∫ ·

0

AsdW
H
s

)w D(R+,R2).Podamy równie» przykªady sªabyh aproksymaji uªamkowego proesu Wienera speª-niaj¡yh warunek (∗). Bibliogra�a[1℄ Sªomi«ski L., Ziemkiewiz B. (2005) Inequalities for the Lp norms of integrals withrespet to a frational Brownian motion, Statist. Probab. Lett., 73, 79�90.[2℄ Sªomi«ski L., Ziemkiewiz B. (2007) On weak approximations of integrals with respetto frational Brownian motion, preprint.Jakub ZwierzInstytut Matematyzny Uniwersytetu Wroªawskiego, WroªawPoz¡tkowe rozszerzenia �ltraji i entropia kompensatorówlosowyh miar PoissonaNieh (Ω,F ,F,P) b�dzie przestrzeni¡ probabilistyzn¡, za± (E, E) standardow¡ przestrze-ni¡ borelowsk¡. Zakªadamy, »e F jest �ltraj¡ generowan¡ przez jednorodn¡ losow¡ miar�Poissona µ na R+ × E. Ponadto, nieh G b�dzie rozszerzeniem F postai:
Gt =

⋂

s>t

Fs ∨ σ(G)gdzie G jest zmienn¡ losow¡. Rozwa»amy martyngaªy zde�niowane jako:
Xt =

∫ t

0

∫

E

ψ(s, z)µF(dz, ds) (1)gdzie µF oznaza skompensowan¡ wzgl�dem �ltraji F miar� µ. Poka»emy zwi¡zek pomi�-dzy entropi¡ kompensatorów µ wzgl�dem G i F oraz tzw. mutual information pomi�dzyoryginaln¡ �ltraj¡ i σ(G). Nast�pnie rozwa»ymy dla martyngaªów postai (1) zanurzenie
H2(F) →֒ S1(G) i zbadamy jego i¡gªo±¢. 71
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