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Zadanie 1. Dana jest funkcja f : R→ R okre±lona wzorem

f(x) = x− bxc,
gdzie bxc oznacza cz¦±¢ caªkowit¡ liczby x.

(a) Wyznacz f−1[(0, 1)],
(b) Rozstrzygnij, czy
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gdzie An,m = [n, n+ 1
m
] dla n,m ∈ N \ {0}.

Zadanie 2. W zbiorze NN wszystkich niesko«czonych ci¡gów o wyrazach naturalnych
de�niujemy relacj¦ równowa»no±ci ≡ nast¦puj¡co

f ≡ g ⇐⇒
(
|f [N]| = |g[N]| ∧ |N \ f [N]| = |N \ g[N]|

)
dla f, g ∈ NN.

(a) Niech M b¦dzie zbiorem wszystkich ci¡gów g ∈ NN ±ci±le rosn¡cych. Rozstrzygnij,
czy dla dowolnego f ∈ NN istnieje g ∈M taki, »e f ≡ g.

(b) Znajd¹ moc klasy abstrakcji [f ]≡, gdzie f(n) = 2n+ 1 dla n ∈ N.
(c) Znajd¹ moc zbioru ilorazowego N

N
�≡ relacji ≡.

Zadanie 3. Dla funkcji f : Z→ Z rozwa»my rodzin¦

Af = {A ∈ P(Z) \ {∅} : f |A jest ró»nowarto±ciowa} ;
rodzin¦ Af porz¡dkujemy przez inkluzj¦.

(a) Udowodnij, »e dla dowolnej funkcji f : Z → Z, zbiór elementów minimalnych w
〈Af ,⊆〉 jest równoliczny z N.

(b) Udowodnij, »e w zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym 〈Af ,⊆〉 istnieje element naj-
wi¦kszy wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest ró»nowarto±ciowa.

(c) Funkcje g1, g2 : Z→ Z okre±lone s¡ odpowiednio wzorami

g1(k) = k2, g2(k) = k mod 2,

gdzie k mod 2 oznacza reszt¦ z dzielenia liczby k przez 2. Rozstrzygnij, czy zbiory
cz¦±ciowo uporz¡dkowane 〈Ag1 ,⊆〉 i 〈Ag2 ,⊆〉 s¡ izomor�czne.

Przypominamy o podawaniu kompletnych i szczegóªowych uzasadnie«. Ka»de zadanie
prosimy odda¢ na oddzielnej, podpisanej kartce.

Czas pracy: 120 minut. Powodzenia!
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