
W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Wykªad 13. Lemat Kuratowskiego-Zorna.W wykªadzie 10 wspomnieli±my o lemacie Kuratowskiego-Zorna { twierdze-niu, podaj¡cym pewien warunek dostateczny istnienia elementu maksymalnegow danym zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym.Twierdzenie to ma liczne zastosowa-nia w wielu dziaªach matematyki, gdzie wykorzystuje si¦ je w dowodach istnieniaró»nych obiektów matematycznych. Mianowicie, czasem okazuje si¦, »e szukanyobiekt jest wªa±nie elementem maksymalnym pewnego zbioru cz¦±ciowo uporz¡d-kowanego. Wtedy problem istnienia tego obiektu sprowadza si¦ do pytania o to,czy w danym zbiorze istnieje element maksymalny. W tym wykªadzie zetkniemysi¦ z kilkoma tego rodzaju sytuacjami.Przypomnijmy, »e ªa«cuchem w zbiorze X, cz¦±ciowo uporz¡dkowanym przezrelacj¦ � nazywamy dowolny podzbiór L � X liniowo uporz¡dkowany przez relacj¦� jL, w szczególno±ci podzbiór pusty.Twierdzenie 13.1. (Lemat Kuratowskiego-Zorna). Niech X b¦dzie niepu-stym zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym przez relacj¦ �. Zaªó»my, »e ka»dy ªa«-cuch w zbiorze X ma ograniczenie górne w X. Wtedy w zbiorze X istnieje elementmaksymalny.W celu lepszego zrozumienia dowodu, przedstawimy tu jego dwa warianty.Pierwszy z nich opiera si¦ bezpo±rednio na twierdzeniu Zermelo (zob. twierdzenie12.13), drugi { korzysta jedynie z gªównego lematu (zob. lemat 12.18) u»ytegow jego dowodzie. W dalszej cz¦±ci tego wykªadu podamy jeszcze jeden dowódlematu Kuratowskiego-Zorna, oparty na twierdzeniu o de�niowaniu przez indukcj¦pozasko«czon¡.Wprowad¹my teraz oznaczenia, których b¦dziemy u»ywa¢ w obu wariantachdowodu. Dla dowolnego ªa«cucha L w zbiorze X (dopuszczamy przypadek, gdyL = ?) oznaczmy przez b(L) zbiór wszystkich ogranicze« górnych zbioru L; namocy zaªo»e« lematu Kuratowskiego-Zorna mamy b(L) 6= ? (w szczególno±ci,b(?) = X).Niech f : P(X) n fXg�!X b¦dzie funkcj¡, speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce dwa wa-runki:(1) f(A) 2 X nA, dla dowolnego A X,(2) f(L) 2 b(L) n L, o ile L jest ªa«cuchem w X oraz b(L) n L 6= ?.Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 1



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Zatem funkcja f przyporz¡dkowuje ka»demu wªa±ciwemu podzbiorowi zbioru Xpewien element jego dopeªnienia. Dodatkowo, je±li podzbiór ten jest ªa«cuchemw X, to funkcja f wybiera pewne jego ograniczenie górne, o ile tylko jest tomo»liwe (tzn. wtedy, gdy w ogóle ma on ograniczenie górne, które do niego nienale»y). Funkcj¦ tak¡ ªatwo znale¹¢ bior¡c najpierw dowoln¡ funkcj¦ wyboru g dlarodziny wszystkich niepustych podzbiorów zbioru X, a nast¦pnie de�niuj¡cf(A) = � g(b(A) nA); je±li A jest ªa«cuchem w X oraz b(A) nA 6= ?,g(X nA); w przeciwnym przypadku.W obu wariantach dowodu wykorzystamy nast¦puj¡c¡ obserwacj¦.Lemat 13.2. Niech X b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym przez relacj¦� i niech L b¦dzie niepustym ªa«cuchem w X, dla którego w zbiorze X istniejeograniczenie górne. Je±li ka»de ograniczenie górne zbioru L w X nale»y do L(tzn. b(L) � L), to zbiór L ma element najwi¦kszy i jest on zarazem elementemmaksymalnym zbioru X.Dowód. Niech x 2 X b¦dzie dowolnym ograniczeniem górnym ªa«cucha L.Z zaªo»enia wynika, »e x 2 L, wi¦c x jest elementem najwi¦kszym w L. Ponadto,gdyby istniaª element y 2 X taki, »e x � y, to byªby on tak»e ograniczeniemgórnym L oraz y 62 L { otrzymaliby±my sprzeczno±¢. �Dowód lematu Kuratowskiego-Zorna { wariant I.Z twierdzenia Zermelo (zob. twierdzenie 12.8) wynika, »e istnieje dokªadniejeden dobry porz¡dek � zbioru X, zgodny z funkcj¡ f . W zbiorze X mamy wi¦cteraz relacj¦ dobrego porz¡dku � oraz relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku �, która speª-nia zaªo»enia lematu Kuratowskiego-Zorna. Dla unikni¦cia nieporozumie«, poj¦ciazwi¡zane z porz¡dkami poprzedzamy symbolami odpowiednich relacji (np. elementÿ�-maksymalny" lub ÿ�-najmniejszy").Odcinek pocz¡tkowy (w sensie porz¡dku �), wyznaczony przez element a 2X, b¦dziemy tu oznacza¢ symbolem O�(a). Zatem O�(a) = fx 2 X : x < ag.Ponadto, symbolem D�(a) bedziemy oznacza¢ ÿdomkni¦ty" odcinek pocz¡tkowyO�(a) [ fag. Zatem D�(a) = fx 2 X : x � ag.Rozpatrzmy teraz dwa przypadki.Przypadek 1. Porz¡dek � jest liniowy.Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 2



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Wtedy caªy zbiór X jest �-ªa«cuchem i jego �-ograniczenie górne jest oczy-wi±cie elementem �-maksymalnym (a nawet �-najwi¦kszym) zbioru X.Przypadek 2. Porz¡dek � nie jest liniowy.Rozwa»my wówczas zbiór Y , zde�niowany nast¦puj¡coY = fy 2 X : odcinek D�(y) nie jest �-ªa«cuchem w Xg:Twierdzimy, »e Y 6= ?. Poka»emy nawet troch¦ wi¦cej:Lemat 13.3. Je±li zbiór Z � X nie jest �-ªa«cuchem, to Z \ Y 6= ?.Dowód. Skoro zbiór Z nie jest �-ªa«cuchem, to istniej¡ �-nieporównywalneelementy x; y 2 Z. Oczywi±cie elementy te s¡ �-porównywalne; niech na przykªadx < y. Wtedy x; y 2 D�(y), a poniewa» x i y s¡ �-nieporównywalne, wi¦c zbiórD�(y) nie jest �-ªa«cuchem. St¡d y 2 Z \ Y , co ko«czy dowód lematu. �Powracamy do dowodu lematu Kuratowskiego-Zorna. Zatem Y 6= ? i niecha1 b¦dzie �-najmniejszym elementem zbioru Y . Niech L1 = O�(a1). Zauwa»my,»e skoro a1 2 Y , to jD�(a1)j � 2, wi¦c L1 6= ?. Z lematu wynika, »e zbiór L1 jest�-ªa«cuchem; w przeciwnym razie L1 \Y 6= ?, co przeczy wyborowi elementu a1.Twierdzimy, »e b(L1) � L1 i z lematu 13.2 wynika, »e zako«czy to dowód.Przypu±¢my wi¦c, »e b(L1)nL1 6= ?. Wtedy f(L1) 2 b(L1)nL1. Ale porz¡dek� jest zgodny z funkcj¡ f , wi¦c f(L1) = a1, a st¡d a1 2 b(L1) nL1. To oznacza, »e8y 2 L1 (y � a1)i w szczególno±ci, zbiórD�(a1) jest �-ªa«cuchem. Zatem a1 62 Y , wbrew zaªo»eniu.Pierwszy wariant dowodu lematu Kuratowskiego-Zorna jest tym samym za-ko«czony. �Dowód lematu Kuratowskiego-Zorna { wariant II.Niech R b¦dzie rodzin¡ wszystkich zbiorów A � X takich, »e relacja � jAjest dobrym porz¡dkiem zbioru A, zgodnym z funkcj¡ f . W szczególno±ci, ka»dyzbiór A 2 R jest zgodny z funkcj¡ f i dla dowolnego a 2 A zachodzi równo±¢a = f(OA(a)), gdzie OA(a) = fx 2 A : x � ag jest odcinkiem pocz¡tkowymwyznaczonym w zbiorze A przez element a. Zauwa»my, »e ff(?)g 2 R.Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 3



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Niech L2 = SR; z lematu 12.18 wynika, »e porz¡dek � jL2 jest zgodnyz funkcj¡ f . Zatem L2 2 R; w szczególno±ci, zbiór L2 jest �-ªa«cuchem. Ponadto,L2 6= ?, gdy» f(?) 2 L2. Dowód, tak jak w wariancie I, zako«czymy pokazuj¡c,»e b(L2) � L2.Przypu±¢my wi¦c, »e b(L2) n L2 6= ?. Wówczas f(L2) 2 b(L2) n L2. Niecha2 = f(L2) oraz A = L2 [ fa2g. Zauwa»my, »e A 2 R, gdy» zbiór A jest dobrzeuporz¡dkowany przez relacj¦ � oraz L = OA(a2) (a2 jest elementem najwi¦kszymw zbiorze A). St¡d jednak, na mocy de�nicji zbioru L2, mamy A � L2 i w szcze-gólno±ci a2 2 L2, co daje sprzeczno±¢.Tym samym drugi wariant dowodu lematu Kuratowskiego-Zorna jest zako«-czony. �Uwaga. W obu wariantach dowodu znale¹li±my ten sam, zale»¡cy tylko odwyboru funkcji f , element maksymalny zbioru X.Istotnie, niech ponownie � b¦dzie dobrym porz¡dkiem zbioru X, zgodnymz funkcj¡ f . Zachowajmy oznaczenia z obu wariantów dowodu.Je±li L2 = X, to w szczególno±ci zbiór X jest liniowo uporz¡dkowany przezrelacj¦ � i jedynym elementem �-maksymalnym zbioruX jest jego element �-naj-wi¦kszy.Je±li L2 6= X, to skoro L2 2 R, z lematu 12.16 wynika, »e L2 jest odcinkiempocz¡tkowym w X w sensie porz¡dku �. Zatem L2 = O�(a2), gdzie a2 = f(L2).W szczególno±ci, je±li x < a2, to D�(x) � L2; zbiór D�(x) jest wi¦c �-ªa«cuchem,a zatem x < a1. Wynika st¡d, »e a2 � a1, czyli L2 � L1. Ale w trakcie dowodupokazali±my, »e elementami �-maksymalnymi w X s¡ elementy m1 = max�L1i m2 = max�L2, czyli �-najwi¦ksze elementy, odpowiednio, zbiorów L1 oraz L2.Skoro jednak L2 � L1, to m2 � m1, a st¡d m1 =m2.Zastosowania lematu Kuratowskiego-Zorna.Poka»emy teraz kilka zastosowa« lematu Kuratowskiego-Zorna. W rozpatry-wanych przykªadach X jest pewn¡ rodzin¡ zbiorów, a � { relacj¡ zawierania w ro-dzinie X. W takich sytuacjach przydatny bywa nast¦puj¡cy wniosek z lematuKuratowskiego-Zorna.Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 4



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Twierdzenie 13.4. Niech X b¦dzie niepust¡ rodzin¡ zbiorów, cz¦±ciowo uporz¡d-kowan¡ przez relacj¦ zawierania. Zaªó»my, »e suma ka»dego niepustego ªa«cuchaw X nale»y do rodziny X . Wtedy w rodzinie X istnieje element maksymalny.Dowód. Oczywi±cie, je±li L jest ªa«cuchem w X , to zbiór D = SL zawieraka»dy ze zbiorów nale»¡cych do ªa«cucha L; je±li wi¦c D 2 X , to zbiór D jestograniczeniem górnym ªa«cucha L w rodzinie X . Wynika st¡d, »e speªnione s¡zaªo»enia lematu Kuratowskiego-Zorna: ograniczeniem górnym dowolnego niepu-stego ªa«cucha w X jest jego suma, a ªa«cuch pusty jest ograniczony z góry przezka»dy element zbioru X . Zatem w rodzinie X istnieje element maksymalny. �Pierwszy przykªad zastosowania lematu Kuratowskiego-Zorna dotyczy alge-bry liniowej.Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem K (zgodnie z ogólnie przyj¦t¡de�nicj¡ zakªadamy, »e V 6= ?). Przypomnijmy, »e wektory v1; v2; : : : ; vn (gdzievi 6= vj , o ile i 6= j) przestrzeni V nazywamy wektorami liniowo niezale»nymi,je±li dla dowolnego ci¡gu t1; t2; : : : ; tn elementów K, z tego, »et1 � v1 + t2 � v2 + : : :+ tn � vn = 0wynika, »e t1 = t2 = : : : = tn = 0:W takim przypadku mówimy te», »e zbiór wektorów fv1; v2; : : : ; vng jest zbioremliniowo niezale»nym. Ogólnie, zbiór wektorów przestrzeni V nazywamy zbioremliniowo niezale»nym, je±li ka»dy jego sko«czony podzbiór jest liniowo niezale»ny(przyjmujemy, »e pusty zbiór wektorów jest liniowo niezale»ny).Je±li zbiór B � V jest liniowo niezale»ny i ka»dy element przestrzeni V jestkombinacj¡ liniow¡ pewnych wektorów ze zbioru B, to B nazywamy baz¡ prze-strzeni V . Problem istnienia bazy w dowolnej przestrzeni liniowej mo»na sprowa-dzi¢ do rozpatrywanego w tym wykªadzie zagadnienia istnienia elementów maksy-malnych w zbiorach cz¦±ciowo uporz¡dkowanych dzi¦ki nast¦puj¡cej znanej i ªa-twej do udowodnienia charakteryzacji: zbiór B � V jest baz¡ przestrzeni V wtedyi tylko wtedy, gdy B jest maksymalnym (w sensie zawierania) podzbiorem liniowoniezale»nym tej przestrzeni.Twierdzenie 13.5. Ka»da przestrze« liniowa ma baz¦. Co wi¦cej, ka»dy zbiórliniowo niezale»ny w przestrzeni V nad ciaªem K jest zawarty w pewnej bazie tejprzestrzeni.Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 5



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Dowód. Niech A b¦dzie dowolnym liniowo niezale»nym podzbiorem przes-trzeni V (je±li chcemy udowodni¢ istnienie jakiejkolwiek bazy, to mo»emy przyj¡¢,»e A = ?). Niech X b¦dzie rodzin¡ wszystkich liniowo niezale»nych podzbiorówprzestrzeni V , zawieraj¡cych zbiór A, cz¦±ciowo uporz¡dkowan¡ przez relacj¦ in-kluzji. Chcemy pokaza¢, »e w rodzinie X istnieje element maksymalny { b¦dzie onszukan¡ baz¡ przestrzeni V . ZbiórX jest niepusty, gdy» A 2 X . Poka»emy, »e speª-nia on zaªo»enia lematu Kuratowskiego-Zorna, a ±ci±lej, jego wersji sformuªowanejw twierdzeniu 13.4.Niech wi¦c L b¦dzie ªa«cuchem w zbiorze X . Rodzina L skªada si¦ zatem zezbiorów liniowo niezale»nych i ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:A1; A2 2 L ) (A1 � A2 _ A2 � A1):Chcemy pokaza¢, »e zbiór C = SL nale»y do X . Oczywi±cie A � C, wi¦c wystar-czy pokaza¢, »e zbiór C jest liniowo niezale»ny. Wybierzmy wi¦c sko«czenie wielewektorów v1; v2; : : : ; vn 2 C (zakªadamy, »e vi 6= vj , o ile i 6= j). Istniej¡ wtedyzbiory A1; A2; : : : ; An nale»¡ce do L takie, »ev1 2 A1; v2 2 A2; : : : ; vn 2 An:Zbiór L jest jednak zbiorem liniowo uporz¡dkowanym przez relacj¦ inkluzji, a wi¦cw±ród zbiorów A1; A2; : : : ; An jest zbiór najwi¦kszy; niech Ai b¦dzie tym najwi¦k-szym zbiorem. Wtedy v1; v2; : : : ; vn 2 Ai:Zatem zbiór fv1; v2; : : : ; vng jest sko«czonym podzbiorem zbioru liniowo niezale»-nego Ai, jest wi¦c liniowo niezale»ny.Pokazali±my, »e ka»dy sko«czony podzbiór zbioru C jest liniowo niezale»ny {sam zbiór C jest wi¦c te» liniowo niezale»ny. Zatem C 2 X . Skoro suma ka»degoªa«cucha w X nale»y do X , to z lematu Kuratowskiego-Zorna (zob. twierdzenie13.4) wynika, »e w rodzinie X istnieje element maksymalny; jest on szukan¡ baz¡przestrzeni V . �Drugi przykªad te» pochodzi z algebry. Przypomnijmy (zob. przykªad 9.14,punkt (4)), »e ideaªem w pier±cieniu P = hP; 0; 1;+; �i nazywamy zbiór I � Pmaj¡cy nast¦puj¡ce dwie wªasno±ci:(1) je±li a; b 2 I, to a+ b 2 I,Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 6



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.(2) je±li a 2 I oraz b 2 P , to a � b 2 I.Przykªadem ideaªu jest zbiór f0g. Ideaª I nazywamy ideaªem wªa±ciwym, je-±li I 6= P . Ideaª wªa±ciwy I nazywamy ideaªem maksymalnym, je±li nie jestzawarty w »adnym innym ideale wªa±ciwym pier±cienia P.Twierdzenie 13.6. Ka»dy ideaª wªa±ciwy I w pier±cieniu P jest zawarty wpewnym ideale maksymalnym.Dowód. Niech X b¦dzie rodzin¡ wszystkich ideaªów wªa±ciwych pier±cieniaP zawieraj¡cych ideaª I, cz¦±ciowo uporz¡dkowan¡ przez relacj¦ inkluzji. Chcemypokaza¢, »e w rodzinie X istnieje element maksymalny { b¦dzie on szukanym ide-aªem maksymalnym pier±cienia P. Zbiór X jest niepusty, gdy» I 2 X . Poka»emy,»e speªnia on zaªo»enia lematu Kuratowskiego-Zorna, a ±ci±lej, jego wersji sformu-ªowanej w twierdzeniu 13.4.Niech wi¦c L b¦dzie ªa«cuchem w zbiorze X . Rodzina L skªada si¦ zatemz ideaªów pier±cienia P i ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:I1; I2 2 L ) (I1 � I2 _ I2 � I1):Chcemy pokaza¢, »e zbiór J = SL nale»y do X . Oczywi±cie I � J , wi¦c wystarczypokaza¢, »e zbiór J jest ideaªem wªa±ciwym. Musimy wi¦c sprawdzi¢, »e J 6= Poraz ma on wªasno±ci (1) i (2).Zauwa»my najpierw, »e ideaª I pier±cienia P jest wªa±ciwy wtedy i tylkowtedy, gdy 1 62 I. Poniewa» wszystkie ideaªy nale»¡ce do ª¡«cucha L s¡ wªa±ciwe,wi¦c 1 62 J .(1) Niech a; b 2 J . Istniej¡ wtedy ideaªy I1 i I2 nale»¡ce do L takie, »e a 2 I1oraz b 2 I2. Bez straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e I1 � I2. Wtedy a; b 2 I2,sk¡d wynika, »e a+ b 2 I2. Zatem a+ b 2 J .(2) Niech a 2 J i b 2 P . Istnieje wtedy ideaª I1 2 L taki, »e a 2 I1. Wtedya � b 2 I1, sk¡d wynika, »e a � b 2 J .Pokazali±my, »e zbiór J jest ideaªem. Zatem I 2 X . Skoro suma ka»degoªa«cucha w X nale»y do X , to z lematu Kuratowskiego-Zorna (zob. twierdzenie13.4) wynika, »e w rodzinie X istnieje element maksymalny. �Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 7



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Nast¦pny przykªad pochodzi z teorii mnogo±ci. Udowodnimy zapowiadanepod koniec wykªadu 6 twierdzenie, które pozwala porównywa¢ dowolne zbiory podwzgl¦dem liczby elementów. Dokªadniej, dla danych zbiorów A;B chcieliby±mystwierdzi¢, »e jAj � jBj, b¡d¹ »e jBj � jAj. Zauwa»my, »e mamy tu znów doczynienia z problemem istnienia: pytamy, czy istnieje funkcja h1 : A 1�1��! Bb¡d¹ funkcja h2 : B 1�1��! A. Oka»e si¦, »e i ten problem uda si¦ sprowadzi¢do zagadnienia istnienia elementu maksymalnego w pewnym zbiorze cz¦±ciowouporz¡dkowanym.Twierdzenie 13.7. Dla dowolnych zbiorów A i B zachodzi co najmniej jednaz dwóch nierówno±ci jAj � jBj lub jBj � jAj.Dowód. Rozwa»my zbiór X skªadaj¡cy si¦ z funkcji f o nast¦puj¡cych wªa-sno±ciach:(1) Df � A;(2) Rf � B;3. f jest ró»nowarto±ciowa.Zbiór X jest niepusty, gdy» nale»y do niego funkcja pusta. Poniewa» jegoelementy s¡ podzbiorami zbioru A � B, wi¦c X jest rodzin¡ zbiorów, cz¦±ciowouporz¡dkowan¡ przez relacj¦ inkluzji. Zauwa»my, »e dla funkcji f; g 2 X mamy:f � g wtedy i tylko wtedy, gdy gjDf = f:Zatem funkcja g jest wi¦ksza w rozpatrywanym sensie od funkcji f , je±li jest jejwªa±ciwym przedªu»eniem. Wynika st¡d, »e funkcja h 2 X jest elementem mak-symalnym w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy nie mo»na jej dalej przedªu»y¢w sposób ró»nowarto±ciowy do funkcji o dziedzinie zawartej w A i zbiorze warto±cizawartym w B. Poka»emy, »e zachodzi to jedynie wtedy, gdy Dh = A lub Rh = B.Dla dowodu zaªó»my najpierw, »eDh = A lub rg(h) = B oraz g jest dowolnymró»nowarto±ciowym przedªu»eniem funkcji h, takim »e Dg � A oraz Rg � B.Je±li Dh = A, to z inkluzji Dh � Dg � A wynika, »e Dg = Dh, a st¡d g = h.Je±li Rh = B, to z inkluzji Rh � Rg � B wynika, »e Rg = B. Przypu±¢myteraz, »e Dh Dg i we¹my dowolny element a1 2 Dg n Dh. Skoro Rh = B, toistnieje element a2 2 Dh, taki »e h(a2) = g(a1). Ale gjDh = h, wi¦c h(a2) =Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 8



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.g(a2). Wskazali±my wi¦c dwa ró»ne elementy a1 i a2, dla których g(a2) = g(a1),co przeczy ró»nowarto±ciowo±ci funkcji g. Zatem i w tym przypadku musi by¢Dg = Dh, sk¡d g = h.Teraz zaªó»my, »e funkcja h 2 X jest elementem maksymalnym w zbiorze X.Przypadek, »e Dh 6= A i Rh 6= B jest wówczas niemo»liwy. Przypu±¢my bowiem, »ea 2 AnDh oraz b 2 BnRh. Wtedy zbiór h[fha; big jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡,nale»¡c¡ do zbioru X i wi¦ksz¡ od h, co przeczy maksymalno±ci h.Pokazali±my wi¦c, »e funkcja h 2 X jest elementem maksymalnym w zbiorzeX wtedy i tylko wtedy, gdy Dh = A lub Rh = B. Je±li jednak Dh = A, to wówczasoczywi±cie h : A 1�1��! B, co dowodzi, »e jAj � jBj. Je±li natomiast Rh = B, towtedy h�1 : B 1�1��! A, co z kolei pokazuje, »e jBj � jAj.Na odwrót, je±li jAj � jBj i h1 : A 1�1��! B, to h1 2 X oraz Dh1 = A, wi¦cfunkcja h1 jest elementem maksymalnym w zbiorze X; je±li natomiast jBj � jAji h2 : B 1�1��! A, to h2�1 2 X oraz Rh2�1 = B, zatem funkcja h2�1 jest elementemmaksymalnym w X.Nasze zadanie sprowadza si¦ zatem do wykazania, »e w zbiorze X istniejeelement maksymalny.Sprawdzimy zaªo»enia lematu Kuratowskiego-Zorna (w wersji z twierdzenia13.4). Niech wi¦c L b¦dzie ªa«cuchem w zbiorze X. Zbiór L skªada si¦ zatemz funkcji nale»¡cych do zbioru X i ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:f1; f2 2 L ) (f1 � f2 _ f2 � f1):Chcemy pokaza¢, »e zbiór h = SL nale»y do X.Oczywi±cie, zbiór h jest relacj¡ o dziedzinie lewostronnej zawartej w A i dzie-dzinie prawostronnej zawartej w B. Wystarczy wi¦c sprawdzi¢, »e h jest funkcj¡oraz, »e jest to funkcja ró»nowarto±ciowa.�eby udowodni¢, »e relacja h jest funkcj¡, we¹my dowolne pary hx; y1i i hx; y2inale»¡ce do h i maj¡ce ten sam poprzednik x. Istniej¡ wtedy funkcje f1; f2 nale»¡cedo L takie, »e hx; y1i 2 f1 oraz hx; y2i 2 f2. Zbiór L jest jednak zbiorem liniowoWykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 9



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.uporz¡dkowanym przez relacj¦ inkluzji, a wi¦c jedna z funkcji f1; f2 zawiera drug¡.Wynika st¡d, »e hx; y1i; hx; y2i 2 f , gdzie f 2 X jest wi¦ksz¡ z funkcji f1; f2. Alewtedy y1 = f(x) oraz y2 = f(x), a st¡d y1 = y2. Pokazali±my wi¦c, »e relacja hjest funkcj¡.�eby pokaza¢, »e funkcja h jest ró»nowarto±ciowa, we¹my dowolne pary hx1; yii hx2; yi nale»¡ce do h i maj¡ce tym razem ten sam nast¦pnik y. Podobnie jak po-przednio stwierdzamy, »e hx2; yi; hx1; yi 2 f dla pewnej funkcji f 2 X. Ale wtedyy = f(x1) oraz y = f(x2), a st¡d x1 = x2, gdy» funkcja f jest ró»nowarto±ciowa.Pokazali±my wi¦c, »e funkcja h jest ró»nowarto±ciowa, co ko«czy dowód tego, »eh 2 X.Skoro suma ka»dego ªa«cucha w X nale»y do X, to z lematu Kuratowskiego-Zorna (zob. twierdzenie 13.4) wynika, »e w zbiorzeX istnieje element maksymalny.Jak stwierdzili±my wcze±niej, dowodzi to, »e jAj � jBj lub jBj � jAj. �Jeszcze innym ciekawym zastosowaniem lematu Kuratowskiego-Zorna w teoriimnogo±ci jest oparty na nim pomysªowy dowód wspomnianego w wykªadzie 7twierdzenia Hessenberga, mówi¡cego, »e ka»dy zbiór niesko«czony T ma t¦ wªas-no±¢, »e T � T � T . Dowód ten poka»emy w dodatku E.Jeszcze jeden dowód lematu Kuratowskiego-Zorna.Przedstawimy teraz obiecany szkic alternatywnego dowodu lematu Kuratow-skiego-Zorna. Poniewa» oparty jest on na twierdzeniu o de�niowaniu przez indukcj¦pozasko«czon¡, wydaje si¦ pouczaj¡ce przeprowadzenie go najpierw przy dodatko-wym zaªo»eniu, »e X = N. W tym przypadku wystarczy skorzysta¢ z twierdzeniao indukcyjnym de�niowaniu ci¡gów okre±lonych na N { por. twierdzenie 4.15).Przykªad 13.8 (Indukcyjny dowód lematu Kuratowskiego-Zorna dla X = N).Zaªó»my wi¦c, »e � jest relacj¡ cz¦±ciowego porz¡dku w zbiorze N, któraspeªnia zaªo»enia lematu Kuratowskiego-Zorna. Oprócz tego w N mamy te» ÿzwyk-ª¡" relacj¦ dobrego porz¡dku �. Dla unikni¦cia nieporozumie«, poj¦cia zwi¡zanez porz¡dkami b¦dziemy ponownie poprzedza¢ symbolami odpowiednich relacji.Idea szukania elementu maksymalnego jest w tym przypadku bardzo prosta.Przegl¡damy kolejno liczby naturalne, zgodnie z porz¡dkiem �, poszukuj¡c ele-mentu �-maksymalnego.Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 10



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.De�niujemy wi¦c przez indukcj¦ zero-jedynkowy ci¡g hanin2N w nast¦puj¡cysposób.Przyjmujemy a0 = 1. Przypu±¢my nast¦pnie, »e n > 0 i mamy ju» zde�nio-wane wyrazy a0; : : : ; an�1. Je±li k � n dla wszystkich k < n, takich »e ak = 1, toprzyjmujemy an = 1; w przeciwnym przypadku an = 0. Dokªadniej:(P) a0 = 1;(R) an = '(hak : k < ni);gdzie funkcja ' : f0; 1g��!f0; 1g;o której mowa w twierdzeniu 4.15 o de�niowaniu ci¡gów przez indukcj¦, okre±lonajest wzorem'(hak : k < ni) = � 1; je±li 8k < n �a(k) = 1) k � n�,0; w przeciwnym przypadku.To ko«czy indukcyjn¡ de�nicj¦ ci¡gu han : n 2 Ni.Zatem przypisanie jedynki w n-tym kroku konstrukcji indukcyjnej nast¦pujew przypadku, gdy liczba n jest �-wi¦ksza od tych wszystkich liczb�-mniejszych odn, którym wcze±niej przypisali±my jedynk¦. W tym momencie n staje si¦ naszymkandydatem na poszukiwany element �-maksymalny zbioru N. Oka»e si¦, »e jeden(�-najwi¦kszy) ze wskazanych t¡ drog¡ kandydatów rzeczywi±cie jest elementem�-maksymalnym.Niech wi¦c L = fn 2 N : an = 1g. Zauwa»my, »e zbiór L jest �-ªa«cuchem.Mianowicie, je±li k; n 2 L i k < n, to k � n. Istotnie, skoro ak = an = 1 orazk < n, to musi by¢ k � n, gdy» w przeciwnym wypadku, zgodnie z warunkiem (R)i de�nicj¡ funkcji ', byªoby an = 0.Z zaªo»enia lematu Kuratowskiego-Zorna wynika zatem, »e zbiór L jest �-og-raniczony z góry { niech liczba n b¦dzie jego dowolnym �-ograniczeniem górnym.Twierdzimy, »e n 2 L. Istotnie, je±li n = 0, to n 2 L. Je±li za± n > 0, to w szcze-gólno±ci k � n dla ka»dego k 2 L, takiego »e k < n, gdy» n jest �-ograniczeniemgórnym zbioru L. Ale wtedy, zgodnie z warunkiem (R), an = 1, czyli znów n 2 L.Pokazali±my wi¦c, »e dowolne �-ograniczenie górne ªa«cucha L jest jego ele-mentem. St¡d i z lematu 13.2 wnioskujemy, »e w zbiorze N istnieje element �-mak-symalny. �Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 11



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Przykªad 13.9 (Indukcyjny dowód lematu Kuratowskiego-Zorna).Zaªó»my teraz, »e � jest relacj¡ cz¦±ciowego porz¡dku w niepustym zbiorzeX, która speªnia zaªo»enia lematu Kuratowskiego-Zorna. Z twierdzenia Zermelowynika, »e istnieje relacja� dobrze porz¡dkuj¡ca zbiórX. W zbiorzeX mamy wi¦crelacj¦ dobrego porz¡dku � oraz relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku �; poj¦cia zwi¡zanez tymi z porz¡dkami znów b¦dziemy poprzedza¢ symbolami odpowiednich relacji.Idea szukania elementu maksymalnego jest taka sama, jak w rozpatrywanymwcze±niej przypadku, gdyX = N. Dobry porz¡dek� speªnia t¦ rol¦, któr¡ poprzed-nio odgrywaª zwykªy dobry porz¡dek w N. Mianowicie, przegl¡damy kolejno, zgod-nie z porz¡dkiem �, elementy zbioru X, poszukuj¡c elementu �-maksymalnego.Dokªadniej, niech x0 b¦dzie �-najmniejszym elementem zbioru X. De�niu-jemy przez indukcj¦ pozasko«czon¡ ci¡g pozasko«czony h : X �!f0; 1g typu hX;�iza pomoc¡ nast¦puj¡cych warunków:(h(x0) = 1;h(x) = '(hjO�(x)); dla x > x0;gdzie funkcja ' : [x2X f0; 1gO�(x) ! f0; 1g;o której mowa w twierdzeniu o de�niowaniu przez indukcj¦ pozasko«czon¡ (zob.twierdzenia 12.11), jest okre±lona wzorem'(hjO�(x)) = � 1; je±li 8y < x �h(y) = 1) y � x�,0; w przeciwnym przypadku.Zatem w x-tym kroku konstrukcji indukcyjnej przypisujemy elementowi x 2 Xjedynk¦ wtedy i tylko wtedy, gdy element x jest �-wi¦kszy od tych wszystkichelementów �-mniejszych od x, którym wcze±niej przypisali±my jedynk¦. W tymmomencie element x staje si¦ naszym kandydatem na poszukiwany element�-mak-symalny zbioru X. Oka»e si¦, »e jeden (�-najwi¦kszy) ze wskazanych t¡ drog¡kandydatów rzeczywi±cie jest elementem �-maksymalnym w X.Niech wi¦c L = fx 2 X : h(x) = 1g. Zauwa»my, »e zbiór L jest �-ªa«cuchemw X. Mianowicie, je±li y; x 2 L i y < x, to y � x. Istotnie, skoro h(x) = h(y) = 1oraz y < x, to musi by¢ y � x, gdy» w przeciwnym wypadku, zgodnie z de�nicj¡indukcyjn¡, byªoby h(x) = 0.Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 12



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Z zaªo»enia lematu Kuratowskiego-Zorna wynika zatem, »e zbiór L jest �-og-raniczony z góry { niech element x b¦dzie jego dowolnym�-ograniczeniem górnym.Twierdzimy, »e x 2 L. Istotnie, je±li x = x0, to x 2 L. Je±li za± x > x0,to w szczególno±ci y � x dla ka»dego y 2 L, takiego »e y < x, gdy» x jest�-ograniczeniem górnym zbioru L. Ale wtedy h(x) = 1, czyli znów x 2 L.Pokazali±my wi¦c, »e dowolne �-ograniczenie górne ªa«cucha L jest jego ele-mentem. Z lematu 13.2 wynika, »e ko«czy to dowód. �Uwaga. Na koniec zauwa»my, »e powy»sze rozumowanie ma ±cisªy zwi¡zekz dowodem lematu Kuratowskiego-Zorna, przeprowadzonym przez nas wcze±niej(por. dowód twierdzenia 13.1).Zachowajmy oznaczenia ze sformuªowania twierdzenia 13.1 i obu wariantówjego dowodu. Dobry porz¡dek � jest wi¦c zgodny z pewn¡ funkcj¡ f , o którejzakªadamy, »e ka»demu �-ªa«cuchowi L w zbiorze X takiemu, »e b(L) n L 6= ?,przyporz¡dkowuje jego ograniczenie górnef(L) = min�(b(L) n L);�-wi¦ksze od wszystkich jego elementów (w szczególno±ci, f(?) = min�X = x0jest elementem �-najmniejszym zbioru X).Nietrudno teraz zauwa»y¢, »e skonstruowany powy»ej �-ªa«cuch L = fx 2X : h(x) = 1g nale»y do rodziny R. Istotnie, z konstrukcji wynika, »e � jL =� jLoraz x = f(fy 2 L : y < xg) dla ka»dego x 2 L.Je±li ponadto L 6= X, to L = O�(a), gdzie a = f(L). Równocze±nie a 62 L,czyli h(a) = 0. Oznacza to, »e istnieje element y < a taki, »e y 6� a.Wynika st¡d, »e zbiór L jest najwi¦kszym, w sensie inkluzji, elementem ro-dziny R. Istotnie, niech A 2 R oraz L � A. Wtedy porz¡dek � jA jest zgodny zfunkcj¡ f i z lematów 12.16 i 12.17 wnioskujemy, »e zbiór A jest odcinkiem pocz¡t-kowym zbioru X w sensie porz¡dku � oraz � jA =� jA. Gdyby wi¦c L A, toa = f(L) 2 A i musiaªaby zachodzi¢ nierówno±¢ y � a, wbrew wyborowi elementuy. Tym samym pokazali±my wi¦c, »e L = L2.Wykªad 13, wersja 27.10.2004 13 { 13


