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Dodatek F. Aksjomaty teorii mnogosci.

Przedstawimy tu przyjmowany dzis powszechnie system aksjomatow E. Ze-
rmelo 1 A. A. Fraenkla. System ten 1 oparta na nim teorie zbioréw nazywa sie
teoria mnogosci ZFC. Litery Z 1 F pochodza od nazwisk tworcow systemu, a C
jest pierwsza litera angielskiego stowa choice, czyli wybor — wskazuje ona, ze jed-

nym z aksjomatow teorii ZFC jest wlasnie pewnik wyboru (zob. wyklad 4).

Aksjomaty dotycza pewnego domyslnego uniwersum zbrorow, ktore staraja sie
opisac. W konsekwencji, wszystkie obiekty tego uniwersum sa zbiorami, a zatem
kazdy zbidr jest rodzing zbioroéw — swoich elementow. Kwantyfikatory ,,dla kazdego

”

x...”7 1 ,istnieje = takie, ze...”

, nalezy wiec teraz odczytywac tak: ,dla kazdego

” Y

zbioru x...” i, odpowiednio, ,istnieje zbior v taki, ze...”.

1. Aksjomat ekstensjonalnos$ci.

Jest to przedyskutowana dokladnie w wyktadzie 1. zasada réwnosci zbiorow:

Jesl zbiory A + B majg te same elementy, to sq identyczne.

2. Aksjomat zbioru pustego.

Jest to aksjomat, ktory gwarantuje, ze opisywane uniwersum zbiorow jest

niepuste — nalezy do niego zbiér pusty:
Istnieje zbior, ktory nie ma zZadnego elementu.

3. Aksjomaty wyroézniania.

Wtiasciwie mamy tu do czynienia ze schematem aksjomatow wyrozniania. Jest

ich bowiem nieskonczenie wiele, a kazdy z nich jest zwiazany z dana wlasnoscia

W

Dla kazdego zbioru B, istnieje zbior A, ztozony z tych 1 tylko tych elementow

x zbioru B, ktore majg wlasnosé W.

Jest to wiec schemat definiowania zbioréw, przedyskutowany w wyktadach
11 2. Wréémy tu jednak raz jeszeze do istotne) kwestii, za pomoca jakich wta-
snosci mozna definiowa¢ zbiory. Okazuje sie, ze wystarczy rozpatrywac wylacznie

nastepujace wilasnosci:

(1) wlasnosci podstawowe (nazywane czasem atomowymi), czyli wlasnosci postaci

r =y orazx €y,
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(2) wlasnosci, utworzone z wlasnosci podstawowych za pomoca spojnikéw logicz-

nych i kwantyfikatorow.

Rozwijajac aksjomatyczng teorie mnogosci jako formalna teorie logiczng moz-
na w ogole ograniczy¢ sie do ,,wypowiedzi” powyzsze] postaci, ktére nazywa sie
formutami (jezyka pierwszego rzedu). Dokladniej, formuly sa wyrazeniami zbudo-
wanymi ze zmiennych, spojnikow logicznych, kwantyfikatorow i nawiaséw zgodnie
z nastepujacymi regutami:

(1) Formulami sa wyrazenia postaci « = y i @ € y, gdzie x i y sa dowolnymi
zmiennymi.
(2) Jesli Wy i Wy sa formutami, to formutami sg tez wyrazenia - (Wy), (W1 A Wh),

(W1 vV WQ), (W1 = WQ), (W1 f= WQ)

(3) Jesli W jest formula, a x jest dowolna zmienna, to formutami sg tez wyrazenia

dx W oraz Vo W.

Formuty stuza wiec do wyrazania wtasnosci dwoch pojec: zbioru oraz nalezenia
do zbioru. Sg to tak zwane pojecia pierwotne teorii mnogosci. W praktyce, wraz
z rozwojem teorii wprowadzamy wiele nowych poje¢ i z ich pomocg formutujemy
coraz bardziej zlozone wtasnosci. Dbamy jednak o to, zeby dalo sie je wyrazi¢
za pomoca formul. Przykladowo, wlasnos¢ @ € A mozna traktowaé jako skrot

formuly —(x € A), wlasnos¢ Z C X odpowiada formule

Ve(r € Z=axeX), (1)
a wlasnos¢ AN B = @ — formule

—(Jz(r € ANz € B)) (2)

itp. W szczegdlnosel, wszystkie aksjomaty mozna zapisa¢ w postaci odpowiednich

formut, co zostanie zrobione na koncu tego dodatku.

Przez zmienne wystepujace w formule rozumiemy wszystkie litery, ktore sie
W niej pojawiajg. Zwrocmy uwage, ze zmienne moga wystepowac w réznych rolach.
Zmienna ¢ w formulach (1) i (2) w pewnym sensie wcale nie jest ,zmienna”,
gdyz jest zwigzana kwantyfikatorem. Natomiast role ,prawdziwych” zmiennych
odgrywaja litery Z i X w formule (1) oraz litery A i B w formule (2). Sa to
zmienne wolne tych formul. Zmienne te sa wolne w podobnym sensie, w jakim

~wolna” jest zmienna y w oznaczeniu calki nieoznaczonej [(z +y)dz, podczas gdy
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zmienna x jest w nim ,zwiazana”. Natomiast w wyrazeniu « + [(z+y)dz zmienng
r uznamy za ,wolna” — analogicznie, zmienna wolna danej formuty jest kazda
zmienna, ktorej co naymniej jedno wystapienie w tej formule nie jest zwigzane

zadnym kwantyfikatorem. Na przyktad, zmiennymi wolnymi formuty
r€y=Jr(x€z),

sa nie tylko zmienne y i z, ale réwniez zmienna x (cho¢ jedno z jej wystapien jest

zwiazane kwantyfikatorem).

Odtad wiec bedziemy rozwazaé tylko takie wlasnosci, ktore da sie wyrazié za
pomocq formul (choé w praktyce rzadko bedziemy je w tej postaci zapisywac).
Wobec tego mozna powiedzie¢, ze schemat aksjomatéw wyrédzniania wiaze z kazda
formuta W odpowiedni aksjomat, ktory uzywajac symboliki logicznej mozna za-

pisa¢ w nastepujacej postaci:
Vpi...Vp, VBIAVr (1 € A& (2 € BAW (2,B,p1,...,pa))).

W formule W by¢ moze pewne zmienne sg wolne, inne za$ mogga nie by¢ wolne —
zapis W(x,B,p1,...,pn) oznacza, ze wszystkie zmienne wolne formulty W znaj-
duja sie wérod zmiennych x, B, py,...,pn. W szczegolnosci zakladamy, ze A nie
jest zmienng wolng formuty W. Jest to istotne dla unikniecia klopotow natury
logicznej. Intuicyjnie, nie mozemy wyroznia¢ elementow, ktére maja utworzy¢ de-
finiowany zbior A, za pomoca wlasnosci odwotujacej sie do tego zbioru, zanim jesz-
cze zostal on zdefiniowany (zob. przyklad F.1 punkt (3)). Zmienne B,ps,...,p,

odgrywaja role parametrow.

Przyktad F.1.
(1) Niech W(x, B, C) oznacza formule x € C. Wowezas odpowiadajacy tej formule

aksjomat wyrdzniania stwierdza, ze
VCVBIAVz (r€A & (ze€BArzel)),
czyli innymi stowy: dla dowolnych zbioréw C' 1 B istnieje zbior

A={xeB: ze(C}.

Zdefiniowany zbior A jest po prostu czescia wspolna zbiorow C' 1 B. Inacze)
mowiac, illoczyn C' N B zdefiniowalismy, wyrdzniajac sposréd wszystkich ele-

mentow zbioru B te, ktore naleza jednoczesnie do €' — jego istnienie wynika
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wiec z aksjomatu wyrdzniania. Oczywiscie, iloczyn C'N B mozna réwniez zde-
finiowa¢, wyrozniajac sposrod wszystkich elementéw zbioru C' te, ktore naleza

jednoczesnie do B, czyli okreslajac

CNB={reC:zeB}.

Przeciecie dowolnej niepustej rodziny zbiorow mozna rowniez zdefiniowaé za
pomoca aksjomatu wyrdzniania (pamietajmy, ze teraz méwimy wylacznie o
zbiorach, zatem kazdy zbior jest rodzing zbiorow i terminow .zbior” oraz
wrodzina zbioréw” mozemy uzywaé zamiennie).

Mianowicie, niech W(z, B, A) oznacza formule
VA(Ae A = z€A4).
Wéwezas dla kazdego B € A mamy
(YA={zeB: W(x,B, A}

Inaczej mowiace, illoczyn niepustej rodziny zbioréw A zdefiniowalismy, wyrdz-
niajac sposrod wszystkich elementow dowolnego zbioru B € A te, ktére naleza,
do wszystkich zbiorow rodziny A. Istnienie iloczynu niepustej rodziny zbioréw
wynika wiec z aksjomatu wyrdzniania.

Niech W (x,C) oznacza formule =(x € C'). Odpowiadajacy tej formule aksjo-

mat wyrdzniania stwierdza, ze
VCVBIAVz (r€A & (ze€BArx g (),
czyli innymi stowy: dla dowolnych zbioréw C' 1 B istnieje zbior

A={xeB:x¢C}.

Zbidr A jest po prostu réznica zbioréw B i C. Inaczej méwiae, réznice B\ C
zdefiniowalidmy, wyrozniajac sposrod wszystkich elementow zbioru B te, ktore

nie naleza do C'.

Natomiast A jest zmienna wolna formulty Wiz, A), czyli formuly —(z € A)
1 bledem byloby zastosowanie aksjomatu wyrozniania, odpowiadajacego te]

formule w nastepujacy sposéb:

VBIAVe (€ A & (z€ BAW(z2,4)),
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Mianowicie, jesli zbioér B jest niepusty, to w wyniku powyzszej ,,definicji”
otrzymamy zbiér

A={xe€B: v €BANx¢gA},

czyli zbior

A=D\ A

Jednakze, skoro B # @, to ostatnia rownosé nie zachodzi dla zadnego zbioru

A — otrzymujemy wiec sprzecznos¢. W

4. Aksjomat pary.

Aksjomat ten gwarantuje istnienie pary nieuporzadkowanej dowolnych zbio-

row A1 B:

Dla dowolnych zbiorow A ¢ B istnieje zbior C, ktorego elementams sq doktad-

nie zbiory A oraz B.

Przypomnijmy, ze w wykladzie 1 przyjelismy umowe, ze bedziemy stosowac
oznaczenia postaci A = {1 W(x)} tylko w sytuacjach, w ktérych ustnienie zbioru
A nie budzi watpliwosci, tzn., gdy badz z kontekstu wynika, z jakiego zbioru B
elementy tworzace zbiér A zostaly wyrdznione za pomoca wlasnosci W(x), badz
tez istnienie zbioru A gwarantuja inne aksjomaty teorii mnogosci.

Zauwazmy, ze wlasnie aksjomat pary zapewnia poprawnos¢ zapisu
{A,B} ={x:2=AVae =B}

Nie mozemy natomiast istnienia pary nieuporzadkowanej uzasadni¢ uzywajac ak-
sjomatu wyrozniania; musielibySmy a priori wiedzie¢, do jakiego zbioru naleza
zbiory A i B, by médc nastepnie pare {A, B} wyrdznié spoérod jego elementow za
pomoca formulty © = AV x = B. Takim zbiorem jest oczywiscie wlasnie para
{A, B}, ale wiemy o tym dopiero po zagwarantowaniu jej istnienia za pomoca ak-
sjomatu pary. Z powyzszych uwag wynika jednak, ze aksjomat pary mozna tez

sformutowaé¢ w nastepujacy sposéb:

Dla dowolnych zbioréw A 1 B istnieje taks zbior C, do ktorego nalezg zbiory
A oraz B.

5. Aksjomat sumy.

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbioréw A:

Dodatek F, wersja 27.10.2004 F-5



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wyklady ze wstepu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogosci.

Dla dowolney rodziny zbiorow A istnieje zbior U, do ktorego nalezq doktadnie
te zbiory x, ktore nalezg do co najmniej jednego sposrod zbiorow, ktore sq¢ elemen-

tami rodziny A.

Aksjomat ten uprawnia nas do zapisania definicji sumy rodziny zbiorow w po-

stacl

JA={2: 34 (z e Ande A,

cho¢, z tych samych powodow, co w przypadku pary nieuporzadkowanej, istnienia

sumy nie mozemy uzasadnic¢ za pomoca aksjomatu wyrozniania.

Przyktad F.2.
(1) Sume zbioréw A i B mozna zdefiniowaé jako sume rodziny zbioréw A =

{A, B}, ktorej istnienie gwarantuje z kolei aksjomat pary:
AuB=|J{4,B}.
(2) Réznice symetryczna zbioréw A i B mozna zdefiniowaé za pomocy schematu
wyrdzniania, jako podzbiér sumy zbiorow A i B:

A—-B={r€cAUB: ¢ AV 2¢B}. R

6. Aksjomat zbioru potegowego.

Aksjomat ten zapewnia istnienie zbioru potegowego dowolnego zbioru:

Dla kazdego zbroru X istnieje zbior P, ktorego elementami sq dokladnie pod-

zbiory zbioru X.

Znowu wiec, po przyjeciu tego aksjomatu wolno nam napisac, ze

P(X)={2Z: ZC X}.

Przyklad F.3. Iloczyn kartezjanski zbioréw A 1 B mozna zdefiniowac za pomoca
aksjomatu wyrdzniania. Trzeba najpierw zastanowi¢ sie, do jakiego zbioru naleza
pary uporzadkowane (z,y), gdy « jest dowolnym elementem zbioru A, a y — dowol-
nym elementem zbioru B. Zeby odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy zdecydowaé

sie na konkretng definicje pary uporzadkowanej. Przyjmijmy wiec tu, ze

(z,y) = Ha} {w, y} )
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Poniewaz © € A1y € B, wiec oba elementy = 1 y naleza do zbioru A U B. Stad
wynika, ze

{t} CAUB oraz {z,y} C AUB.

Zatem

{z},{x,y} € P(AU B).

To z kolei pociaga za soba, ze

{{z}{z,y}} SP(AUB),

czyli
(x,y) € P(P(AUB)).

Ostatecznie, definicja iloczynu kartezjanskiego zgodna z aksjomatem wyroz-

niania wyglada nastepujaco:

AxB={2€P(P(AUB)): 3z 3y (zr € ANyeBAz=(z,y))}. B

7. Aksjomat nieskonczonosci.

Zadaniem tego aksjomatu jest zagwarantowanie istnienia zbiorow nieskon-
czonych, a w szczegdlnosei zbioru liczb naturalnych. Zbior X nazywamy zbiorem
induktywnym, jesli spelnia nastepujace dwa warunki:

(1) 9 € X,
(2) Vy (y € X = yU{y}eX).

Aksjomat nieskonczonosci stwierdza, ze:

Istnieje zbior induktywny.

Aksjomat ten rzeczywiscie gwarantuje istnienie zbioru liczb naturalnych. Mia-
nowicie, jeden ze sposobéw wprowadzenia liczb naturalnych do matematyki polega
na przyjeciu, ze zbior liczb naturalnych N to najmniejszy zbior induktywny. Nie-
trudno udowodni¢, ze z istnienia jakiegokolwiek zbioru induktywnego X wynika,
ze istnieje najmniejszy taki zbiér: wystarczy zdefiniowa¢ N jako czes¢ wspdlna

rodziny wszystkich induktywnych podzbioréw zbioru X.

Nietrudno wéwezas dowiesc, ze algebra (N, @, f), gdzie f(n) = nU {n} dla
n € N, jest algebra Peano (zob. wyklad 12). Postugujac sie pozostalymi aksjoma-
tami teorii ZF'C mozna tez pokazac, ze aksjomat nieskonczonosci jest rownowazny

stwierdzeniu, ze istnieje jakakolwiek algebra Peano.
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8. Aksjomat wyboru.

Aksjomat ten umozliwia prowadzenie niekonstruktywnych dowodow istnie-
nia roznych obiektéw matematycznych — postuluje on istnienie funkeji, ktore nie

zostaly w zaden sposéb zdefiniowane:

Dla dowolnej indeksowanej rodziny niepustych zbiorow (A; : i € I) istnieje

funkeja wyborw, ten. funkeja f: I — .o, Ai taka, ze

el

f(i) € A, dla kazdego 1€ I.

Latwo pokazac, ze powyzsze sformutowanie aksjomatu wyboru jest na gruncie
pozostalych aksjomatéw réwnowazne kazdemu z nastepujacych stwierdzen (por.

twierdzenie 4.3):

(1) dla dowolnej rodziny A ztozonej z niepustych zbioréw istnieje funkcja wyboru

tzn. funkcja f: A— (A taka, ze

f(A)e A dlakazdego A€ A,

(2) dla dowolnej roztacznej rodziny A zlozonej z niepustych zbioréw istnieje se-
lektor, tzn. taki zbidr S C (JA, ktory z kazdym ze zbioréw rodziny A ma

doktadnie jeden element wspolny.

Niekonstruktywny charakter aksjomatu wyboru i dos$¢ nieoczekiwane wnioski
z niego spowodowaly, ze przez wiele lat byl on wsréd matematykow przedmiotem
kontrowersji, ktore jednak naleza juz w zasadzie do przesztosci. Te kontrowersje
jednak spowodowaly, ze w oznaczeniu ZFC pojawila sie litera C — dla podkre-
slenia, ze aksjomat wyboru jest jednym z aksjomatéw teorii, na réwni z innymi.
Bez aksjomatu wyboru nie udaloby sie udowodni¢ ani twierdzenia Zermelo, ani
lematu Kuratowskigo-Zorna — kazde z tych twierdzen jest na gruncie pozostalych
aksjomatow jemu rownowazne. W toku wyktadow korzystalismy z niego wielokrot-
nie — zostal on uzyty nawet w dowodzie tego, ze suma przeliczalnie wielu zbioréw
przeliczalnych jest przeliczalna. Aksjomat wyboru jest narzedziem powszechnie

stosowanym we wspolczesnej matematyce.

9. Aksjomaty zastepowania.

Te aksjomaty gwaratuja istnienie zbiorow zdefiniowanych w sposob, ktory

nie zawsze daje sie uzasadni¢ za pomoca aksjomatow wyrodzniania. Znow mamy
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tu do czynienia ze schematem aksjomatow zastepowania — odpowiedni aksjomat

zwigzany jest z dana formuly ®:

Jesli dla kazdego x istnieje doktadnie jeden y, dla ktorego zachodzi ®(x,y), to

dla dowolnego zbioru X istnieje taki zbior Y, ze

Yy (yEY & dre X (@(w,y))).

Innymi stowy, méwiac nieformalnie, jesli formula ®(xz,y) definiuje ,globalna
funkeje”, czyli okresla przyporzadkowanie kazdemu z takiego jedynego y, dla kto-
rego mamy ®(z,y), to ,obraz” dowolnego zbioru X wzgledem tej ,funkeji” tez

jest zbiorem.

Doktadniej, podobnie jak w przypadku aksjomatu wyrdzniania, nalezaloby
uwzglednic role réznych zmiennych wystepujacych w formule ®. Ponownie przyj-
mujemy, ze zapis ®(x,y, X,p1,...,pn) Oznacza, ze wszystkie zmienne wolne for-
muly ® znajduja sie wsréd zmiennych x,y, X, p1,...,pn (W szczegdlnosci zakla-
damy, ze Y nie jest zmienna wolng formuly ®). Ponadto niech kwantyfikator 3ly
znaczy: istnieje doktadnie jeden y taki, ze...”. Wowczas aksjomat zastepowania,

odpowiadajacy formule ®, przybiera nastepujaca postac:

‘v’pl...‘v’pn<‘v’x Ay S(x,y, X,p1,...,pn)
= VX EIYVy(yEY & dr(reX A @(x,y,X,pl,...,pn))>>.

Podkreslmy, ze istnienie nastepujacego zbioru Y (dla wiekszej przejrzystosci

parametry pomijamy):
YV ={y: dJx2 € X (®(x,y))},

nie wynika z aksjomatu wyrdzniania 1 poprawnos¢ powyzszego zapisu zapewnia
wlasnie aksjomat zastepowania (zob. uwage po sformutowaniu aksjomatu pary).
Aby zastosowac¢ aksjomat wyrdzniania, musieliby$my a prior: wiedziec, ze istnieje
zbior Z, do ktérego naleza wszystkie elementy y o wlasnosci 3z € X (®(x,vy)),
by moée nastepnie zbidér Y wyroznié za pomoca tej wlasnosei spoérod elementdw

zbioru Z.
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Z powyzszych uwag wynika jednak, ze aksjomat zastepowania mozna tez sfor-

mulowac¢ w nastepujacy sposéb:
‘v’pl...‘v’pn<‘v’x Ay ®(x,y, X, p1,...,pn)
= VX 3Z Vz <:1; eX =Jy(ye Z/\@(:z;,y,X,pl,...,pn))>>.

Zauwazmy réwniez, ze w powyzszym zapisie formute
Vo Iy ®(a,y, X, p1,...,Pn)-

mozna zastapi¢ formula

Ve e X 3y <<I>(:z:,y,X,p1,---,pn)>a

przenoszac jednoczesnie kwantyfikator VX na poczatek:

vX ‘v’pl...‘v’pn<‘v’x€X (Elly @(w,y,X,pl,...,pn)>
= dZ Vx <:1;€X = dy (yEZ/\@(:z;,y,X,pl,...,pn))>).

Istotnie, jesli mamy Va Jly ®(x,y) to tym bardziej Vo € X Jly ®(x,y).
Na odwrét, jesli mamy Va € X Jly &(x,y), to dla formulty ®'(x,y), okredlone;
nastepujaco:
(reX = Sr,y)A(zgX = y=u),

mamy YV Iy &'(x,y); zastapienie formuly ®(x,y) formuta ®'(x,y) nie wplywa na

sens sformulowania aksjomatu.

Wynika stad, ze aksjomat zastepowania gwarantuje rowniez, ze jesli formuta ®
pozwala kazdemu elementowi x danego zbioru X jednoznacznie przyporzadkowaé
taki y, dla ktorego mamy ®(x,y, X,p1,...,pn) (zmienne py,. .., p, odgrywaja role

parametrow), to przyporzadkowanie
x+— jedyny y taki, ze ®(z,y, X,p1,...,Pn)

jest funkcja. Mianowicie, jesli Z jest zbiorem takim, ze dla kazdego elementu z € X

istnieje dokladnie jeden element y € Z, dla ktérego mamy ®(x,y, X,p1,...,pn)
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(istnienie takiego zbioru Z zapewnia wiasnie aksjomat zastepowania), to te funkcje

mozna zdefiniowaé¢ za pomoca aksjomatu wyrdzniania w nastepujacy sposob:
f={{zy) e X xZ: ®(x,y, X,p1,...,pn)}

Aksjomat zastepowania pozwala wiec zdefiniowac funkeje f (i zarazem stwier-
dzi¢ jej istnienie) podajac ,,przepis” na jednoznaczne przyporzadkowanie kazdemu
elementowi x zbioru X (argumentéw funkeji) wartosci y definiowanej funkeji bez

uprzedniego wskazania zbioru, do ktorego wartosci tej funkeji beda nalezeé.

Nastepujacy przykitad ujawnia role aksjomatu zastepowania w niektorych

przeprowadzonych przez nas wezesniej rozumowaniach.

Przyktad F.4.

(1) W twierdzeniu C.18 (punkt (1)) dowodziliSmy, ze dla kazdego zbioru T', zlozo-
nego z liczb porzadkowych, istnieje liczba porzadkowa wieksza od wszystkich
liczb ze zbioru T. W dowodzie rozwazalismy indeksowana rodzine zbioréow
(O(a) : a € T). Wiedzielismy jednak jedynie, ze dla kazdej liczby o € T ist-
nieje zbiér O(«) i a priori nie znalismy zadnego zbioru Y, do ktérego wszystkie
zbiory O(«) naleza. Istnienie rozpatrywanej indeksowanej rodziny zbiordéw,

czyli funkeji o — O(«), wynika z aksjomatu zastepowania.

Oczywiscie wskazany tu klopot znika, jesli przyjmiemy definicje von Neu-
manna, ktérej konsekwencja jest réwnosé o = O(«) dla kazdej liczby porzad-

kowej «.

(2) W twierdzeniu C.18 (punkt (2)) dowodzilisémy, ze dla kazdego zbioru A, zlo-
zonego ze zbiorow dobrze uporzadkowanych, istnieje zbior dobrze uporzadko-

wany dluzszy od wszystkich elementéw zbioru A.

Na zbiorze A okredlilismy funkcje f wzorem:
f({A, <4)) = typ(4, <a).

Znow jednak a priori nie wiemy, do jakiego zbioru nalezg wartosei tej funkeji 1

uzasadnienie jej istnienia wymaga odwolania sie do aksjomatu zastepowania.

(3) Kluczowy punkt dowodu twierdzenia C.11 polegal na pokazaniu, ze jesli A

jest dowolnym zbiorem dobrze uporzadkowanym przez relacje < 4), to istnieje
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dokladnie jedna liczba porzadkowa « (w sensie definicji von Neumanna), ktora

jest z nim izomorficzna.

Na zbiorze A, sktadajacym sie z tych elementéw zbioru A, ktére wyznaczaja
odcinki poczatkowe izomorficzne z liczbami porzadkowymi, okreslilismy funk-

cje f za pomocg warunku:
f(a) jest jedyna liczba porzadkows izomorficzna z odcinkiem O(a).
Sytuacja jest taka sama, jak w poprzednim punkcie. H

Inny sposob wykorzystania aksjomatow zastepowania pokazuje kolejny przy-

ktad.

Przyklad F.5. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. W kazdym z nastepujacych
przypadkow dowdd istnienia zbioru Y wymaga skorzystania z aksjomatu zastepo-

wania.

(a) V= {4, {4}, {{4}}, {{4}}},..}.
(b) Y = {4, P(A), P(P(A)), P(P(P(A)....}.

W obu wypadkach nalezy zastosowac ten aksjomat do zbioru X = N, uzywajac
formuty W(n,y) wyrazajacej, méwiac niezbyt $cisle, nastepujaca wlasnosc:
»n € N1y jest wynikiem zastosowania n-krotnej iteracji pewnej ,operacji” ¢
do zbioru A”. W punkcie (a) chodzi o ,operacje” ¢(x) = {x}, w punkcie (b)
— o ,operacje” p(x) = Plx).

W kazdym z przypadkéw mamy w rzeczywistosci do czynienia z pewng for-
mula @, dla ktérej zachodzi Vadly ®(x,y); napis y = ¢(x) jest po prostu
skrotem dla ®(z,y). W

W powyzszym przykladzie narzucajacym sie sposobem znalezienia odpowied-
niej formuly W(n,y) byloby zdefiniowanie ciagu nieskoniczonego f za pomoca wa-

runkow indukeyjnych:

(P) £(0) =a,
(R) fln+1)=¢(f(n)), danel,

a nastepnie przyjecie, ze W(n,y) wyraza wlasnos¢ y = f(n). Co wiecej, majac
funkeje f moglibysmy juz bez koniecznosei korzystania z aksjomatu zastepowania

kazdorazowo stwierdzi¢ po prostu, ze Y = Ry.
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Zwréemy jednak uwage, ze powyzsza definicja ciagu f wykracza poza za-
kres stosowalnosci twierdzen o definiowaniu przez indukcje, poznanych w toku
wykladéw (por. wyklady 4, 11 i 12). Przykladowo, w twierdzeniu 4.6 warunek
(R) odwoluje sie do funkeji p : A— A, gdzie A jest danym zbiorem, do ktérego
naleze¢ maja wyrazy definiowanego ciagu. W rozpatrywanej sytuacji a priori ani
nie znamy zbioru A, ani warunek (R) nie odwoluje sie do funkeji. Istnienie ciagu
ciagu f wymaga wiec uzasadnienia, ktére oparte jest wlasnie na aksjomacie zaste-
powania. Ogolne twierdzenie, a wlasciwie schemat twierdzen, dotyczacych definicji

indukeyjnych tego typu, ma nastepujaca postac.

Niech ®(x,y) bedzie formula (mogaca zawierac¢ parametry, ktore jednak — dla
wiekszej przejrzystosci — pomijamy). W zalozeniu twierdzenia wystapi warunek
Vaedly ®(x,y), dzieki ktéremu, tak jak poprzednio, o formule ®(x, y) bedzie mozna
mysle¢ jak o definicji pewnej ,operacji”. Pelni ona we wzorze indukeyjnym role
»przepisu”, ktéry pozwala w , kroku” « zdefiniowac wyraz x, za pomoca zdefinio-
wanych ,wezesniej” wyrazéw ciagu o indeksach mniejszych od «. Zamiast ®(z,y)
bedziemy pisa¢ y = (x); wyrazem poczatkowym definiowanego ciagu jest o(@),
czyli jedyny ¢, dla ktérego mamy ®(J, o).

Twierdzenie F.6. Jedli zachodzi warunek:
Vaedly ®(x,y),

to dla dowolnej liczby porzadkowej v > 0 istnieje doktadnie jeden ciag pozaskon-

czony (Tq)a<~ dlugosei v taki, ze:
o =¢((28)g<a) dla wszystkich o < 7.

Szkic dowodu. Rozumujemy tak jak w dowodzie twierdzenia D.3. Dla kaz-
dej liczby porzadkowej ¢ < ~, ciagiem indukcyjnym diugosci € nazywamy ciag

pozaskonczony f dlugosci € spelniajacy warunek:

fa) = ¢(fl0(a)) dlaa <.

Nastepnie pokazujemy, ze dla kazdej liczby £ < v istnieje doktadnie jeden ciag
indukeyjny fe dlugosei £ — ciag f, jest ciagiem, ktorego szukamy.

Jedyna réznica polega na tym, ze z chwila, gdy pokazemy, ze dla kazdej liczby
€ istnieje co najwyzej jeden ciag indukeyjny dtugosci £, do uzasadnienia istnienia

indeksowanej rodziny ciagéw indukeyjnych (fe : € € Z), o zbiorze indekséw

Z ={& <~ : istnieje cigg indukeyjny diugosci £},
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musimy wykorzysta¢ aksjomat zastepowania. W dowodzie twierdzenia D.3 wy-
starczyl w tym miejscu aksjomat wyrodzniania, gdyz znajac zbiér A, do ktorego
naleza wyrazy definiowanego ciagu, potrafimy tez wskazac¢ zbiér, do ktorego na-
leza wszystkie funkcje f¢ dla £ € Z — zbiorem tym jest U AC)

a<lvy

Podamy jeszcze jedno zastosowanie powyzszego twierdzenia. Domknieciem
przechodnim zbioru X nazywamy najmniejszy (w sensie inkluzji) zbiér prze-

chodni, w ktorym zbior X jest zawarty.
Twierdzenie F.7. Dla kazdego zbioru X istnieje jego domkniecie przechodnie.

Dowéd. Definiujemy ciag (X, )nen za pomoca nastepujacych warunkéw in-

dukcyjnych:
Xy =X,

Xpp1=UX,, daneN,
Sciélej, niech ®(z,y) bedzie formuty wyrazajaca nastepujaca wlasnosé:
(=0 = y=X)AN (e #92 = y:U:L').
Wéwezas istnienie ciagu (X, )pen wynika z twierdzenia F.6 (dla formuly ®(z,y)).

Niech T'= |J X,. Twierdzimy, ze T jest domknieciem przechodnim zbioru
neN

Oczywiscie, X C T. Ponadto, zbior T jest przechodni. Istotnie, jesh = € T
oraz z € z, to v € X, dla pewnego n € N1 wowczas z € X, 44, skad 2 € T

Zatézmy wiec, ze Z jest dowolnym zbiorem przechodnim takim, ze X C Z;
pokazemy, ze T C Z. W tym celu udowodnimy przez indukeje, ze X,, C Z dla
dowolnego n € N.

Poniewaz Xy = X, wiec Xg C Z. Niech n € N 1 zalézmy, ze X,, C Z; chcemy
pokazac, ze X,4+1 C Z. Wezmy = € X,,41. Skoro X, 11 = [JX,, to z € z dla
pewnego z € X,,. Ale X,, C Z, wiec z € Z 1 z przechodniosci zbioru Z wynika, ze
r € Z.

Pokazalismy, ze zbior T' jest najmniejszym zbiorem przechodnim, zawieraja-

cym zbior X. W
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Aksjomaty 1- 9 uzywane byly w toku wykladow wielokrotnie 1 wspolczesna
matematyka nie moze sie bez nich obyé¢ (dotyczy to zwlaszeza aksjomatéw 1 — 8).
Na koniec sformutujemy aksjomat, ktory poza teoria mnogosci nie ma istotnego

znaczenia.

10. Aksjomat regularnosci (ufundowania).

Aksjomat ten wyklucza pewne obiekty z opisywanego przez aksjomaty uni-

wersum zbioréw, narzucajac na zbiory nastepujacy warunek:
Kazdy niepusty zbior X ma element roztgezny z X.

Z tego aksjomatu skorzystalismy w wyktadzie 1., przyjmujac, ze nie istnieje
zaden zbidr A taki, ze A € A. Istotnie, w przeciwnym razie w zbiorze X = {A}
nie byloby elementu roztagcznego z X; jedynym elementem zbioru X jest zbior A,
ale A € AN X. Podobnie, nie istnieja takie zbiory A, B, ze A € B € A, ani zbiory
A, B,C, dla ktérych A € B e C € A itd.

Twierdzenie F.8. Nie istnieje ciag zbiordw (r,)nen taki, ze

Vn € N (2p41 € ).

Dowéd. Przypusémy, ze (x,)nen jest ciagiem o powyzszej wlasnosci i niech
X ={x,: n € N}. Wowczas dla kazdego n € N mamy

Tpil € X N Zy,

wiec zbior X nie jest roztagczny z zadnym swoim elementem. Jest to sprzeczne

z aksjomatem ufundowania. W

Nazwa ,aksjomat ufundowania” ma nastepujace uzasadnienie. Relacje r nazy-
wamy relacja ufundowang w zbiorze X, jesli w kazdym niepustym podzbiorze
Y C X istnieje taki element y € Y, z ktérym zaden element x € Y nie jest w relacji

r. Innymi stowy, mamy —(z r y) dla kazdego « € Y.

Zauwazmy na przyktad, ze relacja liniowego porzadku < zbioru X dobrze po-

rzadkuje ten zbiér wtedy 1 tylko wtedy, gdy relacja < jest ufundowana w zbiorze
X.
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Aksjomat ufundowania jest réwnowazny stwierdzeniu, ze ,relacja nalezenia”

jest ufundowana w kazdym zbiorze, Scidlej: dla kazdego zbioru X, relacja
el X ={(r,y) e X xX: zey}
jest ufundowana w X.

Rola aksjomatu regularnosci w teorii mnogosci polega rowniez na tym, ze po-
zwala on na lepsze sprecyzowanie, jaka jest struktura uniwersum zbioréw, ktore
aksjomaty staraja sie opisac. Mianowicie, postugujac sie twierdzeniem F.6, mozna
kazdej liczbie porzadkowej o przyporzadkowac zbior R, w taki sposob, by spel-

nione byly nastepujace warunki indukcyjne:
Ry, =0,
Rot1 = P(Ra),

R, =J{Rp: P < a}, oileliczba a jest graniczna.

Powiemy, ze zbior X ma wtasnosé R, jesli istnieje liczba porzadkowa « taka, ze

X € R,. Naszym celem jest udowodnienie, ze kazdy zbiér ma wlasnose R.
Lemat F.9. Kazdy zbior R, jest przechodni.

Dowéd. Przypusémy, ze jest przeciwnie 1 niech « bedzie najmniejsza liczba

porzadkowa, dla ktorej zbior R, nie jest przechodni.
Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1. Liczba « jest nastepnikiem porzadkowym.

Woéwezas a = v 4 1 dla pewnej liczby v oraz R, = P(R-). Niech © € R,
iz €z Wtedy 2 C R, wiec z € R,. Ale v < «, wiec zbior R, jest przechodni,
astad = C R, czyli 2 € R,.

Okazalo sie, ze zbior R, jest przechodni, co przeczy wyborowi «.

Przypadek 2. Liczba « jest graniczna.
Wtedy
Ry = |J R..

y<a
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Niech z € Ry 12z € 2. Wtedy = € R, dla pewnej liczby v < a. Ale v < «, wigc
zbior R, jest przechodni. Stad wynika, ze z € R, a wigc tym bardziej z € R,.

Okazalo sie, ze zbior R, jest przechodni, co ponownie przeczy wyborowi c.

Uwaga. Rozumujac tak jak w dowodzie lematu F.9 mozna wykazac¢ ogolnie, ze
jesli zbior X jest przechodni, to zbidr P(X) tez jest przechodni. Podobnie, mozna
pokazac, ze jesli zbiory A; sa przechodnie dla ¢ € I, to zbior |J A; tez jest prze-

el
chodni.
Lemat F.10. Dla dowolnych liczb porzadkowych «, 3

ﬂga = RﬁgRa-

Dowéd. Przypusémy, ze jest przeciwnie 1 niech « bedzie najmniejsza liczba
porzadkowsa, dla ktorej istnieje liczba f < a spelniajaca warunek Rz € Rq;
ustalmy taka liczbe 3.

Znéw rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1. Liczba « jest nastepnikiem porzadkowym.

Wowezas f < v < v+ 1=« dla pewnej liczby ~. Poniewaz v < a1 § < 7, to
Rs C R,. Jesli wigc v € Rg, to x € R,. Z lematu F.9 wynika zatem, ze v C R,
czyli * € Ry41 = Ro. To dowodzi, ze Rg C R,, whrew wyborowi «.

Przypadek 2. Liczba « jest graniczna.
Wtedy
R, = |J R,
y<a
wige w szczegolnosei R C Ry, co znowu przeczy wyborowi a.
W obu przypadkach otrzymaliSmy sprzecznos¢. B

Lemat F.11. Jesli kazdy element zbioru X ma wlasnos¢ R, to X ma wtasnosc¢ R.

Dowdéd. Niech f bedzie funkcja dana wzorem
f(z) =min{a:z€ R,} dla zeX.
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Istnienie takiej funkeji f wynika z aksjomatu zastepowania.
Niech teraz 3 = sup Ry. Wowcezas z lematu F.10 wynika, ze
z € R dla kazdego =z € X,
czyli X C Rg, a stad X € Rgy1. To dowodzi, ze zbior X ma wilasnos¢ R. W
Mozemy teraz udowodnic¢ zapowiedziane (przed lematem F.9) twierdzenie.
Twierdzenie F.12. Kazdy zbior ma wlasnosé¢ R.

Dowéd. Przypusémy, ze wbhrew tezie twierdzenia, istnieje zbior Y, ktory nie
ma wlasnosci R. Niech T bedzie domknieciem przechodnim zbioru Y'; jego istnienie
gwarantuje twierdzenie F.7. Zauwazmy, ze zbior T rowniez nie ma witasnosci R.
Istotnie, w przeciwnym razie T € R, dla pewnej liczby porzadkowe] a 1 wowczas
T C R, namocy lematu F.9, astadY C Ry, czyhl Y € R,41, co przeczy wyborowi
zbioru Y.

Okreslmy zbior X wzorem

X = {2 €T: x nie ma wlasnoséci R}.

Z lematu F.11 wynika, ze X # @, wiec korzystajac z aksjomatu regularno-
sci wybierzmy taki zbior Z € X, ze Z N X = &. Zauwazmy, ze Z € T, wiec

przechodnio$c zbioru T zapewnia, ze Z C T.

Wezmy dowolny element © € Z. Wéwczas ¢ € X, ale jednoczednie x € T,
wiec * ma witasnos¢ R. Z lematu F.11 wynika zatem, ze rowniez Z ma wlasnosc

R 1 otrzymujemy sprzecznosc. M

Konsekwencja aksjomatu regularnosci jest wiec to, ze teoria mnogosci ZFC
formalnie ogranicza sie do badania zbiorow majacych wtasnosé R. Hierarchia zbio-
row postaci R, nadaje uniwersum zlozonemu z takich zbiorow strukture, ktora
wyobraza ponizszy rysunek.

Rysunek F.1.

Moze sie wydawac zaskakujace, ze redukujemy nasze rozwazania wytacznie
do zbioréw otrzymanych ze zbioru pustego w wyniku ,pozaskonczonej iteracji”

operacji tworzenia zbioru potegowego. Podkreslmy wiec raz jeszcze, ze z jednej
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strony ograniczenie to ma znaczenie dla samej teorii mnogosci, z drugiej jednak
— nie wplywa istotnie na ksztalt pozostalej matematyki. Po pierwsze bowiem, jak
juz niejednokrotnie zaznaczalismy, sam sposob zdefiniowania takich pojeé¢, jak na
przyktad liczby naturalne czy rzeczywiste, nie ma wielkiego znaczenia dla zajmo-
wania sie sama matematyka. Po drugie, jesli zbior liczb naturalnych N zdefiniujemy
jako najmniejszy zbiér induktywny (zob. aksjomat nieskonczonosci), a nastepnie
za pomoca tego zbioru skonstruujemy pozostale zbiory liczbowe: Z, Q oraz R (zob.
wyklad 11), to mozna latwo pokazaé, nie odwolujac sie do aksjomatu regularno-
sci, ze wszystkie te zbiory maja wlasnos¢ R. Rowniez 1 inne podstawowe obiekty
matematyczne mozna bez ograniczenia ogélnosci definiowac jako pewne zbiory

o wlasnosci R.

Wspomnijmy w tym miejscu, ze przyjete przez teorie ZFC rozstrzygniecie
co do tego, jakie obiekty tworza badane uniwersum, nie jest jedynym mozliwym.
Znane sa inne ujecia teorii mnogosci, ktore dopuszczaja istnienie obiektow, ktore

nie sg zbiorami. W szczegolnosci obiektami tymi moga by¢ atomy oraz klasy.

Atomy nie maja w ogole elementow, cho¢ sa rozne od zbioru pustego. W teorii
mnogosci z atomami przyjmuje sie czesto odpowiednik aksjomatu regularnosci mo-
wigcy, ze wszystkie zbiory mozna otrzymac ze zbioru pustego 1 atoméw w wyniku

,pozaskonczonej iteracji” operacji tworzenia zbioru potegowego.
Klasy maja elementy 1 przyjmuje sie, ze kazdy zbior jest klasa. W teorii mno-
gosel z klasami dopuszcza sie jednak istnienie klas, ktére sa w pewnym sensie ,za

duze” na to, by by¢ zbiorami. Ich przyktadami sa: klasa wszystkich zbiorow, klasa

wszystkich liczb porzadkowych 1 klasa wszystkich liczb kardynalnych.

Przedstawmy na koniec liste wszystkich aksjomatow ZFC, zapisanych za po-
mocg odpowiednich formul. Dwukrotnie uzyjemy skrotu postaci 3lyW(y) na ozna-
czenie formutly wyrazajace] wlasnosé ,jistnieje dokladnie jeden taki y, ze zachodzi

W(y)”. Formula taka ma postac:

Jy W(y) A VaVe <(W(:1;) AW (2) = 2 = Z)

(1) Aksjomat ekstensjonalnosci.
VAVB <‘v’:1; (zed & :L'EB):>A:B>.
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(2) Aksjomat zbioru pustego.

3X Vy —(y € X).
(3) Aksjomaty wyrdézniania.
Vpi ...Vp, VB 34 Vz <:1; cA & (ve B/\W(:z;,B,pl,...,pn))>.
(4) Aksjomat pary.
VAVB 3C Vz (:I:EC<:>(:1::A\/:1;:B)>.
(5) Aksjomat sumy.

VAU Va (:I:EU < JA (:L'EA/\AEA)).

(6) Aksjomat zbioru potegowego.

VX dP VZ (ZeP & Ve (zeZ = :L'EX)).
(7) Aksjomat nieskoriczonosci.
3X <3Y (Y e X AVy ~(y € Y))
A Yy <yeX = 3z (zEX/\‘v’:z;(sz & (:I;Eny:y))>>>.
(8) Aksjomat wyboru.
VA ((VA(AGA = A+ 0)
ANVAVB (A€ ANBe ANA#B) = —(3z (:z;eA/\xeB))>

—~ 35VA (AeA ;»aly(yesAyeA)».
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(9) Aksjomaty zastepowania.

‘v’pl...‘v’pn<‘v’x Ay S(x,y, X,p1,....0n)

= VX 3V ‘v’y(yEY o Jz(reX A <I>(x,y,X,p1,---,pn))>>-

(10) Aksjomat regularnosci (ufundowania).

vX (X#@ = dy (yEX/\—'(EIZ(ZEX/\ZEy))>>.
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