
W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Dodatek F. Aksjomaty teorii mnogo±ci.Przedstawimy tu przyjmowany dzi± powszechnie system aksjomatów E. Ze-rmelo i A. A. Fraenkla. System ten i opart¡ na nim teori¦ zbiorów nazywa si¦teori¡ mnogo±ci ZFC. Litery Z i F pochodz¡ od nazwisk twórców systemu, a Cjest pierwsz¡ liter¡ angielskiego sªowa choice, czyli wybór { wskazuje ona, »e jed-nym z aksjomatów teorii ZFC jest wªa±nie pewnik wyboru (zob. wykªad 4).Aksjomaty dotycz¡ pewnego domy±lnego uniwersum zbiorów, które staraj¡ si¦opisa¢. W konsekwencji, wszystkie obiekty tego uniwersum s¡ zbiorami, a zatemka»dy zbiór jest rodzin¡ zbiorów { swoich elementów. Kwanty�katory ÿdla ka»degox: : : " i ÿistnieje x takie, »e: : : ", nale»y wi¦c teraz odczytywa¢ tak: ÿdla ka»degozbioru x: : : " i, odpowiednio, ÿistnieje zbiór x taki, »e: : : ".1. Aksjomat ekstensjonalno±ci.Jest to przedyskutowana dokªadnie w wykªadzie 1. zasada równo±ci zbiorów:Je±li zbiory A i B maj¡ te same elementy, to s¡ identyczne.2. Aksjomat zbioru pustego.Jest to aksjomat, który gwarantuje, »e opisywane uniwersum zbiorów jestniepuste { nale»y do niego zbiór pusty:Istnieje zbiór, który nie ma »adnego elementu.3. Aksjomaty wyró»niania.Wªa±ciwie mamy tu do czynienia ze schematem aksjomatów wyró»niania. Jestich bowiem niesko«czenie wiele, a ka»dy z nich jest zwi¡zany z dan¡ wªasno±ci¡W : Dla ka»dego zbioru B, istnieje zbiór A, zªo»ony z tych i tylko tych elementówx zbioru B, które maj¡ wªasno±¢ W .Jest to wi¦c schemat de�niowania zbiorów, przedyskutowany w wykªadach1 i 2. Wró¢my tu jednak raz jeszcze do istotnej kwestii, za pomoc¡ jakich wªa-sno±ci mo»na de�niowa¢ zbiory. Okazuje si¦, »e wystarczy rozpatrywa¢ wyª¡cznienast¦puj¡ce wªasno±ci:(1) wªasno±ci podstawowe (nazywane czasem atomowymi), czyli wªasno±ci postacix = y oraz x 2 y,Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 1



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.(2) wªasno±ci, utworzone z wªasno±ci podstawowych za pomoc¡ spójników logicz-nych i kwanty�katorów.Rozwijaj¡c aksjomatyczn¡ teori¦ mnogo±ci jako formaln¡ teori¦ logiczn¡ mo»-na w ogóle ograniczy¢ si¦ do ÿwypowiedzi" powy»szej postaci, które nazywa si¦formuªami (j¦zyka pierwszego rz¦du). Dokªadniej, formuªy s¡ wyra»eniami zbudo-wanymi ze zmiennych, spójników logicznych, kwanty�katorów i nawiasów zgodniez nast¦puj¡cymi reguªami:(1) Formuªami s¡ wyra»enia postaci x = y i x 2 y, gdzie x i y s¡ dowolnymizmiennymi.(2) Je±liW1 iW2 s¡ formuªami, to formuªami s¡ te» wyra»enia : (W1), (W1 ^W2),(W1 _W2), (W1 )W2), (W1 ,W2).(3) Je±liW jest formuª¡, a x jest dowoln¡ zmienn¡, to formuªami s¡ te» wyra»enia9x W oraz 8x W .Formuªy sªu»¡ wi¦c do wyra»ania wªasno±ci dwóch poj¦¢: zbioru oraz nale»eniado zbioru. S¡ to tak zwane poj¦cia pierwotne teorii mnogo±ci. W praktyce, wrazz rozwojem teorii wprowadzamy wiele nowych poj¦¢ i z ich pomoc¡ formuªujemycoraz bardziej zªo»one wªasno±ci. Dbamy jednak o to, »eby daªo si¦ je wyrazi¢za pomoc¡ formuª. Przykªadowo, wªasno±¢ x 62 A mo»na traktowa¢ jako skrótformuªy :(x 2 A), wªasno±¢ Z � X odpowiada formule8x (x 2 Z ) x 2 X) ; (1)a wªasno±¢ A \B = ? { formule: (9x (x 2 A ^ x 2 B)) (2)itp. W szczególno±ci, wszystkie aksjomaty mo»na zapisa¢ w postaci odpowiednichformuª, co zostanie zrobione na ko«cu tego dodatku.Przez zmienne wyst¦puj¡ce w formule rozumiemy wszystkie litery, które si¦w niej pojawiaj¡. Zwró¢my uwag¦, »e zmienne mog¡ wyst¦powa¢ w ró»nych rolach.Zmienna x w formuªach (1) i (2) w pewnym sensie wcale nie jest ÿzmienn¡",gdy» jest zwi¡zana kwanty�katorem. Natomiast rol¦ ÿprawdziwych" zmiennychodgrywaj¡ litery Z i X w formule (1) oraz litery A i B w formule (2). S¡ tozmienne wolne tych formuª. Zmienne te s¡ wolne w podobnym sensie, w jakimÿwolna" jest zmienna y w oznaczeniu caªki nieoznaczonej R (x+y)dx, podczas gdyDodatek F, wersja 27.10.2004 F { 2



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.zmienna x jest w nim ÿzwi¡zana". Natomiast w wyra»eniu x+R (x+y)dx zmienn¡x uznamy za ÿwoln¡" { analogicznie, zmienn¡ woln¡ danej formuªy jest ka»dazmienna, której co najmniej jedno wyst¡pienie w tej formule nie jest zwi¡zane»adnym kwanty�katorem. Na przykªad, zmiennymi wolnymi formuªyx 2 y ) 9x (x 2 z);s¡ nie tylko zmienne y i z, ale równie» zmienna x (cho¢ jedno z jej wyst¡pie« jestzwi¡zane kwanty�katorem).Odt¡d wi¦c b¦dziemy rozwa»a¢ tylko takie wªasno±ci, które da si¦ wyrazi¢ zapomoc¡ formuª (cho¢ w praktyce rzadko b¦dziemy je w tej postaci zapisywa¢).Wobec tego mo»na powiedzie¢, »e schemat aksjomatów wyró»niania wi¡»e z ka»d¡formuª¡ W odpowiedni aksjomat, który u»ywaj¡c symboliki logicznej mo»na za-pisa¢ w nast¦puj¡cej postaci:8p1 : : :8pn 8B 9A 8x �x 2 A, (x 2 B ^W (x;B; p1; : : : ; pn))�:W formule W by¢ mo»e pewne zmienne s¡ wolne, inne za± mog¡ nie by¢ wolne {zapis W (x;B; p1; : : : ; pn) oznacza, »e wszystkie zmienne wolne formuªy W znaj-duj¡ si¦ w±ród zmiennych x;B; p1; : : : ; pn. W szczególno±ci zakªadamy, »e A niejest zmienn¡ woln¡ formuªy W . Jest to istotne dla unikni¦cia kªopotów naturylogicznej. Intuicyjnie, nie mo»emy wyró»nia¢ elementów, które maj¡ utworzy¢ de-�niowany zbiórA, za pomoc¡ wªasno±ci odwoªuj¡cej si¦ do tego zbioru, zanim jesz-cze zostaª on zde�niowany (zob. przykªad F.1 punkt (3)). Zmienne B; p1; : : : ; pnodgrywaj¡ rol¦ parametrów.Przykªad F.1.(1) NiechW (x;B;C) oznacza formuª¦ x 2 C. Wówczas odpowiadajacy tej formuleaksjomat wyró»niania stwierdza, »e8C 8B 9A 8x �x 2 A , (x 2 B ^ x 2 C)�;czyli innymi sªowy: dla dowolnych zbiorów C i B istnieje zbiórA = fx 2 B : x 2 Cg:Zde�niowany zbiór A jest po prostu cz¦±ci¡ wspóln¡ zbiorów C i B. Inaczejmówi¡c, iloczyn C \ B zde�niowali±my, wyró»niaj¡c spo±ród wszystkich ele-mentów zbioru B te, które nale»¡ jednocze±nie do C { jego istnienie wynikaDodatek F, wersja 27.10.2004 F { 3



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.wi¦c z aksjomatu wyró»niania. Oczywi±cie, iloczyn C \B mo»na równie» zde-�niowa¢, wyró»niaj¡c spo±ród wszystkich elementów zbioru C te, które nale»¡jednocze±nie do B, czyli okre±laj¡cC \B = fx 2 C : x 2 Bg:(2) Przeci¦cie dowolnej niepustej rodziny zbiorów mo»na równie» zde�niowa¢ zapomoc¡ aksjomatu wyró»niania (pami¦tajmy, »e teraz mówimy wyª¡cznie ozbiorach, zatem ka»dy zbiór jest rodzin¡ zbiorów i terminów ÿzbiór" orazÿrodzina zbiorów" mo»emy u»ywa¢ zamiennie).Mianowicie, niech W (x;B;A) oznacza formuª¦8A �A 2 A ) x 2 A�:Wówczas dla ka»dego B 2 A mamy\A = fx 2 B : W (x;B;A)g:Inaczej mówi¡c, iloczyn niepustej rodziny zbiorów A zde�niowali±my, wyró»-niaj¡c spo±ród wszystkich elementów dowolnego zbioruB 2 A te, które nale»¡do wszystkich zbiorów rodzinyA. Istnienie iloczynu niepustej rodziny zbiorówwynika wi¦c z aksjomatu wyró»niania.(3) Niech W (x;C) oznacza formuª¦ :(x 2 C). Odpowiadaj¡cy tej formule aksjo-mat wyró»niania stwierdza, »e8C 8B 9A 8x �x 2 A , (x 2 B ^ x 62 C)�;czyli innymi sªowy: dla dowolnych zbiorów C i B istnieje zbiórA = fx 2 B : x 62 Cg:Zbiór A jest po prostu ró»nic¡ zbiorów B i C. Inaczej mówi¡c, ró»nic¦ B nCzde�niowali±my, wyró»niaj¡c spo±ród wszystkich elementów zbioruB te, którenie nale»¡ do C.Natomiast A jest zmienn¡ woln¡ formuªy W (x;A), czyli formuªy :(x 2 A)i bª¦dem byªoby zastosowanie aksjomatu wyró»niania, odpowiadaj¡cego tejformule w nast¦puj¡cy sposób:8B 9A 8x �x 2 A , (x 2 B ^W (x;A)�;Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 4



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Mianowicie, je±li zbiór B jest niepusty, to w wyniku powy»szej ÿde�nicji"otrzymamy zbiór A = fx 2 B : x 2 B ^ x 62 Ag;czyli zbiór A = B nA:Jednak»e, skoro B 6= ?, to ostatnia równo±¢ nie zachodzi dla »adnego zbioruA { otrzymujemy wi¦c sprzeczno±¢. �4. Aksjomat pary.Aksjomat ten gwarantuje istnienie pary nieuporz¡dkowanej dowolnych zbio-rów A i B:Dla dowolnych zbiorów A i B istnieje zbiór C, którego elementami s¡ dokªad-nie zbiory A oraz B.Przypomnijmy, »e w wykªadzie 1 przyj¦li±my umow¦, »e b¦dziemy stosowa¢oznaczenia postaci A = fx : W (x)g tylko w sytuacjach, w których istnienie zbioruA nie budzi w¡tpliwo±ci, tzn., gdy b¡d¹ z kontekstu wynika, z jakiego zbioru Belementy tworz¡ce zbiór A zostaªy wyró»nione za pomoc¡ wªasno±ci W (x), b¡d¹te» istnienie zbioru A gwarantuj¡ inne aksjomaty teorii mnogo±ci.Zauwa»my, »e wªa±nie aksjomat pary zapewnia poprawno±¢ zapisufA;Bg = fx : x = A _ x = Bg:Nie mo»emy natomiast istnienia pary nieuporz¡dkowanej uzasadni¢ u»ywaj¡c ak-sjomatu wyró»niania; musieliby±my a priori wiedzie¢, do jakiego zbioru nale»¡zbiory A i B, by móc nast¦pnie par¦ fA;Bg wyró»ni¢ spo±ród jego elementów zapomoc¡ formuªy x = A _ x = B. Takim zbiorem jest oczywi±cie wªa±nie parafA;Bg, ale wiemy o tym dopiero po zagwarantowaniu jej istnienia za pomoc¡ ak-sjomatu pary. Z powy»szych uwag wynika jednak, »e aksjomat pary mo»na te»sformuªowa¢ w nast¦puj¡cy sposób:Dla dowolnych zbiorów A i B istnieje taki zbiór C, do którego nale»¡ zbioryA oraz B.5. Aksjomat sumy.Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbiorów A:Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 5



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Dla dowolnej rodziny zbiorów A istnieje zbiór U , do którego nale»¡ dokªadniete zbiory x, które nale»¡ do co najmniej jednego spo±ród zbiorów, które s¡ elemen-tami rodziny A.Aksjomat ten uprawnia nas do zapisania de�nicji sumy rodziny zbiorów w po-staci [A = fx : 9A (x 2 A ^A 2 A)g;cho¢, z tych samych powodów, co w przypadku pary nieuporz¡dkowanej, istnieniasumy nie mo»emy uzasadni¢ za pomoc¡ aksjomatu wyró»niania.Przykªad F.2.(1) Sum¦ zbiorów A i B mo»na zde�niowa¢ jako sum¦ rodziny zbiorów A =fA; Bg, której istnienie gwarantuje z kolei aksjomat pary:A [B =[fA;Bg:(2) Ró»nic¦ symetryczn¡ zbiorów A i B mo»na zde�niowa¢ za pomoc¡ schematuwyró»niania, jako podzbiór sumy zbiorów A i B:A : B = fx 2 A [ B : x 62 A _ x 62 Bg: �6. Aksjomat zbioru pot¦gowego.Aksjomat ten zapewnia istnienie zbioru pot¦gowego dowolnego zbioru:Dla ka»dego zbioru X istnieje zbiór P , którego elementami s¡ dokªadnie pod-zbiory zbioru X.Znowu wi¦c, po przyj¦ciu tego aksjomatu wolno nam napisa¢, »eP(X) = fZ : Z � Xg:Przykªad F.3. Iloczyn kartezja«ski zbiorów A i B mo»na zde�niowa¢ za pomoc¡aksjomatu wyró»niania. Trzeba najpierw zastanowi¢ si¦, do jakiego zbioru nale»¡pary uporz¡dkowane hx; yi, gdy x jest dowolnym elementem zbioru A, a y { dowol-nym elementem zbioru B. �eby odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy zdecydowa¢si¦ na konkretn¡ de�nicj¦ pary uporz¡dkowanej. Przyjmijmy wi¦c tu, »ehx; yi = ffxg; fx; ygg:Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 6



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Poniewa» x 2 A i y 2 B, wi¦c oba elementy x i y nale»¡ do zbioru A [ B. St¡dwynika, »e fxg � A [ B oraz fx; yg � A [B:Zatem fxg; fx; yg 2 P(A [B):To z kolei poci¡ga za sob¡, »effxg; fx; ygg � P(A [B);czyli hx; yi 2 P(P(A [B)):Ostatecznie, de�nicja iloczynu kartezja«skiego zgodna z aksjomatem wyró»-niania wygl¡da nast¦puj¡co:A�B = fz 2 P�P(A [B)� : 9x 9y (x 2 A ^ y 2 B ^ z = hx; yi)g: �7. Aksjomat niesko«czono±ci.Zadaniem tego aksjomatu jest zagwarantowanie istnienia zbiorów niesko«-czonych, a w szczególno±ci zbioru liczb naturalnych. Zbiór X nazywamy zbioreminduktywnym, je±li speªnia nast¦puj¡ce dwa warunki:(1) ? 2 X,(2) 8y (y 2 X ) y [ fyg 2 X).Aksjomat niesko«czono±ci stwierdza, »e:Istnieje zbiór induktywny.Aksjomat ten rzeczywi±cie gwarantuje istnienie zbioru liczb naturalnych. Mia-nowicie, jeden ze sposobów wprowadzenia liczb naturalnych do matematyki polegana przyj¦ciu, »e zbiór liczb naturalnych N to najmniejszy zbiór induktywny. Nie-trudno udowodni¢, »e z istnienia jakiegokolwiek zbioru induktywnego X wynika,»e istnieje najmniejszy taki zbiór: wystarczy zde�niowa¢ N jako cz¦±¢ wspóln¡rodziny wszystkich induktywnych podzbiorów zbioru X.Nietrudno wówczas dowie±¢, »e algebra hN;?; fi, gdzie f(n) = n [ fng dlan 2 N, jest algebr¡ Peano (zob. wykªad 12). Posªuguj¡c si¦ pozostaªymi aksjoma-tami teorii ZFC mo»na te» pokaza¢, »e aksjomat niesko«czono±ci jest równowa»nystwierdzeniu, »e istnieje jakakolwiek algebra Peano.Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 7



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.8. Aksjomat wyboru.Aksjomat ten umo»liwia prowadzenie niekonstruktywnych dowodów istnie-nia ró»nych obiektów matematycznych { postuluje on istnienie funkcji, które niezostaªy w »aden sposób zde�niowane:Dla dowolnej indeksowanej rodziny niepustych zbiorów hAi : i 2 Ii istniejefunkcja wyboru, tzn. funkcja f : I �! Si2I Ai taka, »ef(i) 2 Ai dla ka»dego i 2 I:�atwo pokaza¢, »e powy»sze sformuªowanie aksjomatu wyboru jest na grunciepozostaªych aksjomatów równowa»ne ka»demu z nast¦puj¡cych stwierdze« (por.twierdzenie 4.3):(1) dla dowolnej rodziny A zªo»onej z niepustych zbiorów istnieje funkcja wyborutzn. funkcja f : A�! SA taka, »ef(A) 2 A dla ka»dego A 2 A;(2) dla dowolnej rozª¡cznej rodziny A zªo»onej z niepustych zbiorów istnieje se-lektor, tzn. taki zbiór S � SA, który z ka»dym ze zbiorów rodziny A madokªadnie jeden element wspólny.Niekonstruktywny charakter aksjomatu wyboru i do±¢ nieoczekiwane wnioskiz niego spowodowaªy, »e przez wiele lat byª on w±ród matematyków przedmiotemkontrowersji, które jednak nale»¡ ju» w zasadzie do przeszªo±ci. Te kontrowersjejednak spowodowaªy, »e w oznaczeniu ZFC pojawiªa si¦ litera C { dla podkre-±lenia, »e aksjomat wyboru jest jednym z aksjomatów teorii, na równi z innymi.Bez aksjomatu wyboru nie udaªoby si¦ udowodni¢ ani twierdzenia Zermelo, anilematu Kuratowskigo-Zorna { ka»de z tych twierdze« jest na gruncie pozostaªychaksjomatów jemu równowa»ne. W toku wykªadów korzystali±my z niego wielokrot-nie { zostaª on u»yty nawet w dowodzie tego, »e suma przeliczalnie wielu zbiorówprzeliczalnych jest przeliczalna. Aksjomat wyboru jest narz¦dziem powszechniestosowanym we wspóªczesnej matematyce.9. Aksjomaty zast¦powania.Te aksjomaty gwaratuj¡ istnienie zbiorów zde�niowanych w sposób, którynie zawsze daje si¦ uzasadni¢ za pomoc¡ aksjomatów wyró»niania. Znów mamyDodatek F, wersja 27.10.2004 F { 8



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.tu do czynienia ze schematem aksjomatów zast¦powania { odpowiedni aksjomatzwi¡zany jest z dan¡ formuª¡ �:Je±li dla ka»dego x istnieje dokªadnie jeden y, dla którego zachodzi �(x; y), todla dowolnego zbioru X istnieje taki zbiór Y , »e8y �y 2 Y , 9x 2 X (�(x; y))�:Innymi sªowy, mówi¡c nieformalnie, je±li formuªa �(x; y) de�niuje ÿglobaln¡funkcj¦", czyli okre±la przyporz¡dkowanie ka»demu x takiego jedynego y, dla któ-rego mamy �(x; y), to ÿobraz" dowolnego zbioru X wzgl¦dem tej ÿfunkcji" te»jest zbiorem.Dokªadniej, podobnie jak w przypadku aksjomatu wyró»niania, nale»aªobyuwzgl¦dni¢ rol¦ ró»nych zmiennych wyst¦puj¡cych w formule �. Ponownie przyj-mujemy, »e zapis �(x; y;X; p1; : : : ; pn) oznacza, »e wszystkie zmienne wolne for-muªy � znajduj¡ si¦ w±ród zmiennych x; y;X; p1; : : : ; pn (w szczególno±ci zakªa-damy, »e Y nie jest zmienn¡ woln¡ formuªy �). Ponadto niech kwanty�kator 9!yznaczy: ÿistnieje dokªadnie jeden y taki, »e...". Wówczas aksjomat zast¦powania,odpowiadaj¡cy formule �, przybiera nast¦puj¡c¡ posta¢:8p1 : : :8pn�8x 9!y �(x; y;X; p1; : : : ; pn)) 8X 9Y 8y�y 2 Y , 9x (x 2 X ^ �(x; y;X; p1; : : : ; pn))��:Podkre±lmy, »e istnienie nast¦puj¡cego zbioru Y (dla wi¦kszej przejrzysto±ciparametry pomijamy): Y = fy : 9x 2 X (�(x; y))g;nie wynika z aksjomatu wyró»niania i poprawno±¢ powy»szego zapisu zapewniawªa±nie aksjomat zast¦powania (zob. uwag¦ po sformuªowaniu aksjomatu pary).Aby zastosowa¢ aksjomat wyró»niania, musieliby±my a priori wiedzie¢, »e istniejezbiór Z, do którego nale»¡ wszystkie elementy y o wªasno±ci 9x 2 X (�(x; y)),by móc nast¦pnie zbiór Y wyró»ni¢ za pomoc¡ tej wªasno±ci spo±ród elementówzbioru Z.Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 9



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Z powy»szych uwag wynika jednak, »e aksjomat zast¦powania mo»na te» sfor-muªowa¢ w nast¦puj¡cy sposób:8p1 : : :8pn 8x 9!y �(x; y;X; p1; : : : ; pn)) 8X 9Z 8x �x 2 X ) 9y (y 2 Z ^ �(x; y;X; p1; : : : ; pn))�!:Zauwa»my równie», »e w powy»szym zapisie formuª¦8x 9!y �(x; y;X; p1; : : : ; pn):mo»na zast¡pi¢ formuª¡8x 2 X 9!y ��(x; y;X; p1; : : : ; pn)�;przenosz¡c jednocze±nie kwanty�kator 8X na pocz¡tek:8X 8p1 : : : 8pn 8x 2 X �9!y �(x; y;X; p1; : : : ; pn)�) 9Z 8x �x 2 X ) 9y (y 2 Z ^ �(x; y;X; p1; : : : ; pn))�!:Istotnie, je±li mamy 8x 9!y �(x; y) to tym bardziej 8x 2 X 9!y �(x; y).Na odwrót, je±li mamy 8x 2 X 9!y �(x; y), to dla formuªy �0(x; y), okre±lonejnast¦puj¡co: (x 2 X ) �(x; y)) ^ (x 62 X ) y = x);mamy 8x 9!y �0(x; y); zast¡pienie formuªy �(x; y) formuª¡ �0(x; y) nie wpªywa nasens sformuªowania aksjomatu.Wynika st¡d, »e aksjomat zast¦powania gwarantuje równie», »e je±li formuªa �pozwala ka»demu elementowi x danego zbioru X jednoznacznie przyporz¡dkowa¢taki y, dla którego mamy �(x; y;X; p1; : : : ; pn) (zmienne p1; : : : ; pn odgrywaj¡ rol¦parametrów), to przyporz¡dkowaniex 7! jedyny y taki, »e �(x; y;X; p1 ; : : : ; pn)jest funkcj¡. Mianowicie, je±li Z jest zbiorem takim, »e dla ka»dego elementu x 2 Xistnieje dokªadnie jeden element y 2 Z, dla którego mamy �(x; y;X; p1; : : : ; pn)Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 10



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.(istnienie takiego zbioru Z zapewnia wªa±nie aksjomat zast¦powania), to t¦ funkcj¦mo»na zde�niowa¢ za pomoc¡ aksjomatu wyró»niania w nast¦puj¡cy sposób:f = fhx; yi 2 X � Z : �(x; y;X; p1; : : : ; pn)g:Aksjomat zast¦powania pozwala wi¦c zde�niowa¢ funkcj¦ f (i zarazem stwier-dzi¢ jej istnienie) podaj¡c ÿprzepis" na jednoznaczne przyporz¡dkowanie ka»demuelementowi x zbioru X (argumentów funkcji) warto±ci y de�niowanej funkcji bezuprzedniego wskazania zbioru, do którego warto±ci tej funkcji b¦d¡ nale»e¢.Nast¦puj¡cy przykªad ujawnia rol¦ aksjomatu zast¦powania w niektórychprzeprowadzonych przez nas wcze±niej rozumowaniach.Przykªad F.4.(1) W twierdzeniu C.18 (punkt (1)) dowodzili±my, »e dla ka»dego zbioru T , zªo»o-nego z liczb porz¡dkowych, istnieje liczba porz¡dkowa wi¦ksza od wszystkichliczb ze zbioru T . W dowodzie rozwa»ali±my indeksowan¡ rodzin¦ zbiorówhO(�) : � 2 T i. Wiedzieli±my jednak jedynie, »e dla ka»dej liczby � 2 T ist-nieje zbiórO(�) i a priori nie znali±my »adnego zbioru Y , do którego wszystkiezbiory O(�) nale»¡. Istnienie rozpatrywanej indeksowanej rodziny zbiorów,czyli funkcji � 7! O(�), wynika z aksjomatu zast¦powania.Oczywi±cie wskazany tu kªopot znika, je±li przyjmiemy de�nicj¦ von Neu-manna, której konsekwencj¡ jest równo±¢ � = O(�) dla ka»dej liczby porz¡d-kowej �.(2) W twierdzeniu C.18 (punkt (2)) dowodzili±my, »e dla ka»dego zbioru A, zªo-»onego ze zbiorów dobrze uporz¡dkowanych, istnieje zbiór dobrze uporz¡dko-wany dªu»szy od wszystkich elementów zbioru A.Na zbiorze A okre±lili±my funkcj¦ f wzorem:f(hA;�Ai) = typ(A;�A):Znów jednak a priori nie wiemy, do jakiego zbioru nale»¡ warto±ci tej funkcji iuzasadnienie jej istnienia wymaga odwoªania si¦ do aksjomatu zast¦powania.(3) Kluczowy punkt dowodu twierdzenia C.11 polegaª na pokazaniu, »e je±li Ajest dowolnym zbiorem dobrze uporz¡dkowanym przez relacj¦ �Ai, to istniejeDodatek F, wersja 27.10.2004 F { 11



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.dokªadnie jedna liczba porz¡dkowa � (w sensie de�nicji von Neumanna), którajest z nim izomor�czna.Na zbiorze ~A, skªadaj¡cym si¦ z tych elementów zbioru A, które wyznaczaj¡odcinki pocz¡tkowe izomor�czne z liczbami porz¡dkowymi, okre±lili±my funk-cj¦ f za pomoc¡ warunku:f(a) jest jedyn¡ liczb¡ porz¡dkow¡ izomor�czn¡ z odcinkiem O(a):Sytuacja jest taka sama, jak w poprzednim punkcie. �Inny sposób wykorzystania aksjomatów zast¦powania pokazuje kolejny przy-kªad.Przykªad F.5. Niech A b¦dzie dowolnym zbiorem. W ka»dym z nast¦puj¡cychprzypadków dowód istnienia zbioru Y wymaga skorzystania z aksjomatu zast¦po-wania.(a) Y = �A; fAg; ffAgg; fffAggg; : : :	,(b) Y = fA; P(A); P (P(A)) ; P (P (P(A))) ; : : :g.W obu wypadkach nale»y zastosowa¢ ten aksjomat do zbioruX = N, u»ywaj¡cformuªy W (n; y) wyra»aj¡cej, mówi¡c niezbyt ±ci±le, nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:ÿn 2 N i y jest wynikiem zastosowania n-krotnej iteracji pewnej ÿoperacji" 'do zbioru A". W punkcie (a) chodzi o ÿoperacj¦" '(x) = fxg, w punkcie (b){ o ÿoperacj¦" '(x) = P(x).W ka»dym z przypadków mamy w rzeczywisto±ci do czynienia z pewn¡ for-muª¡ �, dla której zachodzi 8x9!y �(x; y); napis y = '(x) jest po prostuskrótem dla �(x; y). �W powy»szym przykªadzie narzucaj¡cym sie sposobem znalezienia odpowied-niej formuªyW (n; y) byªoby zde�niowanie ci¡gu niesko«czonego f za pomoc¡ wa-runków indukcyjnych:(P) f(0) = a;(R) f(n + 1) = ' (f(n)) ; dla n 2 N;a nast¦pnie przyj¦cie, »e W (n; y) wyra»a wªasno±¢ y = f(n). Co wi¦cej, maj¡cfunkcj¦ f mogliby±my ju» bez konieczno±ci korzystania z aksjomatu zast¦powaniaka»dorazowo stwierdzi¢ po prostu, »e Y = Rf .Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 12



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Zwró¢my jednak uwag¦, »e powy»sza de�nicja ci¡gu f wykracza poza za-kres stosowalno±ci twierdze« o de�niowaniu przez indukcj¦, poznanych w tokuwykªadów (por. wykªady 4, 11 i 12). Przykªadowo, w twierdzeniu 4.6 warunek(R) odwoªuje si¦ do funkcji ' : A�!A, gdzie A jest danym zbiorem, do któregonale»e¢ maj¡ wyrazy de�niowanego ci¡gu. W rozpatrywanej sytuacji a priori aninie znamy zbioru A, ani warunek (R) nie odwoªuje si¦ do funkcji. Istnienie ci¡guci¡gu f wymaga wi¦c uzasadnienia, które oparte jest wªa±nie na aksjomacie zast¦-powania. Ogólne twierdzenie, a wªa±ciwie schemat twierdze«, dotycz¡cych de�nicjiindukcyjnych tego typu, ma nast¦puj¡c¡ posta¢.Niech �(x; y) b¦dzie formuª¡ (mog¡c¡ zawiera¢ parametry, które jednak { dlawi¦kszej przejrzysto±ci { pomijamy). W zaªo»eniu twierdzenia wyst¡pi warunek8x9!y �(x; y), dzi¦ki któremu, tak jak poprzednio, o formule �(x; y) b¦dzie mo»namy±le¢ jak o de�nicji pewnej ÿoperacji". Peªni ona we wzorze indukcyjnym rol¦ÿprzepisu", który pozwala w ÿkroku" � zde�niowa¢ wyraz x� za pomoc¡ zde�nio-wanych ÿwcze±niej" wyrazów ci¡gu o indeksach mniejszych od �. Zamiast �(x; y)b¦dziemy pisa¢ y = '(x); wyrazem pocz¡tkowym de�niowanego ci¡gu jest '(?),czyli jedyny x0, dla którego mamy �(?; x0).Twierdzenie F.6. Je±li zachodzi warunek:8x9!y �(x; y);to dla dowolnej liczby porz¡dkowej 
 > 0 istnieje dokªadnie jeden ci¡g pozasko«-czony hx�i�<
 dªugo±ci 
 taki, »e:x� = '�(x�)�<�� dla wszystkich � < 
:Szkic dowodu. Rozumujemy tak jak w dowodzie twierdzenia D.3. Dla ka»-dej liczby porz¡dkowej � � 
, ci¡giem indukcyjnym dªugo±ci � nazywamy ci¡gpozasko«czony f dªugo±ci � speªniaj¡cy warunek:f(�) = '(f jO(�)) dla � < �:Nast¦pnie pokazujemy, »e dla ka»dej liczby � � 
 istnieje dokªadnie jeden ci¡gindukcyjny f� dªugo±ci � { ci¡g f
 jest ci¡giem, którego szukamy.Jedyna ró»nica polega na tym, »e z chwil¡, gdy poka»emy, »e dla ka»dej liczby� istnieje co najwy»ej jeden ci¡g indukcyjny dªugo±ci �, do uzasadnienia istnieniaindeksowanej rodziny ci¡gów indukcyjnych hf� : � 2 Zi, o zbiorze indeksówZ = f� � 
 : istnieje ci¡g indukcyjny dªugo±ci �g;Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 13



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.musimy wykorzysta¢ aksjomat zast¦powania. W dowodzie twierdzenia D.3 wy-starczyª w tym miejscu aksjomat wyró»niania, gdy» znaj¡c zbiór A, do któregonale»¡ wyrazy de�niowanego ci¡gu, potra�my te» wskaza¢ zbiór, do którego na-le»¡ wszystkie funkcje f� dla � 2 Z { zbiorem tym jest [�<
AO(�). �Podamy jeszcze jedno zastosowanie powy»szego twierdzenia. Domkni¦ciemprzechodnim zbioru X nazywamy najmniejszy (w sensie inkluzji) zbiór prze-chodni, w którym zbiór X jest zawarty.Twierdzenie F.7. Dla ka»dego zbioru X istnieje jego domkni¦cie przechodnie.Dowód. De�niujemy ci¡g hXnin2N za pomoc¡ nast¦puj¡cych warunków in-dukcyjnych: X0 = X;Xn+1 = SXn; dla n 2 N;�ci±lej, niech �(x; y) b¦dzie formuª¡ wyra»aj¡c¡ nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:(x = ? ) y = X) ^ (x 6= ? ) y =[ x):Wówczas istnienie ci¡gu hXnin2N wynika z twierdzenia F.6 (dla formuªy �(x; y)).Niech T = Sn2N Xn. Twierdzimy, »e T jest domkni¦ciem przechodnim zbioruX. Oczywi±cie, X � T . Ponadto, zbiór T jest przechodni. Istotnie, je±li x 2 Toraz z 2 x, to x 2 Xn dla pewnego n 2 N i wówczas z 2 Xn+1, sk¡d z 2 T .Zaªó»my wi¦c, »e Z jest dowolnym zbiorem przechodnim takim, »e X � Z;poka»emy, »e T � Z. W tym celu udowodnimy przez indukcj¦, »e Xn � Z dladowolnego n 2 N.Poniewa» X0 = X, wi¦c X0 � Z. Niech n 2 N i zaªó»my, »e Xn � Z; chcemypokaza¢, »e Xn+1 � Z. We¹my x 2 Xn+1. Skoro Xn+1 = SXn, to x 2 z dlapewnego z 2 Xn. Ale Xn � Z, wi¦c z 2 Z i z przechodnio±ci zbioru Z wynika, »ex 2 Z.Pokazali±my, »e zbiór T jest najmniejszym zbiorem przechodnim, zawieraj¡-cym zbiór X. �Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 14



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Aksjomaty 1{ 9 u»ywane byªy w toku wykªadów wielokrotnie i wspóªczesnamatematyka nie mo»e si¦ bez nich oby¢ (dotyczy to zwªaszcza aksjomatów 1 { 8).Na koniec sformuªujemy aksjomat, który poza teori¡ mnogo±ci nie ma istotnegoznaczenia.10. Aksjomat regularno±ci (ufundowania).Aksjomat ten wyklucza pewne obiekty z opisywanego przez aksjomaty uni-wersum zbiorów, narzucaj¡c na zbiory nast¦puj¡cy warunek:Ka»dy niepusty zbiór X ma element rozª¡czny z X.Z tego aksjomatu skorzystali±my w wykªadzie 1., przyjmuj¡c, »e nie istnieje»aden zbiór A taki, »e A 2 A. Istotnie, w przeciwnym razie w zbiorze X = fAgnie byªoby elementu rozª¡cznego z X; jedynym elementem zbioru X jest zbiór A,ale A 2 A \X. Podobnie, nie istniej¡ takie zbiory A;B, »e A 2 B 2 A, ani zbioryA;B;C, dla których A 2 B 2 C 2 A itd.Twierdzenie F.8. Nie istnieje ci¡g zbiorów hxnin2N taki, »e8n 2 N (xn+1 2 xn):Dowód. Przypu±¢my, »e hxnin2N jest ci¡giem o powy»szej wªasno±ci i niechX = fxn : n 2 Ng. Wówczas dla ka»dego n 2 N mamyxn+1 2 X \ xn;wi¦c zbiór X nie jest rozª¡czny z »adnym swoim elementem. Jest to sprzecznez aksjomatem ufundowania. �Nazwa ÿaksjomat ufundowania" ma nast¦pujace uzasadnienie. Relacj¦ r nazy-wamy relacj¡ ufundowan¡ w zbiorze X, je±li w ka»dym niepustym podzbiorzeY � X istnieje taki element y 2 Y , z którym »aden element x 2 Y nie jest w relacjir. Innymi sªowy, mamy :(x r y) dla ka»dego x 2 Y .Zauwa»my na przykªad, »e relacja liniowego porz¡dku � zbioru X dobrze po-rz¡dkuje ten zbiór wtedy i tylko wtedy, gdy relacja < jest ufundowana w zbiorzeX.Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 15



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Aksjomat ufundowania jest równowa»ny stwierdzeniu, »e ÿrelacja nale»enia"jest ufundowana w ka»dym zbiorze, ±ci±lej: dla ka»dego zbioru X, relacja2 jX = fhx; yi 2 X �X : x 2 ygjest ufundowana w X.Rola aksjomatu regularno±ci w teorii mnogo±ci polega równie» na tym, »e po-zwala on na lepsze sprecyzowanie, jaka jest struktura uniwersum zbiorów, któreaksjomaty staraj¡ si¦ opisa¢. Mianowicie, posªuguj¡c si¦ twierdzeniem F.6, mo»naka»dej liczbie porz¡dkowej � przyporz¡dkowa¢ zbiór R� w taki sposób, by speª-nione byªy nast¦puj¡ce warunki indukcyjne:R0 = ?;R�+1 = P(R�);R� = SfR� : � < �g; o ile liczba � jest graniczna:Powiemy, »e zbiór X ma wªasno±¢ R, je±li istnieje liczba porz¡dkowa � taka, »eX 2 R�. Naszym celem jest udowodnienie, »e ka»dy zbiór ma wªasno±¢ R.Lemat F.9. Ka»dy zbiór R� jest przechodni.Dowód. Przypu±¢my, »e jest przeciwnie i niech � b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡porz¡dkow¡, dla której zbiór R� nie jest przechodni.Rozwa»my dwa przypadki.Przypadek 1. Liczba � jest nast¦pnikiem porz¡dkowym.Wówczas � = 
 + 1 dla pewnej liczby 
 oraz R� = P(R
). Niech x 2 R�i z 2 x. Wtedy x � R
 , wi¦c z 2 R
 . Ale 
 < �, wi¦c zbiór R
 jest przechodni,a st¡d z � R
 , czyli z 2 R�.Okazaªo si¦, »e zbiór R� jest przechodni, co przeczy wyborowi �.Przypadek 2. Liczba � jest graniczna.Wtedy R� = [
<�R
:Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 16



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Niech x 2 R� i z 2 x. Wtedy x 2 R
 dla pewnej liczby 
 < �. Ale 
 < �, wi¦czbiór R
 jest przechodni. St¡d wynika, »e z 2 R
 , a wi¦c tym bardziej z 2 R�.Okazaªo si¦, »e zbiór R� jest przechodni, co ponownie przeczy wyborowi �.�Uwaga. Rozumuj¡c tak jak w dowodzie lematu F.9 mo»na wykaza¢ ogólnie, »eje±li zbiór X jest przechodni, to zbiór P(X) te» jest przechodni. Podobnie, mo»napokaza¢, »e je±li zbiory Ai s¡ przechodnie dla i 2 I, to zbiór Si2IAi te» jest prze-chodni.Lemat F.10. Dla dowolnych liczb porz¡dkowych �; �� � � ) R� � R�:Dowód. Przypu±¢my, »e jest przeciwnie i niech � b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡porz¡dkow¡, dla której istnieje liczba � < � speªniaj¡ca warunek R� 6� R�;ustalmy tak¡ liczb¦ �.Znów rozwa»my dwa przypadki.Przypadek 1. Liczba � jest nast¦pnikiem porz¡dkowym.Wówczas � � 
 < 
 + 1 = � dla pewnej liczby 
. Poniewa» 
 < � i � � 
, toR� � R
 . Je±li wi¦c x 2 R�, to x 2 R
 . Z lematu F.9 wynika zatem, »e x � R
 ,czyli x 2 R
+1 = R�. To dowodzi, »e R� � R�, wbrew wyborowi �.Przypadek 2. Liczba � jest graniczna.Wtedy R� = [
<�R
;wi¦c w szczególno±ci R� � R�, co znowu przeczy wyborowi �.W obu przypadkach otrzymali±my sprzeczno±¢. �Lemat F.11. Je±li ka»dy element zbioru X ma wªasno±¢ R, to X ma wªasno±¢ R.Dowód. Niech f b¦dzie funkcj¡ dan¡ wzoremf(z) = minf� : z 2 R�g dla z 2 X:Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 17



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.Istnienie takiej funkcji f wynika z aksjomatu zast¦powania.Niech teraz � = supRf . Wówczas z lematu F.10 wynika, »ez 2 R� dla ka»dego z 2 X;czyli X � R�, a st¡d X 2 R�+1. To dowodzi, »e zbiór X ma wªasno±¢ R. �Mo»emy teraz udowodni¢ zapowiedziane (przed lematem F.9) twierdzenie.Twierdzenie F.12. Ka»dy zbiór ma wªasno±¢ R.Dowód. Przypu±¢my, »e wbrew tezie twierdzenia, istnieje zbiór Y , który niema wªasno±ciR. Niech T b¦dzie domkni¦ciem przechodnim zbioru Y ; jego istnieniegwarantuje twierdzenie F.7. Zauwa»my, »e zbiór T równie» nie ma wªasno±ci R.Istotnie, w przeciwnym razie T 2 R� dla pewnej liczby porz¡dkowej � i wówczasT � R� na mocy lematu F.9, a st¡d Y � R�, czyli Y 2 R�+1, co przeczy wyborowizbioru Y .Okre±lmy zbiór X wzoremX = fx 2 T : x nie ma wªasno±ci Rg:Z lematu F.11 wynika, »e X 6= ?, wi¦c korzystaj¡c z aksjomatu regularno-±ci wybierzmy taki zbiór Z 2 X, »e Z \ X = ?. Zauwa»my, »e Z 2 T , wi¦cprzechodnio±¢ zbioru T zapewnia, »e Z � T .We¹my dowolny element x 2 Z. Wówczas x 62 X, ale jednocze±nie x 2 T ,wi¦c x ma wªasno±¢ R. Z lematu F.11 wynika zatem, »e równie» Z ma wªasno±¢R i otrzymujemy sprzeczno±¢. �Konsekwencj¡ aksjomatu regularno±ci jest wi¦c to, »e teoria mnogo±ci ZFCformalnie ogranicza si¦ do badania zbiorów maj¡cych wªasno±¢R. Hierarchia zbio-rów postaci R� nadaje uniwersum zªo»onemu z takich zbiorów struktur¦, któr¡wyobra»a poni»szy rysunek. Rysunek F.1.Mo»e si¦ wydawa¢ zaskakuj¡ce, »e redukujemy nasze rozwa»ania wyª¡czniedo zbiorów otrzymanych ze zbioru pustego w wyniku ÿpozasko«czonej iteracji"operacji tworzenia zbioru pot¦gowego. Podkre±lmy wi¦c raz jeszcze, »e z jednejDodatek F, wersja 27.10.2004 F { 18



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.strony ograniczenie to ma znaczenie dla samej teorii mnogo±ci, z drugiej jednak{ nie wpªywa istotnie na ksztaªt pozostaªej matematyki. Po pierwsze bowiem, jakju» niejednokrotnie zaznaczali±my, sam sposób zde�niowania takich poj¦¢, jak naprzykªad liczby naturalne czy rzeczywiste, nie ma wielkiego znaczenia dla zajmo-wania si¦ sam¡ matematyk¡. Po drugie, je±li zbiór liczb naturalnychN zde�niujemyjako najmniejszy zbiór induktywny (zob. aksjomat niesko«czono±ci), a nast¦pnieza pomoc¡ tego zbioru skonstruujemy pozostaªe zbiory liczbowe:Z, Q oraz R (zob.wykªad 11), to mo»na ªatwo pokaza¢, nie odwoªuj¡c si¦ do aksjomatu regularno-±ci, »e wszystkie te zbiory maj¡ wªasno±¢ R. Równie» i inne podstawowe obiektymatematyczne mo»na bez ograniczenia ogólno±ci de�niowa¢ jako pewne zbioryo wªasno±ci R.Wspomnijmy w tym miejscu, »e przyj¦te przez teori¦ ZFC rozstrzygni¦cieco do tego, jakie obiekty tworz¡ badane uniwersum, nie jest jedynym mo»liwym.Znane s¡ inne uj¦cia teorii mnogo±ci, które dopuszczaj¡ istnienie obiektów, którenie s¡ zbiorami. W szczególno±ci obiektami tymi mog¡ by¢ atomy oraz klasy.Atomy nie maj¡ w ogóle elementów, cho¢ s¡ ró»ne od zbioru pustego. W teoriimnogo±ci z atomami przyjmuje si¦ cz¦sto odpowiednik aksjomatu regularno±ci mó-wi¡cy, »e wszystkie zbiory mo»na otrzyma¢ ze zbioru pustego i atomów w wynikuÿpozasko«czonej iteracji" operacji tworzenia zbioru pot¦gowego.Klasy maj¡ elementy i przyjmuje si¦, »e ka»dy zbiór jest klas¡. W teorii mno-go±ci z klasami dopuszcza si¦ jednak istnienie klas, które s¡ w pewnym sensie ÿzadu»e" na to, by by¢ zbiorami. Ich przykªadami s¡: klasa wszystkich zbiorów, klasawszystkich liczb porz¡dkowych i klasa wszystkich liczb kardynalnych.Przedstawmy na koniec list¦ wszystkich aksjomatów ZFC, zapisanych za po-moc¡ odpowiednich formuª. Dwukrotnie u»yjemy skrótu postaci 9!yW (y) na ozna-czenie formuªy wyra»aj¡cej wªasno±¢ ÿistnieje dokªadnie jeden taki y, »e zachodziW (y)". Formuªa taka ma posta¢:9y W (y) ^ 8x8z �(W (x) ^W (z)) ) x = z�:(1) Aksjomat ekstensjonalno±ci.8A 8B �8x (x 2 A , x 2 B)) A = B�:Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 19



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.(2) Aksjomat zbioru pustego.9X 8y :(y 2 X):(3) Aksjomaty wyró»niania.8p1 : : :8pn 8B 9A 8x �x 2 A , (x 2 B ^W (x;B; p1; : : : ; pn))�:(4) Aksjomat pary.8A 8B 9C 8x �x 2 C , (x = A _ x = B)�:(5) Aksjomat sumy.8A 9U 8x �x 2 U , 9A (x 2 A ^ A 2 A)�:(6) Aksjomat zbioru pot¦gowego.8X 9P 8Z �Z 2 P , 8x (x 2 Z ) x 2 X)�:(7) Aksjomat niesko«czono±ci.9X  9Y �Y 2 X ^ 8y :(y 2 Y )�^ 8y �y 2 X ) 9z �z 2 X ^ 8x (x 2 z , (x 2 y _ x = y))��!:(8) Aksjomat wyboru.8A  �8A (A 2 A ) A 6= ?)^ 8A 8B ((A 2 A ^B 2 A ^A 6= B) ) :(9x (x 2 A ^ x 2 B))�) 9S 8A �A 2 A ) 9!y (y 2 S ^ y 2 A)�!:Dodatek F, wersja 27.10.2004 F { 20



W. Guzicki, P. Zakrzewski, Wykªady ze wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci.(9) Aksjomaty zast¦powania.8p1 : : :8pn 8x 9!y �(x; y;X; p1 ; : : : ; pn)) 8X 9Y 8y�y 2 Y , 9x (x 2 X ^ �(x; y;X; p1; : : : ; pn))�!:(10) Aksjomat regularno±ci (ufundowania).8X  X 6= ? ) 9y �y 2 X ^ :(9z (z 2 X ^ z 2 y))�!:
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