Egzamin z logiki matematycznej
3 lutego 2021

Zadanie 1. Udowodnij sekwent
Va(R(z) = yS(y)) A FzR(x)] — TyS(y)

w rachunku sekwentow. Symbole R, S sa tu jednoargumentowymi symbolami
relacyjnymi.

Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy:

(a) istnieje zdanie jezyka z jedna dwuargumentowa relacja < prawdziwe w
pewnym nieskonczonym czesciowym porzadku, ale falszywe w kazdym
skoniczonym czesciowym porzadku,

(b) istnieje zdanie jezyka z jedna dwuargumentows relacja = prawdziwe w
pewnej nieskonczonej relacji rownowaznosci, ale fatszywe w kazdej skon-
czonej relacji rownowaznosci.

Zadanie 3. Niech A = (A,=") bedzie przeliczalng relacja réwnowaznosci
majaca doktadnie dwie klasy abstrakcji. Udowodnij rownowazno$¢ nastepu-
jacych warunkow:

(a) istnieje zbior S C A definiowalny (potencjalnie z parametrami) w A i
taki, ze zaréwno S, jak i A\ S sa nieskonczone,
(b) obie klasy abstrakcji =* sa nieskornczone.

Zadanie 4. Niech A = (N, <, SY), gdzie <" to zwykty porzadek na N, a SN
to zbior kwadratéw liczb naturalnych. Niech B oznacza pewng ultrapotege
postaci AN /U, gdzie U jest ultrafiltrem niegléwnym na N.

(a) Udowodnij, Ze istnieja elementy by, by € S, dla ktérych zbiér {x € B :
by <® x <P by} jest nieskoriczony i roztaczny z S®.

(b) Y Udowodnij, ze dla dowolnych elementéw by, by € B jak powyzej, pod-
struktury By, By struktury B o uniwersach odpowiednio By = {z € B :
by <Pa}iBy={r€ B:b <Pz} saelementarnie réwnowazne.

Zadanie 5. Niech T bedzie teorig w skoniczonej sygnaturze zawierajacej mie-
dzy innymi symbol relacyjny jednoargumentowy U. Zal6ézmy, ze dla kazdego
n € N istnieje model A = T taki, ze |A| > n,|U%| = |n/3]. Udowodnij, ze
istnieje struktura B = T taka, ze |U®| = |B\ U®| = |P(R)].

Zadanie 6. Niech T" bedzie teorig w sygnaturze z dwuargumentowym sym-
bolem relacyjnym =< i przeliczalnie wieloma stalymi ¢y, c1, co, ... majaca na-
stepujace aksjomaty:

— < jest gestym liniowym porzadkiem bez koncow,

— ¢y =X Cng1 A Cp # ey (dla kazdego n € N).

Rozstrzygnij:

(a) ile jest przeliczalnych modeli T', z doktadnoscia do izomorfizmu,
(b) czy teoria T jest zupelna.



Rachunek sekwentow

Sekwenty sa postaci ' — A, gdzie I', A to skoniczone ciagi formut. Intuicyj-
ny sens sekwentu I' — A to “koniunkcja wszystkich formut z I pocigga za
sobg alternatywe wszystkich formul z A.
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