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Zadanie 1. Niech S bedzie zbiorem wszystkich spelnialnych formul logiki
zdan zbudowanych za pomoca zmiennych zdaniowych z n-elementowego zbioru
{p1,...,pn}. Formule o € S nazwiemy atomem, jesli dla kazdej formuly v € S
z tego, ze v |E «, wynika, ze v = a.

a) Udowodnij, ze dla kazdej formuly 5 € S istnieje atom « taki, ze a |= 3.

b) Niech a € S bedzie atomem i niech v bedzie formula w postaci DNF (alter-
natywa koniunkcji literaléw, tzn. zmiennych zdaniowych i ich negacji) taka,
ze o = . Udowodnij, ze kazda spelnialna koniunkcja literaléw w ~ sklada
sie z n literaléw (nie uwzgledniamy powtoérzen).

Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy nastepujace zdanie jest tautologia logiki pierw-
szego rzedu:
VaedyVz(R(z,y) = R(z, 2)).

Zadanie 3. Udowodnij, ze klasa struktur przeliczalnych ustalonej skonczonej
sygnatury:

a) nie jest zamknigta ze wzgledu na elementarng réwnowaznosé,
b) nie jest zamknieta ze wzgledu na ultraprodukty.

Zadanie 4. Niech T bedzie teorig (tj. zbiorem zdan) w skonczonej sygnaturze.
Zalézmy, ze T ma model, ktory jest izomorficzny ze swoja wlasciwa podstruk-
tura. Udowodnij, ze T" ma model przeliczalny, ktory jest izomorficzny ze swoja
wlasciwa podstruktura.

Zadanie 5. Niech Ty oznacza teorie relacji réwnowaznosci (sformulowana w
sygnaturze z jednym dwuargumentowym symbolem relacyjnym ~). Niech Tj
rozszerza Ty o zbior aksjomatow

Vy3zy ... Jx,| /\ Yy~ x; A /\ z; #xj]:neN

1<ign 1<i<j<n

(T jest zatem teoria relacji réwnowaznosci, w ktérych kazda klasa abstrakeji
jest nieskonczona.)

a) Udowodnij, ze dla kazdych dwu struktur A = (A,~*) i B = (B, ~B) spelnia-
jacych T7, jesli Duplikator ma strategie zwycieskie w grach Ehrenfeuchta-Fraisségo
G, (A,B) dla wszystkich n € N, to Duplikator ma tez strategie zwycieska w
grze Goo (A, B).

b) Udowodnij, ze istnieja dwie struktury A = (A,~*) i B = (B, ~B) spelnia-
jace Ty 1 takie, ze Duplikator ma strategie zwycieskie w grach G,,(A,B) dla
wszystkich n € N, ale Spoiler ma strategie zwycieska w grze G (A, B).

Zadanie 6. Zdefiniujmy logike FO(3*°) poprzez dodanie do logiki pierwszego

rzedu kwantyfikatora 3°°, “istnieje nieskonczenie wiele”. Do definicji spetniania
dodajemy warunek indukcyjny

AEI®x¢v] wtw istnieje nieskoficzenie wiele a € A t. ze A |= v [v[a/x]].

Rozstrzygnij, czy:

a) logika FO(3°°) ma wlasno$é¢ zwartosci: dla kazdego zbioru zdan T, jesli kazdy
skonczony fragment 7' ma model, to 7" ma model,

b) (7 logika FO(3°°) ma wlasno$é Lowenheima-Skolema: dla kazdego zdania
1), jesli ¢ ma model nieskonczony, to 1 ma tez model przeliczalny.



