ZBIORY BORELOWSKIE I ANALITYCZNE ORAZ ICH
ZASTOSOWANIA.

PIOTR ZAKRZEWSKI

1. WYKLADY 1/2

Definicja 1.1. Przestrzen polska to przestrzen topologiczna osrodko-
wa, metryzowalna w sposob zupelny.

Przyktad 1.2.

e przeliczalne przestrzenie z topologiq dyskretng np.: 2 = {0, 1},
N=1{0,1,2,...},

o [ =[0,1], R, I, R", kostka Hilberta I",

e osrodkowe przestrzenie Banacha, w szczegolnosci przestrzen C'(X)
funkcji rzeczywistych ciggltych na zwartej metrycznej przestrzeni
X, z topologiq zbieznosci jednostajney,

e hiperprzestrzen K(X) podzbioréw zwartych przestrzeni polskiej
X, z topologiq Vietorisa,

o 2biér Cantora 2V, przestrzen Baire’a NV,

Twierdzenie 1.3.

e Przeliczalny produkt przestrzeni polskich jest przestrzeniq pol-
skq.

o (Alexandrow) Podprzestrzen przestrzeni polskiej X jest prze-
strzeniq polskq wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest podzbiorem typu
G5 wX.

Definicja 1.4.

e Przestrzen topologiczna jest doskonata, jesli nie ma punktéw
izolowanych.

e Podzbior przestrzeni topologicznej nazywamy podzbiorem do-
skonatym, jesli jest domkniety oraz nie ma punktow izolowa-
nych.

o A<N — zbiér wszystkich skoniczonych ciggdw o wyrazach ze zbio-
ru A.
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Twierdzenie 1.5.

e Kazda (niepusta) doskonala przestrzen polska zawiera home-
omorficzng kopie zbioru Cantora.

e Kazda (niepusta) przestrzen polska jest cigglym i otwartym ob-
razem przestrzeni Baire’a.

Dowéd. Zeby znalezé zanurzenie homeomorficzne 2Y w dana doskona-
la przestrzen polska X # (), indukcyjnie konstruujemy odpowiedni
schemat Cantora na zbiorze X, tzn. rodzine indeksowana (A : s €
{0,1}<N) jego podzbioréw, speliajaca warunki:

[ As"O N As’\l = (Z) dla S € {0, ]_}<N7

o A,; C A dlase{0,1}<N ie{0,1}.
Robimy to w taki sposéb, by funkcja f, ktéra kazdemu z € 2" przypo-
rzadkowuje jedyny element zbioru (N, Ay, byla poprawnie okreslona,
ciagta i roznowartosciowa.

Zeby znalez¢ ciggly suriekcje NN na dana przestrzeni polska X # 0,
indukcyjnie konstruujemy odpowiedni schemat Suslina na zbiorze X,
tzn. rodzine indeksowana (A, : s € N<V) jego podzbioréw. Robimy to
w taki sposéb, by funkcja f, ktéra kazdemu x € NV przyporzadkowuje
jedyny element zbioru (1, A;, byla poprawnie okreslona, ciggta i na

X. 4

Twierdzenie 1.6 (Rozklad Cantora-Bendixsona). Kazda nieprzeli-
czalna przestrzen topologiczna X ciezaru przeliczalnego rozktada sie na
sume rozlgczng podzbioru doskonalego P i (co najwyzej) przeliczalnego

C.

Dowdéd. Niech (U, : n € N) bedzie przeliczalng baza topologii prze-
strzeni X. Wystarczy zdefiniowac:

C={U,: U] <w}, P=X\C.

O

Twierdzenie 1.7. Kazda nieprzeliczalna przestrzen polska doskonata
zawiera homeomorficzng kopie zbioru Cantora. Ma zatem moc c.

Twierdzenie 1.8. Kazda przestrzen polska zanurza sie homeomorficz-
nie w kostce Hilberta (jako jej podzbior typu Gs).

Twierdzenie 1.9. Istnieje przestrzen polska, w ktorej kazda przestrzen
polska zanurza sie izometrycznie (jako jej podzbior domkniety).

e B(X) — rodzina zbioréw borelowskich przestrzeni X.
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Definicja 1.10. Niech X, Y beda przestrzeniami topologicznymi. Funk-
cja f : X =Y jest borelowskim izomorfizmem tych przestrzeni, jesli
jest bijekcja z X na Y oraz

AeB(X) < fl[A e B(Y)
dla kazdego zbioru A C X.

Przyklad 1.11. Kanoniczne przeksztatcenie g : 28 — I dane wzorem:
Tn

gl(@) = X 5

n

wyznacza (w wyniku modyfikacji na zbiorach przeliczalnych) borelowski
izomorfizm zbioru Cantora i odcinka [0, 1].

Twierdzenie 1.12 (Twierdzenie Cantora-Bernsteina). Jesli f : X =Y
jest borelowskim izomorfizmem pomiedzy X i f[X] oraz f[X] € B(Y)
a g: Y —X jest borelowskim izomorfizmem pomiedzy Y i g[Y] oraz
glY] € B(X), to przestrzenie X i'Y sq borelowsko izomorficzne.

Twierdzenie 1.13 (O borelowskim izomorfizmie przestrzeni polskich).
Dowolne dwie nieprzeliczalne przestrzenie polskie sqg borelowsko 1zomor-
ficzne.

Dowéd. Niech X bedzie nieprzeliczalng przestrzenia polska. Wtedy: 28
zanurza sie w X, X zanurza sic w kostce I, ktéra na mocy przyktadu
jest borelowsko izomorficzna z 2V. 0

Definicja 1.14 (Hierarchia borelowska). Przez indukcje definiujemy
dla o < wy:

e 3XY(X) — rodzina podzbioréw otwartych przestrzeni X.

e IT°(X) — rodzina dopeien zbioréw z 2 (X); a > 1.

e 30 (X) — rodzina przeliczalnych sum zbioréw z Uz, II3(X);
a > 1.

Twierdzenie 1.15.

B(X)= | Zo(X) = U I(X).
a<wi a<wi
Twierdzenie 1.16. Kazdy niepusty podzbior borelowski przestrzeni
polskiej X jest cigglym obrazem przestrzeni NV,

Dowaod. Najpierw pokazujemy, ze rodzina zbioréw o dowodzonej wia-
snosci zawiera zbiory otwarte i domkniete oraz jest zamknieta na przeli-
czalne sumy i przeciecia. Nastepnie przez indukcje po a < w; dowodzi-

my, ze wtasnos¢ te ma kazdy zbiér, nalezacy do klasy Eg(X)Uﬂg(X).D
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Twierdzenie 1.17. Jesli X i Y sq przestrzeniami polskimi oraz f :
X =Y — funkcjg cigglq o nieprzeliczalnym zbiorze wartosci, to istnieje
kopia zbioru Cantora C C X taka, Ze obciecie f|C jest funkcjq rézno-
wartosciowq.

Twierdzenie 1.18 (Alexandrow, Hausdorff). Kazdy nieprzeliczalny
podzbior borelowski przestrzeni polskiej zawiera homeomorficzng kopie
zbioru Cantora. W szczegolnosci, ma moc ¢ oraz jest borelowsko izo-
morficzny z dowolng przestrzeniq polskq.

Twierdzenie 1.19 (Silver). Dla kazdej borelowskiej relacji réwnowaz-
nosci E o nieprzeliczalnie wielu klasach abstrakcji na przestrzeni pol-
skiej X istnieje homeomorficzna kopia zbioru Cantora zawarta w X,
ktorej punkty sq parami nierownowazne w sensie relacy E.

Twierdzenie 1.20. Dia kazdego borelowskiego podzbioru B przestrzeni
polskiej (X, 1) istnieje rozszerzenie topologit T do takiej topologii pol-
skiej 7' na X, Ze spelnione sq warunki:
o B(X,7)=DB(X,7),
e 2bior B jest otwarto-domkniety w topologii 7' i, w szczegdlnosci,
jest przestrzeniq polskqg w topologit podprzestrzeni przestrzeni
(X, 7).

2. WYKLADY 3/4

Definicja 2.1. Podzbiér przestrzeni polskiej jest zbiorem analitycz-
nym, jesli jest ciaglym obrazem przestrzeni polskie;j.

e X1(X) - rodzina podzbioréw analitycznych przestrzeni X.

Twierdzenie 2.2.

e Kazdy borelowski podzbior przestrzeni polskiej jest analityczny.

o Kazdy nieprzeliczalny zbior analityczny zawiera homeomorficz-
ng kopie zbioru Cantora; w szczegdlnosci, ma moc c.

o Kazdy niepusty zbior analityczny jest cigglym obrazem prze-
strzeni Baire’a.

Twierdzenie 2.3. Klasa zbiorow analitycznych jest zamknieta na prze-
liczalne sumy i przeciecia oraz na obrazy i przeciwobrazy wzgledem funk-
cgi borelowskich. Dokladniej:

o Jesli (A,) jest ciggiem analitycznych podzbioréw przestrzeni pol-
skiej X, to zbiory U,, A, oraz N, An s¢ analityczne.
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o Jesli f: X =Y jest funkcjg borelowskq pomiedzy przestrzenia-
mi polskimi X, Y, to zbiory f[A] oraz f~'[B] sq analityczne, o
ile zbiory A oraz B sq analityczne (w odpowiednich przestrze-
niach).

Dowdéd. Zamknieto$¢ na przeliczalne operacje pokazaliSmy wczesnie;j.
Dla dowodu drugiej z powyzszych wtasnosci wystarczy zauwazy¢, ze
zbiory f[A] oraz f~1[B] sa rzutami na odpowiednie osie pewnych bore-
lowskich podzbioréw produktu X x Y (istotne jest to, ze wykres funk-
cji borelowskiej f : X —Y jest borelowskim podzbiorem przestrzeni
X xY). 4

Twierdzenie 2.4 (Suslin). W dowolnej nieprzeliczalnej przestrzeni
polskiej X istnieje podzbior analityczny nieborelowsks.

Dowéd. Wystarczy taki zbiér znalezé w przestrzeni X = NV x NN,

Bedzie nim tzw. zbior analityczny uniwersalny, tzn. taki zbiér A €
(X)), ze BHNY) = {A, : x € NV}, gdzie A, = {y : (z,y) € A} jest
przekrojem pionowym zbioru A. 0

Twierdzenie 2.5 (Twierdzenie Luzina o oddzielaniu). Rozlgczne zbio-
ry analityczne mozna oddzieli¢c zbiorem borelowskim. Doktadniej, jesh
C 1 D sq roztgcznymi podzbiorami analitycznymi przestrzeni polskiej
X, to istnieje zbior B € B(X) taki, 2 C C B i BN D = (.

Definicja 2.6. Podzbiér przestrzeni polskiej jest zbiorem koanalitycz-
nym, jesli jest dopelnieniem podzbioru analitycznego tej przestrzeni.

e IT{(X) - rodzina podzbioréw koanalitycznych przestrzeni X.

Twierdzenie 2.7 (Suslin). Jesli X jest przestrzenig polskq
21(X) NIL(X) = B(X).

Definicja 2.8.
e Majac dang rodzine indeksowana (schemat Suslina) (Ag)sen<n
definiujemy operacje Suslina A:
A(As s e NNy = | NA.p.
zeNN n

e Majac dang rodzine I' podzbioréw zbioru X definiujemy:
Al = {A(A, : s e NTN) . {A,: s e NN} C T
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Uwaga 2.9.
A(A,: s e NN = projx [ﬂ{(a:,z) cXxNV:ze Az‘n}}

= projx [ﬂ U{As x Ny : Lh(s) = n}],

gdzie Ny = {z € NV : z|Ih(s) = s}.

Whiosek 2.10. Klasa zbiorow analitycznych jest zamknieta na opera-
cje Suslina.

Twierdzenie 2.11.

Dla dowolnego zbioru X i rodziny I' C P(X) mamy:

o ' C AT.
e Rodzina AU jest zamknieta na przeliczalne sumy i przeciecia.
e Rodzina AU jest zamknieta na operacje Suslina, tzn.

AAT = AT

Twierdzenie 2.12. Dla dowolnej przestrzeni polskiej X i zbioru A C
X nastepujgce warunki sqg rownowazne:

o AcX{(X).
o Zbior A jest rzutem domknietego podzbioru przestrzeni X x NN,
o Ac AIT)(X).
Dowdd. Jedli A € B1(X), to A = f[NV] dla pewnej funkcji cigglej
f NN — X. Wowczas:
o A :projx{{(x,z) eEX xNV: z= f(z)}}
o A= A(f[N,]:s € NN) gdzie N, = {z € NV : z|lh(s) = s}.

[
Definicja 2.13.

e Dla danego o-ciata C podzbioréw zbioru X rodzine Z C C
nazywamy o-ideatlem w C, jedli jest zamknigta na przeliczal-
ne sumy oraz podzbiory nalezace do C (tzn., jesli A € Z, to
P(A)NC CI).

e Para (C,Z), gdzie C jest o-cialem podzbioréw zbioru X a Z —
o-ideatem w C, ma wtasno$¢ mierzalnej otoczki, jesli

Dla kazdego zbioru Y C X istnieje zbiér B € C taki,
ze Y C B oraz dla kazdego C € C jesli C C B\ 'Y, to
Cel

Twierdzenie 2.14. Nastepujgce pary (C,7Z) majg wltasnosé mierzalnej
otoczki:
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e C jest dowolnym o-ciatem a o-ideal T jest ccc w C, tzn. nie
1stnieje nieprzeliczalna rodzina roztgezna zbiorow nalezgcych do
C\Z.

o C jest o-ciatem zbiorow mierzalnych wgledem danej o-skonczonej
maary borelowskiej na przestrzeni polskiej X a I jest rodzing
zbirorow muary zero wzgledem tej miary.

e C jest rodzing podzbiorow z wlasno$ciq Baire’a danej przestrzeni
topologicznej X a I jest rodzing podzbiorow I kategorii Baire’s
tej przestrzens.

Twierdzenie 2.15 (Marczewski). Jesli para (C,T), gdzie C jest o-
ciatem podzbiorow zbioru X aZ —o-ideatem w C, zamknietym na branie
dowolnych podzbiorow (tzn., jesli A € I, to P(A) C I), ma wlasnosé
mierzalnej otoczki, to o-ciato C jest zamkniete na operacje Suslina.

Twierdzenie 2.16. Kazdy analityczny podzbior przestrzeni polskiej
(X, 1) jest mierzalny wzgledem dowolnej o-skoriczonej miary borelow-
skiej na przestrzeni polskiej X oraz ma wiasnosé Baire’a wzgledem kaz-
dej topologii na X rozszerzajgcej topologie T.

3. WYKLADY 5/6

Definicja 3.1. Niech R bedzie relacja dwuargumentowa na zbiorze X.
Zbior C' C X jest zbiorem wolnym wzgledem relacji R, jesli (z,y) € R
dla kazdej pary réznych elementow z,y € C.

Przyktlad 3.2.
o (Ldzdir) Jesli R C R? jest relacjq takq, ze |R,| < Rq dla kazdego
x € R, to istnieje zbior wolny wzgledem R mocy ¢ .
o Istnieje relacja R C R? taka, Ze |R,| < ¢ dla kazdego x € R, ale
nie ma zbioru wolnego mocy ¢ wzgledem R.

Twierdzenie 3.3 (Kuratowski, Mycielski). Niech X bedzie przestrze-
niqg polskq doskonalq.

e Jedli relacja R jest I kategorii Baire’a w produkcie X2, to X za-
wiera homeomorficzng kopie C zbioru Cantora, bedgcg zbiorem
wolnym wzgledem relacyi R.

o Jesli (R;); jest ciggiem relacji takim, Ze R; C X™ jest relacjq
n;-argumentowq, I kategorii Baire’a w przestrzeni X™, to X
zawiera homeomorficzng kopie C zbioru Cantora, spetniajgcg
dla kazdego i € N warunek: (C)" N R; = 0, gdzie (C)* oznacza
podzbior zbioru C*, zlozony ze wszystkich réinowartosciowych
k-tek elementow z C'.
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Dowdd. Nalezy zdefiniowaé przez indukcje schemat Cantora, spetniaja-
cy warunki gwarantujace, ze zdefiniowany z jego pomocg zbiér Cantora,
bedzie zbiorem wolnym wzgledem relacji R. 0

o [X]" — zbiér wszystkich podzbioréw mocy k zbioru X.
o [X|<" — zbiér wszystkich podzbioréw mocy mniejszej niz  zbio-
ru X.

Definicja 3.4. Niech P bedzie podziatem zbioru [X]*. Zbiér C' C X
jest zbiorem jednorodnym dla podziatu P, jesli istnieje blok P € P
taki, ze [C]" C P.

Przyktlad 3.5.

o (Ramsey) Jesli X jest jest zbiorem nieskoniczonym orazn € N,
to dla kazdego skornczonego podziatu zbioru [X]|™ istnieje nie-
skonczony zbior jednorodny.

o (Sierpiriski) Istnieje podzial zbioru [R]* na dwa bloki, bez nie-
przeliczalnego zbioru jednorodnego.

Twierdzenie 3.6 (Galvin). Niech X bedzie przestrzeniq polskq dosko-
natq.

Jesli P jest skoniczonym podziatem zbioru [X]* na bloki z wlasnoscig
Baire’a (W tym sensie, ze zbior P* = {(z,y) € X? : {z,y} € P}
ma wlasnosé Baire’a dla kazdego bloku P € P), to X zawiera home-
omorficzng kopie C' zbioru Cantora, bedgcg zbiorem jednorodnym dla
podziatu P.

Dowaéd. Najpierw sprowadzamy ogolng sytuacje do przypadku podzia-
tu na dwa bloki: [X]? = By U Py, dla ktérych zbiory P* sa otwarte w
X2

Nastepnie definiujemy przez indukcje schemat Cantora, spetniajacy
warunki gwarantujace, ze zdefiniowany z jego pomoca zbiér Cantora,
bedzie zbiorem jednorodnym dla podziatu P. 0

Przyklad 3.7.
Istnieje podzial zbioru [N]* na dwa bloki, bez nieskoriczonego zbioru
jednorodnego.

Definicja 3.8. Zbiér P C [N]¥ nazywamy zbiorem ramseyowskim, jesli
istnieje nieskonczony zbiér jednorodny dla podziatu [N]¥ = P U —P,
tzn. taki zbior H € [N]¥, ze [H|* C P lub [H]¥ C [N]¥ \ P.



ZBIORY BORELOWSKIE I ANALITYCZNE ORAZ ICH ZASTOSOWANIA. 9

W dalszym czesci, zbiér [N]¥ rozpatrujemy z topologia podprzestrze-
ni zbioru Cantora (dzieki utozsamieniu podzbioréw zbioru N z ich funk-
cjami charakterystycznymi).

Twierdzenie 3.9.

e (Galvin i Prikry) Dla kazdego skorniczonego podziatu przestrzeni
IN]“ na zbiory borelowskie istnieje nieskonczony zbidr jednorod-
ny.

o (Silver) Kazdy analityczny podzbior przestrzeni [N|¥ jest ram-
seyowski.

Dowéd. Twierdzenie G.-P. wynika tatwo z twierdzenia S. (przez spro-
wadzenie do przypadku podziatu na dwa bloki).

Dla dowodu twierdzenia Silvera wprowadzamy na przestrzeni [N]“
tzw. topologie Ellentucka 7z za pomoca bazy, ztozonej ze zbioréw po-
staci

(s, A|={Y € [N]*:s C AC sUA},
gdzie s € [N]<¥, A € [N]¥ oraz s < A w tym sensie, ze max(s) <
min(A) — topologia ta rozszerza wyjsciowa topologie polska na [N]“.

Nastepnie pokazujemy, ze kazdy zbior P € [N]“ o wlasnosci Baire’a w
przestrzeni ([N]“, 7z) jest ramseyowski a nawet jest catkowicie ramsey-
owski, tzn. ma nastepujaca silniejszg wtasnos$é: dla dowolnych zbiorow
s € [N]<¥ i A € [N]“ takich, ze s < A, istnieje zbiér H € [A]¥ taki, ze
(s, H| C P lub [s, H] C [N]“\ P. 0

Twierdzenie 3.10 (Rosenthal). KaZdy cigg (An)nen podzbioréw da-
nego zbioru X ma podcigg (An)nec, gdzie C € [N]|¥, ktory jest zbiez-
ny (tzn. cigg funkcji charakterystycznych jego wyrazéw jest punktowo
zbiezny) lub niezalezny (tzn. dla dowolnych rozlgcznych s,t € [C]<¥,

zbior
M AN X\ An)

nes net

jest niepusty).

4. WYKLADY 7/8

Definicja 4.1. Drzewem na zbiorze A nazywamy dowolny zbior T C
AN zamkniety na prefiksy. Drzewo T jest przyciete, jesli kazdy ciag
s € T jest prefiksem diuzszego ciggu t € T. Cigg nieskoniczony z € AN
jest nieskoniczong galezig drzewa T na zbiorze A, jesli wszystkie jego
skonczone prefiksy sa w T. Drzewo T jest ufundowane, jesli nie ma
nieskonczonych gatezi; w przeciwnym razie jest nieufundowane.
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e [T| — zbiér wszystkich nieskonczonych gatezi drzewa [T].

Stwierdzenie 4.2. Przyciete drzewa na A s¢ w odpowiedniosci wza-
jemnie jednoznacznej z domknietymi podzbiorami przestrzeni AN (gdzie
A jest przestrzeniq z topologiq dyskretng). Dokladniej, odpowiedniosé te
zadaje odwzorowanie T +— [T1.

Definicja 4.3. Niech T bedzie drzewem na zbiorze B x C.

o Jedli x € BY, to drzewo na C zdefiniowane tak:
T(z) = {s € CN: (z|lh(s),s) € T}

nazywamy przekrojem drzewa 1" wyznaczonym przez x.
e Rzutem drzewa T (na o$ BY) nazywamy zbi6r

plT] = {z € B : [T(x)] # 0}.

Uwaga 4.4. Z doktadno$cia do kanonicznego utozsamienia przestrzeni
(BxC)Ni BN x CN kazdy domkniety podzbiér F' przestrzeni BY x CN
jest postaci [T] dla pewnego (przycietego) drzewa T na zbiorze B x C'
i wowezas p[T)] jest rzutem zbioru F na o$ BY.

Twierdzenie 4.5. Dla danego zbioru A C NN nastepujgce warunki sq
rownowazne:

o Zbior A jest analitycznym podzbiorem przestrzeni NN,
o Zbior A jest rzutem pewnego (przycietego) drzewa na N x N.

W dalszej czesci, jesli A jest zbiorem przeliczalnym, to zbior P(A<Y)
rozpatrujemy z topologia zbioru Cantora (dzieki utozsamieniu przeli-
czalnego zbioru A<N z N, a nastepnie podzbioréw zbioru A<N z ich
funkcjami charakterystycznymi).

o T'r — przestrzen wszystkich drzew na N.
o WF — zbiér wszystkich ufundowanych drzew na N.
e [F — zbiér wszystkich nieufundowanych drzew na N.

Stwierdzenie 4.6.

o Zbiér Tr jest domknietym podzbiorem przestrzeni P(N<N); jest
wiec przestrzeniq polskq.
e Zbior I'F jest analitycznym podzbiorem przestrzeni T'r.

Definicja 4.7. Niech f : X — Y bedzie funkcja ze zbioru X w zbiér Y
i niech A C X oraz B CY. Jedli A= f~![B], to méwimy, ze funkcja f
redukuje zbiér A do zbioru B (jest redukcja A do B).

Twierdzenie 4.8.
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o Jesli A jest analitycznym podzbiorem przestrzeni NN oraz T jest
przycietym drzewem na N x N takim, ze A = p[T], to funkcja
x v+ T(x) jest cigglq redukcjq zbioru A do zbioru IF.

o Jesli A jest analitycznym podzbiorem przestrzeni polskiej X, to
istnieje borelowska redukcja f : X — Tr zbioru A do zbioru I F.

o Zbior IF jest analitycznym nieborelowskim podzbiorem prze-
strzent T'r.

Twierdzenie 4.9.

o Jesli C jest koanalitycznym podzbiorem przestrzeni NN oraz T
jest drzewem na N x N takim, ze N¥\ C = p[T), to funkcja
x — T(x) jest cigglq redukcjq zbioru C do zbioru WF'.

o Jesli C jest koanalitycznym podzbiorem mnieprzeliczalnej prze-
strzeni polskiej X, to istnieje borelowska redukcja f : X —Tr
zbioru C' do zbioru WF.

o /bior W F jest koanalitycznym nieborelowskim podzbiorem prze-
strzent T'r.

Definicja 4.10. Porzadek Kleene’ego-Brouwera <xp to liniowy po-
rzadek na N<N_ zdefiniowany w nastepujacy sposob: jesli s, ¢t € N<N,
to

s<kpt < ((tgs) lub s<lext).

Twierdzenie 4.11. Dla danego drzewa T € T'r nastepujgce warunki
$q rownowazne:

e Porzgdek <gip jest dobrym porzgdkiem zbioru T .
e Drzewo T jest ufundowane.

e LO — przestrzen wszystkich liniowych porzadkéw zbioru N (pod-
zbiér domknigty przestrzeni P(N?) wszystkich dwuargumento-
wych relacji na N).

o WO — zbiér wszystkich dobrych porzadkéw zbioru N.

e NWO =LO\ WO.

Twierdzenie 4.12.

o [stnieje ciggla funkcja f : Tr — LO, ktora redukuje W F do WO
(oraz IF do NWO).

o Jesli C jest dowolnym koanalitycznym podzbiorem nieprzeliczal-
nej przestrzeni polskiej X, to istnieje borelowska funkcja f :
X — LO, ktora redukuje C do WO (i jednoczesnie X \ C' do
NWO).
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o Zbior WO jest koanalitycznym nieborelowskim podzbiorem prze-
strzeni LO (zbior NWO jest analitycznym nieborelowskim pod-
zbtorem tej przestrzeni.

Dowdd. 7 doktadnoscia do utozsamienia (kodowania) skonczonych cia-
gbéw o wyrazach naturalnych z liczbami naturalnymi za pomoca usta-
lonej bijekcji h : N— N<N_ funkcja f : Tr — LO przyporzadkowuje
drzewu T € Tr porzadek liniowy f(T') zbioru NN w ktérym wszyst-
kie ciggi spoza T tworzg odcinek poczatkowy, dobrze uporzadkowany
zgodnie z porzadkiem kodéw, po ktérym nastepuja elementy drzewa T
w porzadku <gp. 0

e Jesli z € WO, to |z| jest typem porzadkowym dobrego porzad-
ku x.

Uwaga 4.13. Funkcja x — |z| odwzorowuje WO na zbior wy wszyst-
kich przeliczalnych liczb porzadkowych.

Definicja 4.14. Niech C' bedzie koanalitycznym podzbiorem nieprze-
liczalnej przestrzeni polskiej X. Funkcje ¢ : C'— w; nazywamy II}-
norma (o wartosciach w w;) na C, jedli relacje <}, oraz <} na X,
zdefiniowane w nastepujacy sposob:

v <Ly & ((erAyeX\O)\/(x,yEC/\SO(x)<90(y)))7

T<,y & ((xEC’/\yEX\C’)\/(x,yEC'/\go(:U) <g0(y))),
sg koanalitycznymi podzbiorami przestrzeni X x X.

Twierdzenie 4.15.

o Funkcja ¢(x) = |z| jest II}-normg na zbiorze WO.
o Jesli C' jest dowolnym koanalitycznym podzbiorem nieprzeliczal-
nej przestrzeni polskiej C, to istnieje IIi-norma na A.

Dowéd. Najpierw definiujemy zbiér E, D C NN x LO x LO w nastepu-
jacy sposob:

(f,x,y) € E < f jest zanurzeniem porzadkowym (N, z) w (N, y),
(f.x,y) € D < (f,z,y) € E izbiér f[N] jest wspotkonicowy w (N, y).
Zauwazamy, ze E, D € B(NY x LO x LO), poniewaz

(fo,y) € Ee YnmeN((n,m) €z = (f(n), f(m)) € y),
(f,z,y) € D< fe EAVnIm(n, f(m)) €y.
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Nastepnie definiujemy relacje <7, oraz <{, na LO w nastepujacy sposob:

r<iy & (e WOAVfeN(f,y,2)¢E),
oraz

<Ly & <m<f;y V (x,yEWO/\VfGNN((f,m,y)EE:>(f,at,y)€D)

AVF € NV(f,y,2) € E= (f,y,2) € D))).

O
Twierdzenie 4.16.

o (Kuratowski; uogdlniona wilasnosé redukcyi zbioréw koanalitycz-
nych) Jesli (C,,) jest ciggiem koanalitycznych podzbioréw prze-
strzeni polskiej X, to istnieje cigg (CF) parami roztgcznych ko-
analitycznych podzbiorow przestrzeni X taki, ze C); C C,, dla
n €N oraz Upen Cn = Unen C;:-

o (Twierdzenie Nowikowa o oddzielaniu) Jesli (C,,) jest ciggiem
koanalitycznych podzbiorow przestrzeni polskiej X takim, ze U, ey Cn =
X, to istnieje cigg (By,) (parami rozlgcznych) borelowskich pod-
zbioréw przestrzeni X taki, ze B,, C C,, dlan € N orazU,eny Br =
X.

5. WYKrADY 9/10

Definicja 5.1. Uniformizacjg zbioru P C X X Y nazywamy dowol-
ny zbiér P* C P, ktory jest wykresem funkcji o dziedzinie projx[P]
(tzn., wykresem pewnej funkcji wyboru rodziny (P, : = € projx[P])
niepustych przekrojoéw pionowych zbioru P).

Twierdzenie 5.2 (Uniformizacja liczbowa zbioréw koanalitycznych).
Niech X bedzie dowolng przestrzeniq polskq. Kazdy koanalityczny pod-
zbior przestrzeni X x N ma uniformizacje koanalityczng.

Dowad. To jest przeformutowanie uogélnionej wtasnosci redukeji zbio-
row koanalitycznych. 0

e Problem: Kiedy borelowski podzbiér produktu X x Y prze-
strzeni polskich ma borelowska uniformizacje?

Twierdzenie 5.3 (Luzin, Suslin). Niech X, Y bedq przestrzeniami
polskimi, B € B(X) oraz niech f : X =Y bedzie funkcjq borelowskq.
Jesli funkcja f|B jest réznowartosciowa, to f|B] € B(Y).
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Whiosek 5.4. Jesli zbior borelowskt B C X XY ma borelowskq unifor-
mizacje, to jego rzut prostopadly na os X jest borelowskim podzbiorem
przestrzent X .

Whiosek 5.5. Istnieje zbior domkniety bez borelowskiej uniformizacyi.

Dowéd. Przyktadem jest kazdy domkniety podzbiér przestrzeni X x NV,

ktorego rzut jest analityczny, ale nie borelowski. 0

Definicja 5.6. Borelowska przestrzenia Effrosa, zwiazang z dana prze-
strzenig topologiczna X, nazywamy rodzine F'(X) wszystkich podzbio-
row domknietych przestrzeni X wraz z o-cialem podzbioréw rodziny
F(X), generowanym przez podzbiory postaci {F € F(X) : FNU # (1},
gdzie U jest otwartym podzbiorem przestrzeni X.

Twierdzenie 5.7. Jesli X jest nieprzeliczalng przestrzenig polskq, to
zwigzana z nig borelowska przestrzen Effrosa jest generowana przez
pewng topologie polskq na zbiorze F(X) (w tym sensie, Ze wyrézinio-
ne w definicji o-ciato jest o-ciatem wszystkich zbioréw borelowskich w
tej topologii).

Twierdzenie 5.8 (Kuratowski, Ryll-Nardzewski; o borelowskiej selek-
cji dla F(X)). Jesli X jest przestrzeniq polskq, to dla rodziny niepu-
stych domknietych podzbiorow przestrzeni X istnieje borelowska funkcja
wyboru, tzn. taka funkcja borelowska f : F(X)— X, ze f(F) € F dla
kazdego niepustego zbioru F' € F(X).

Whniosek 5.9. Jesli wszystkie przekroje pionowe P, zbioru P € B(X X
Y) sq¢ domkniete wY oraz odwzorowanie x — P, jest borelowskq funk-
cja z X w F(Y), to zbior P ma borelowskq uniformizacije.

Lemat 5.10 (Parametryzacja zbioru borelowskiego w produkcie za
pomoca zbioru domknietego). Niech P € B(X x Y). Wtedy istnieje
przestrzen polska Z, zbior domkniety F C X X Z oraz ciggla bijekcja
o: F % P taka, ze

Ve e X ¢[{z} x F,] = {z} x P,.

Twierdzenie 5.11 (Borelowska uniformizacja zbioréw o ,duzych” prze-
krojach). Zalézmy, Ze z kazdym x € X zwigzany jest o-ideal I, w B(Y")
w taki sposob, ze przeksztalcenie x — I, ma nastepujgcg wiasnosc:

VAeB(X xY) {reX: A, ¢1,}ecB(X).

Niech P € B(X xY). Jesli P, ¢ I, dla kazdego = € projx|P], to
zbior P ma borelowskq uniformizacje. W szczegdlnosci:
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o Jesli p jest ustalong o-skonczong miarg borelowskqg na 'Y oraz
w(Py) >0 dla kazdego x € projx|P], to zbior P ma borelowskq
uniformizacje.

o Jesli przekrdj P, jest 11 kategorii Baire’a dla kaZdego x € projx[P],
to zbior P ma borelowskq uniformizacje.

Dowaod. Najpierw sprowadzamy dowdd do sytuacji, w ktoérej dla kaz-
dego x € X przekrdj P, jest domkniety w Y oraz wszystkie jego (rela-
tywnie) otwarte niepuste podzbiory sa poza o-idealem I, . Nastepnie
pokazujemy, ze wéwczas odwzorowanie z +— P, (z X w F(Y)) jest

borelowskie. O

Twierdzenie 5.12 (Kunugui, Nowikow).

e Niech (V,,) bedzie dowolng przeliczalng bazq topologii przestrzeni
Y i niech A € B(X xY). Jezeli przekroj A, jest otwarty dla
kazdego x € X, to A = U, (B, X V,,) dla pewnego ciggu zbioréw
borelowskich (By,).

o Jesli wszystkie przekroje pionowe P, zbioru P € B(X xY) sq
domkniete w Y, to wyjsciowq topologie przestrzeni X mozna
rozszerzyc do topologii polskiej T w taki sposob, ze zbior P jest
domkniety w produkcie (X, 7) X Y.

Twierdzenie 5.13 (Jankov, von Neumann). Niech P € B(X x Y)
(wystarczy nawet: P € 31(X X Y)). Wéwczas 2biér P ma uniformiza-
cje, ktora jest mierzalna wzgledem o-ciata generowanego przez zbiory
analityczne.

Dowaod. Najpierw sprowadzamy dowdd do sytuacji, w ktorej dla kaz-
dego x € X przekroj P, jest domkniety w Y. Nastepnie pokazujemy,
ze wowczas odwzorowanie x +— P, jest mierzalne wzgledem o-ciala

generowanego przez zbiory analityczne. 0

Twierdzenie 5.14 (Borelowska uniformizacja zbioréw o zwartych prze-

krojach). Niech P € B(X xY). Jezeli przekrdj P, jest zwarty dla kaz-
dego x € X, to zbior P ma borelowskq uniformizacje.

Dowadd. Pokazujemy, ze odwzorowanie x — P, jest borelowskie. 0

Twierdzenie 5.15 (Luzin). Jesli P € B(X xY), to zbior {x € X :
|P,| = 1} jest koanalitycznym podzbiorem przestrzeni X .

Twierdzenie 5.16 (Luzin, Nowikow; o borelowskiej uniformizacji zbio-
réw o przeliczalnych przekrojach). Niech P € B(X xY'). Jezeli przekroj
P, jest (co najwyzej) przeliczalny dla kazdego x € X, to zbiér P ma
borelowskq uniformizacje.
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Dowadd. Najpierw sprowadzamy dowdd do sytuacji, w ktorej wszystkie
przekroje P, sa domkniete w X. Nastepnie pokazujemy, ze wowczas

odwzorowanie = — P, jest borelowskie. 0

Twierdzenie 5.17 (Arsenin, Kunugui). Niech P € B(X x Y). Jesli
przekroj P, jest zbiorem o-zwartym dla kazdego x € X, to zbior P ma
borelowskq uniformizacje.

Uwaga 5.18. Istnieje domkniety podzbiér P przestrzeni NV x NN,
ktorego kazdy przekroj P, x € X, jest nieprzeliczalny, bez borelowskiej
uniformizacji.
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