Analiza - klasa 3a Zestaw 12. 4.3.2026

Granica ciggu II
Stw. 1. Niech k € N, ciag (a,)n jest zbiezny i lim a, =g¢. Jezeli 2 | ki a,, > 0 dla
kazdego n, lub 21 k to ciag (&/a,), jest zbiezny i lim {a, = &/g.

n—oo

Definicja. Niech (a,)32, bedzie ciggiem i (n;)7°, bedzie rosnagcym ciagiem liczb
naturalnych. Wéwczas méwimy, ze ciag (an, )52, jesty podciggiem ciagu (an)n.

1. Suma postepu geometrycznego. Niech a € Ri0 < |q| < 1. Wykaz, ze

" a
lim g agt =
n—oo

k=0

q—1

2. Wykaz, ze ciag (an)n, jest zbiezny do g wtw. gdy kazdy jego podciag jest zbiezny
do g.

3. Ciag (an), ma dwa podciagi (ax,)n i (a,)n takie, ze dla pewnych statych c,d
ay, < c<d<a, da kazdego n. Wykaz, ze ciag (an), jest rozbiezny.

4. Wykaz, ze ciag (sinn), nie ma granicy.

-1
5. Wykaz, ze dla kazdego n € N i a > 1 prawdziwa jest nieréwno$é /a—1 < a .

Nastepnie udowodnij, ze lim {/a = 1.

n—oo

2
6. Wykaz, ze dla kazdego n € N prawdziwa jest nier6wnosé {/n < 1—1—\/» . Nastepnie
n
udowodnij, ze lim ¥/n = 1.
n—oo

7. Oblicz granice ciagdéw lub wykaz, ze ciagi sa rozbiezne:

(a) (=1~
(b) {1/10—2026 S3n 4 2n,

)

)

o 1
(@ {f2n+ =1

,"/3n _ 102026 . 2n’

(d) ¥/n+ 3", (f) ~/n,
8. (a) Zalézmy, ze a, € Ri lim || < 1. Wykaz, ze lim a, = 0.
n—oo | ay n— o0
(b) Zalézmy, ze a, > 01 lim /a, < 1. Wykaz, ze lim a, = 0.

9. Oblicz granice ciagdéw
2n (n!)?

10.

11.

Liczby calkowite a,, b, spelniaja zalezno$é a, + b,v3 = (2—1—\/§)n. Oblicz
QA

lim —.

oo by,

Niech k € N, ciag (a,)5%; ma wyrazy ze zbioru {1,2,...,k} i

b, = Q/a?—l—ag—i—...—i—ag dlan=1,2,3,....

Wykaz, ze jesli nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu (by, ), jest liczbami catkowitymi,
to wszystkie wyrazy tego ciggu sa calkowite.

ZADANIA DODATKOWE

12.

13.

14.

15.

16.

Niech 0 < |¢| < 1, s € N. Wykaz, ze ciag s, = > ,r_, k*¢" jest zbiezny. Wyznacz
jego granice dla s = 1, 2.
Niech (f,). to ciag Fibonacciego. Oblicz lim an.

n—oo n

Oblicz granice ciagdéw lub wykaz, ze ciagi sa rozbiezne:

(a) /5™ +4n + 30 + 2n (d) "R/n—2,n>2,
(b) /10" — 50 - 3" + 72026 (e) /5" —4
(¢) ¥/|sinn|+ |cosn| ) /51 —7.22n —100

\]

N

—~
=

(n)*

Wyznacz granice lim

n—oo (kn)!’
Liczby calkowite a,, b, spelniaja zalezno$é a, + b,v5 = (2 — \/g)n Oblicz
QA
lim —.
25 by,



