Analiza - klasa 3a Zestaw 10. 7.1.2026
Fukcje wymierne
. . . . _ plx) : : . . .
Definicja. Funkcje postaci F'(x) = ﬁ, gdzie p, g sa wielomianami zmiennej rzeczy-
q(x

wistej lub zespolonej, g # 0, nazywamy funkcjg wymierng. Domyslna dziedzina funkcji
f jest zbior wszystkich argumentéw x takich, ze g(x) # 0.
axr +b

o d gdzie ad # be nazywamy

Definicja. Funkcje wynmierna postaci H(z) =
homografig.

Rozwigzywanie nier6wno$ci wymiernych. Nieréwnosci postaci F'(z) > G(z) lub
F(z) > G(x), gdzie F i G sa funkcjami wymiernymi, najlepiej rozwiazywaé poprzez

sprowadzenie do nieréwnosci f(@) > 0 lub M > 0, gdzie f i g to wielomiany, i
9(x) g(x)
skorzystanie z rownowaznosci
f(x) f(x) :
——= >0 < f(r)glx) >0 lub —= >0 <= f(x)g(z) >01ig(x) #0.
o (2)g(z) o (£)g(z) > 0 g()

1. Wyznacz dziedzine i zbiér wartosci funkcji F'. Naszkicuj wykres i wyznacz funkcje

T+ 3
dwrotna, jezeli F'(z) = .
odwrotna, jezeli F(x) —
2-1 1
2. Niech F(x) = 3;?, G(z) = 2(%—’_4) Wyznacz dziedzing i zbiér wartodci
F
funkcji f(z) = Gg;
3. Rozwiaz réwnania.
1 1 z? -2 2 x?
(a)x+x+1 24z ()x+2 x+1
4. Rozwiaz nieréwnosci
2
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5. Rozwiaz nieréwnosci

() || <2 (v)
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6. Wykaz, ze zlozenie dwdch homografii tez jest homografia.

7. Niech f bedzie homografia (na R lub C). Wykaz, ze
(a) f jest funkcja réznowartosciowa,
(b) funkcja f~! (okreslona na obrazie f) tez jest homografia,

8. Niech C = C U {oo} oznacza zbiér liczb zespolonych z dolaczonym punktem w
axr+b
- cr +d’
szerzy¢ do bijekcji na C ktadac f(—d/c) = 00 i f(00) = a/c (lub f(oo) = co gdy
¢ =0). Wykaz, ze jako funkcje na C homografie przeksztalcaja proste i okregi na
proste i okregi. (W C prosta to ,okrag” przechodzacy przez oo).

nieskonczonosci. Wéwcezas kazda homografie H(x) = ad # bc, mozna roz-
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9. Rozwiaz réwnania.
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r—2 x+2 zx22-4 22 —z+1 T —1
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10. Rozwiaz nieréwnosci
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11. Wyznacz w zalezno$ci od parametru a zbiér wartosci funkcji f(z) = ———.
22 +ar+1

12. Wyznacz wszystkie funkcje f : R\{0,1} — R spelniajace dla kazdego = € R\{0,1}

réwnanie
fa@+f (15 ) ==

13. Liczby rzeczywiste a,b, c,d spelniaja warunki ac # bd i (a® — b2)(c? — d?) < 0.
Udowodnij, ze funkcja
ar +b)(cx+d
oy = (a2 4D+ )
(bx + a)(dz + ¢)

przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste.

14. Udowodnij, ze dla liczby naturalnej n > 2 i liczb rzeczywistych x1,x2,..., 2,
takich, ze 0 < z; < % dla j =1,2,...,n zachodzi nieréwnos¢
T1Tg ... Ty (I—z)(1—29)...(1 —z,)

(x1+ o+ ... + )" (L=z)+Q—22) +...+ (L —azp))"



