Analiza - klasa 3a Zestaw 9. 10.12.2025

Wielomiany V

Definicja. Méwimy, ze wielomian p € K[z] (gdzie K = Z,Q, R, C) jest rozkladalny w
K[z] (nad K), jezeli istnieja wielomiany ¢,r € K[z] dodatnich stopni takie, ze p = ¢-r.

Kryterium Eisensteina nierozkladalno$ci wielomianéw w Z[z]. Dany jest wie-
lomian f € Z[x], f(x) = ap2™ + ap_12" ' + ...+ a7 + ap i a, # 0. Zalézmy, ze
istnieje liczba pierwsza p taka, ze

D1t an, plapdlak=0,1,...,n—1, oraz p*1tao.

Woéwezas wielomian f nie jest rozkladalny w Z[z].

1. Roztéz wielomiany na czynniki o wspoétezynnikach catkowitych dodatniego stop-
nia:

(a) 2% +1, (e) z* + 32 + 422 — 62 — 12,
(b) 2% +a* —x —1, (f) o5+ a2t + 2% -1,

(c) z* +4, (g) 2% + a2t +1,

(d) 22° —52* +102° — 1022 + 5z — 2, (h) 20+ 25 +1,

2. Wartosci w(0) i w(1) wielomianu w stopnia 3 o wspélczynnikach catkowitych sa
nieparzyste. Udowodnij, ze w nie ma pierwiastkéow catkowitych.

3. Zbadaj, czy istnieje wielomian w o wspotczynnikach caltkowitych oraz liczba na-
turalna k takie, ze w(k) =k + 1, wk+1) =k +2, wk +2) = k.

4. Niech k,p € N i wielomian f(z) = 2" + a,_12" ' + ... + a1 + ap ma
wspolczynniki calkowite. Udowodnij, ze jezeli p + 1 nie dzieli zadnej z liczb
fk), flk+1),..., f(k+ p), to wielomian f nie posiada pierwiastkéw wymier-
nych.

5. Liczby caltkowite aq,aq,...,a, sa rézne. Pokaz, ze wielomian
(r—a)(zr—az2)...(x —a,)—1

nie jest rozktadalny w nad Z.

6. Udowodnij, ze wielomian 2217 — 18212 4-242° 424325 — 3023 — 6 jest nierozkladalny
w Zx].

7. Udowodnij, ze wielomian 2% + 23 + 1 nie jest rozkladalny w Z[z].

ZADANIA DODATKOWE
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Roz16z wielomiany na czynniki o wspélczynnikach catkowitych dodatniego stop-
nia:

a) x° + a3 — 2% -1, (e) a8 +22* + 222+ 1,
() (22+2+1)24+3x(2® +2+1)+222,

(d) z* — 32 + 222 + 9z — 15, (g) @ +at+a3+22+x+1)%—2°

Czy istnieje wielomian w stopnia 5 o wspdlczynnikach catkowitych taki, ze
w(b) =21iw(=5H) =37
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n'? + 64 jest iloczynem

czterech roznych liczb naturalnych.

Dane sg rézne liczby calkowite a i b. Pokaz, ze wielomian (v — a)?(z — b)? + 1
nie jest iloczynem dwoch wielomianéw o wspotczynnikach catkowitych dodatniego
stopnia.

Niech n € N, n > 21 P(z) = 2" 1 + 2”2 4+ ... + x + 1. Pokaz, Ze wielomian P
jest rozkladalny w Z[z] wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba zlozona.

Czy wielomian z19 — 9 jest rozkladalny w Z[z].

Niech a € Z i 5 { a. Udowodnij, ze wielomian P(z) = 2° —z+a jest nierozkladalny
nad Z.

Niech n € N i n > 1. Udowodnij, ze wielomian P(z) = z™ + 52"~ ! + 3 jest
nierozktadalny nad Z.



