Analiza - klasa 3a Zestaw 5. 22.10.2025

Wielomiany II

Tw. 1. (o dzieleniu wielomianéw) Dla kazdej pary wielomianéw f(z) i h(x), gdzie
degh > 0, istnieje doktadnie jedna para wielomianéw ¢(x) i r(z) taka, ze

f=h-q+r, i degr <degh.
Méwimy wowczas, ze r jest resztq z dzielenia wielomianu f przez wielomian h. Jezeli
r =0 (czyli f = h-q), to méwimy, ze h jest dzielnikiem f lub f jest podzielny przez h.

Tw. 2. (Bézouta) Reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian x — ¢ jest réw-
na f(c), czyli f(z) = (z — ¢)q(z) + f(¢) dla pewnego wielomianu ¢ takiego, ze
degqg =deg f — 1.

Whiosek. Jezeli rézne liczby ci,cs, ..., cp sa pierwiastkami wielomianu f, to f jest
podzielny przez wielomian (x — ¢1)(x — c2) ... (z — cg).

Definicja. Méwimy, ze liczba c¢ jest pierwiastkiem wielomianu f krotnoéci k, jezeli
f(z) jest podzielny przez dwumian (x — ¢)* i nie jest podzielny przez (z — c)F*1.

1. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu
(a) 2* + 22 — 6 przez 2% — 22 — 3, (b) 22° — 3% + 52® — 222 + x — 1 przez 2% + 1.

2. Dla jakich wartoéci a, b wielomian 2 + ax? + bx — 6 jest podzielny przez (a) r+1,
(b) 2% — 3w + 27

3. Wielomian f daje reszte —1 przy dzieleniu przez x — 1, reszte 2 przy dzieleniu
przez x — 2 i reszte 11 przy dzieleniu przez x — 3. Wyznacz reszte z dzielenia f
przez (x — 1)(z — 2)(x — 3).

4. Niech n € N. Udowodnij, ze wielomian nz™! — (n+1)z" + 1 jest podzielny przez
(x —1)2

5. Dla jakich n € N wielomian 22 + z + 1 dzieli wielomian (z + 1)" — 2™ — 17

6. Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. Pokaz, ze wielomian v(x) = w(z™) jest
podzielny przez wielomian 2”1 + 2" 2 4 ... + 2 + 1.
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7. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu 22022 — 20212011 4 22 — 52 + 2021 przez
2
x4 — 1.

8. Wykaz, ze liczby 11 —1 to jedyne rzeczywiste pierwiastki wielomianu
f@)=a"+2°—2® 2t 4+ 2342 —2 - 1.

9. Dla jakich a,b wielomian w(z) = * + az® + bx? — 82 + 1 jest kwadratem innego
wielomianu?

10.

11.

12.

Udowodnij, ze wielomian P(z) = 22" — 222"~1 4+ 32272 — .. —2nz + (2n + 1)
nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Niech p bedzie wielomianem stopnia n takim, ze p(k) = Tl dla £k =
0,1,2,...,n. Oblicz p(n + 1).

Wyznacz wspétezynniki a i b wielomianu w(x) = 23 + az? + bz + 1, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnoéé w(zr — 1) — w(z) = —322% + 3z — 6.



