Analiza - klasa 3a Zestaw 4. 8.10.2025

Wielomiany 1

Ponizej K oznacza zbiér Z, Q, R lub C. W kazdym twierdzeniu lub zadaniu K zawsze
oznacza ten sam zbior.

Definicja. Wielomianem stopnia k o wspOlczynnikach ag,aq,...,ar € K, gdzie
ax # 0, nazywamy funkcje w: C — C (lub w: R — R jedli K C R)

w(z) = ag + a1z + asr?® + ... + apz”.

Stopien wielomianu w oznaczamy deg w. Liczbe ay nazywamy wspdlczynnikiem wiodg-
cym wielomianu w. Jezeli ar = 1, to méwimy, ze w jest wielomianem unormowanym
lub monicznym. Stopien wielomianu zerowego wo(x) = 0 jest réwny —oo.

Kazda liczbe a € C taka, ze w(a) = 0 nazywamy pierwiastkiem lub miejscem zerowym
lub zerem wielomianu w.

Zbiér wszystkich wielomianéw o wspdlczynnikach zespolonych oznaczamy Clz]. Ana-
logicznie definiujemy zbiory R[z], Q[z] i Z[z]. Kazdy z tych zbioréw jest zamkniety ze
wzgledu na operacje dodawania, odejmowania, mnozenia i sktadania funkcji.

Lemat. Niech w(z) = ag + a1x + as2® + ... + ap_ 1271 + apah, a; € C, bedzie
wielomianem stopnia k& > 1. Wowczas istnieje liczba rzeczywista M taka, ze

jara®| > Jw(z) —apa®],  gdy 2] > M.

Tw. (Pierwsze twierdzenie o réwnosci wielomianéw). Zalézmy, ze wielomiany

fxy=ap+arz+...+apz® i g(z)=bo+brz+...+bya"

gdzie a;,b; € C i ag,b, # 0, spelniaja dla kazdego x € C réwnosé f(z) = g(x).
Woéwezas k =nia; =b; dlaj=0,1,... k.

1. Liczba zespolona xg jest pierwiastkiem wielomianu P € R[x]. Wykaz, ze liczba Tg
tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

2. Niech a,b € R. Wyznacz pierwiastki zespolone wielomianu

p(z) = 2% — 3abx + a® + 3.

3. Znajdz wielomian z Z[z], ktérego pierwiastkiem jest liczba (a) v/2+v/3, (b) i++/2.
4. Pokaz, ze wielomian w(z) = ag + a1 + ... + a,z™ jest
(i) funkcja nieparzysta wtedy tylko wtedy, ax = 0 dla parzystych k;
(ii) funkcja parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy ax = 0 dla nieparzystych k.
5. Udowodnij, ze wielomian stopnia nieparzystego o wspélczynnikach rzeczywistych
jest funkcja (okreslona na R) nieograniczong z dotu i z gory

Udowodnij, ze funkcje (a) (b) ¥/z, n € N nie sa wielomianami.

x
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Wyznacz wszystkie wielomiany p € R[z] takie, ze p(2?) = p(x)? dla kazdego
xz eR.

Niech n > 1 i n € N. Udowodnij, ze wielomian

— _ _ n
w(m):xzn—x% 1+x2n 2_1,271 3_"_“._’_582_‘%_’_Z

nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.

ZADANIA DODATKOWE
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Znajdz wielomian z Z[x], ktérego pierwiastkiem jest liczba (a) 2—+/5, (b) 1—+/3,
(c) ivV2 + /2, (d) V2 + V3 + V5.
Zalozmy, ze f i g sa wielomianami. Udowodnij, ze

(i) funkcja f + g jest wielomianem i deg(f + g) < max(deg f, degg), oraz jesli

deg f > degg, to deg(f + g) = deg f;

(ii) funkcja f - g jest wielomianem i deg(f - g) = deg f + degg;
(iii) funkcja f o g jest wielomianem i deg(f o g) = deg f - degg.
Udowodnij, ze dla kazdego wielomianu f(x) € K[z] istnieje wielomian g € K|x]
taki, ze f(z) = g(z + 1) — g(z) dla kazdego x.
Korzytajac z zadania 2. wyznacz wzory na pierwiastki wielomianu z3 + pz + ¢,
gdzie p,q € R.

Uwaga: Kazdy wielomian zmiennej y postaci y> 4+ ay? + by + ¢ mozna za pomoca
podstawienia liniowego sprowadzi¢ do wielomianu 3 + pz + q.
Udowodnij, ze wielomian w(x) = 23 — 2z nie jest réznowartosciowy na zbiorze
liczb rzeczywistych i jest réoznowartoéciowy na zbiorze liczb wymiernych.
Udowodnij, ze wielomian stopnia parzystego i dodatniego o wspdtczynnikach rze-
czywistych i dodatnim wspoétezynniku wiodacym jest funkcja ograniczong z dotu
i nieograniczona z gory.
Wielomian P stopnia n > 1 ma wspolczynniki catkowite, z,y € Z i P(x) # P(y).
Udowodnij, ze |P(z) — P(y)| > |z — y|-
Niech f € Z[z]. Udowodnij, ze dla dowolnych a, b € Z liczba f(a+vb)+ f(a—+/b)
jest calkowita.
Wyznacz wspétezynniki a i b wielomianu w(x) = 22 + ax? + bz + 1, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnoéé w(zr — 1) — w(z) = —322% + 3z — 6.



