Analiza - klasa 3a Zestaw 2. 17.9.2025

Liczby zespolone II1

Pierwiastki z liczby zespolonej. Niech a = |a| - cis¢p € C\ {0} i n € N. Wszystkie
liczby zespolone w spelniajace rownanie w”™ = a sa postaci

2k 2k
wk_w<cos(w)++isin<w>), k:(),l,...,n—l
n n

Liczby te nazywamy zespolonymi pierwiastkami stopnia n z liczby zespolonej a.

Uwaga 1. Liczby wy, sa wszystkie rézne, wiec kazda liczba zespolona a # 0 ma doktad-
nie n réznych pierwiastkéw stopnia n.

Uwaga 2. Aby uniknaé¢ niejednoznacznosci, dla ¢ € C\ R nie bedziemy stosowaé
zapisu {/a na oznaczenie ktérejkolwiek z liczb wy.

Pierwiastki z jednoSci. Dla a = 1 otrzymujemy n réznych zespolonych pierwiastkdéw
z jednoéci stopnia n:

2k 2k
sk—cos<7r)+isin<w>, k=0,1,...,n— 1.
n n

1. Wyznacz w postaci algebraicznej pierwiastki zespolone
(b) Stopnia 4 z —4,

(a) stopnia 3 z 1, (c) stopnia 3 z 2 + 2i.

2
2. Oblicz cos g oraz sin %

3. Oblicz sume i iloczyn wszystkich pierwiastkow z jednosci stopnia n.
4. Rozwiaz réwnania

(a) 81(z+i)" =|2I%,

(b) (z+2)° = (2 —2)",

(c) (z+1i)(Z—1i)%(iz—1)* =64

5. Liczba zespolona z # 0 spelnia réwnosé

(o)t

Dla danej liczby naturalnej n > 1 znajdZ warto$¢ wyrazenia

(e 3) (e 5 )
2+ ="+ —=+1].
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6. Oblicz co il + cos 37T—l—co 57T+co 77T4—co om
. icz cos — — 5 — 5 — 5 —.
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7. Niechn e N, n>21i¢gg,e1,...,e,—1 Oznaczaja wszystkie zespolone pierwiastki z
jednoéci stopnia n. Pokaz, ze dla dowolnej liczby z € C zachodzi réwnosé

9 n—1
= — Y Re(exr?) - ex.
Z= kz_o e(exz) - €k

ZADANIA DODATKOWE

8. Wyznacz w postaci algebraicznej pierwiastki zespolone
(a) stopnia 8 z - 1, (b) stopnia 4 z 2 — 2i.

9. Wykaz, ze liczba £ = (2+44)/(2—1) nie jest pierwiastkiem z jednosci jakiegokolwiek
stopnia mimo, ze [£| = 1.

(a) stopnia 6 z 1,

) 1 1 1 1
10. Niech z = €. Pokaz, ze cos(nf) = = (z” + > oraz sin(nf) = — (z” - )
2 2™ 2 zZm
11. Zalézmy, ze cos a4 cos 8 + cosy = sina + sin 8 + siny = 0. Udowodnij, ze
(a) cos(2a) + cos(23) + cos(27) = sin(2a) + sin(23) + sin(2y) = 0,
(b) 3cos(a+ B+ v) = cos(3a) + cos(308) + cos(37),
(c) 3sin(a + B+ ) = sin(3a) + sin(33) + sin(37).
12. Rozstrzygnij, dla jakich liczb catkowitych n istnieje liczba rzeczywista a taka, ze
la— (149" = a.

13. Niech z € C. Dla jakich liczb catkowitych n liczba (z + iZ)™ jest rzeczywista?

14. Dana jest liczba naturalna n > 3, € # 1 jest pierwiastkiem z jednosci stopnia n.
Udowodnij, ze

-1
15. Niech z,y,2z € C, |z] = |y| = |2| = a > 0 oraz = + y + z # 0. Udowodnij, ze

2
1—e|>——.
n

Yy + Yz + zx
r+y+z

16. Niech n € N oraz z jest liczba zespolona o module 1. Udowodnij, ze
n|l+z|+ |1+ 22 + |1+ 2% + ... |1+ 22" + |1+ 22" > 2n.

17. Niech x1, %2, ..., Zn,Y1,Y2,---,Yn € C. Stosujac zasade indukcji (lub innym spo-
sobem) udowodnij tozsamo$é Lagrange’a:

Nastepnie udowodnij nierdwnosé Cauchye’ego — Schwarza:
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