Analiza - klasa 3a Zestaw 1. 3.9.2025

Liczby zespolone 11

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej: Kazda liczbe zespolong z # 0 moz-

na zapisa¢ w postaci
z =r(cosf + isinb), gdzie r = |z] > 0,0 € R.

Liczbe 6 nazywamy argumentem liczby zespolonej z. Dla z # 0, jezeli 8 € [0,27), to
moéwimy, ze 6 jest argumentem gléwnym liczby z.

Stosowana, jest réwniez notacja cos@ + isinf = cisf = ¢*?. Pelny sens matematyczny
zapisu €' stanie sie jasny kiedy indziej.

Stw. 4. Jezeli z = r(cosf +isinf) i w = s(cos ¢ + isin @), gdzie r,s > 0, 0, ¢ € R, to
(i
(ii

(iii

= (cos(~6) + isin(~6)), jesl = # 0
cw =1rs- (cos(f + ¢) + isin(0 + ¢));
= 2(608(19 —¢) +isin(0 — ¢));

(Wzére de Moivre’a) Dla n € Z, z # 0 zachodzi

Sl ¥ wie

)
)
)
(iv)

2" =r" - (cos(nb) + isin(nd)).

1. (i) Udowodnij, ze dla kazdej liczby zespolonej a # 0 istnieja doktadnie dwie rézne
liczby zespolone v, w takie, ze u? = v? = a.

(ii) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb zespolonych a,b, ¢ takich, ze a # 0 i
b? # 4ac réwnanie kwadratowe az? + bz + ¢ = 0 ma dwa rézne rozwiazania
zespolone.

(iii) Udowodnij, ze jesli a,b,c € R, a # 0 i b*> < 4ac, to rozwigzania zespolone
21, 79 réwnania az? + bz + ¢ = 0 spelniaja zaleznoéé zo = 77.

2. Rozwiaz réwnania

(a) 22 —42—-5=0
(b) 22— (1+1i)z+6+3i=0

(c) 22 =-8

3. Rozwiaz w liczbach zespolonych uklad réwnan

zy(z +y) =30
23 +y* =35

4. Zapisz liczby zespolone w postaci trygonometrycznej: (a) i, (b) 2+2i, (c) —14++/3,

(d) (vV3+1)+ (V3 -1)i,

5. Wyznacz postaé trygonometryczna liczb: (a) sina+icosa, (b) 1+ cosa+isina,
dlaa e (0,5), (c) 1 +itga.

6. Zapisz liczby zespolone w postaci algebraicznej

(b) (1 +i4/3)1000, 1+i \ '
) <1+z‘ﬁ)

(a) (1+14)%%,

7. Wyraz cos(5x) i sin(bx) poprzez cosz i sinz.

8. Udowodnij tozsamosé Lagrange’a dla cosinuséw:

— dla x # 2km, k € Z.
251n§m

n . l
Zcoskx _ AT )Y ((n il 2)3:) — %
k=1
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9. Rozwiaz réwnania / uklady réwnan w liczbach zespolonych

(a) 22+ (2i—T)z+13—i=0 1.1 _4
(b) 22 =52 +4+10i =0 (e) vy
(c) 24 +4=0, zy” —z'y =324
(@) 2 +3 = 2xy (0 a2y 4y =12
6z2 — 11y* =10 r+ay+y=0
10. Zapisz liczby w postaci trygonometrycznej
(a) —1+1, (c) 2+ V3 +14,
3+ 21
(b) 9130 (d) 1+4v3/3.
11. Wyznacz postaé trygonometryczng liczb:
(a) 3+2i (d) cosa —isina,
—2+43i’
(b) 2+ V3 +14, © 1 +itga
(c) 1+1iv3/3. 1 itga

12. Zapisz liczby w postaci algebraicznej

i\ i)40 - i)24,
(@) (9+5z> , (b) (V3 + 3i) (c) (2—V2+i)*

7—2i (V3 )20’

13. Wyraz tg(5x) przez tgx.

14. Dana jest liczba zespolona z taka, ze z + 2z~ ' = /3. Wyznacz wartoéé¢ wyrazenia
z"4+z7"dlan eN.

15. Udowodnij tozsamosé Lagrange’a dla sinuséw:

7 dla x # 2km, k € Z.

n 1 1
cos((n+5)xr) —cossx

E sinkx = (( 2) ) 2

Pt 2sin 5T



