Analiza - klasa 1a Zestaw 15. 10.2.2026

Teoria liczb I — Podzielnosé

Niech a,b € Z. Méwimy, ze liczba a jest dzielnikiem liczby b (liczba b jest podzielna
przez a), jezeli istnieje liczba ¢ € Z taka, ze b = a - ¢. Piszemy wtedy a | b. Jezeli a nie
jest dzielnikiem b, piszemy a 1 b.

Przydatne wlasnosci podzielnosci liczb:
(i) a| 0 oraz a | a dla kazdej liczby catkowitej a.
Jezelia |bib#0, to|a| < |b].

Jezelia |bia|coraz x,y € Z, to a | bx + cy.

Jezelia |bib]a, to |a] =1b].
Jezelia |bib#0,to 2 |b.
(vii) Jezeli c € Z\ {0} to a | b wtedy i tylko wtedy, gdy ac | be.

)
)
(iv) Jezelia |bib|c toa]ec
)
)

Tw. o dzieleniu z resztg. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a,b istnieja
jednoznacznie wyznaczone liczby catkowite k i r takie, ze 0 < r < a—1oraz b = ak+r.
Liczbe r nazywamy reszta z dzielenia a przez b.

W dowodzie tw. o dzieleniu z reszta, jak i w dowodach innych twierdzen z teorii liczb,
mozna skorzystaé z nastepujacego twierdzenia:

Zasada minimum. Kazdy niepusty podzbiér zbioru liczb naturalnych zawiera ele-
ment najmniejszy.

Przypomnienie: Najwazniejsza tozsamo$¢ arytmetyki:

a" =" =(a—b)(a" P +a" b+ ... fab" 2+ "),

Znajdz wszystkie liczby n € Z takie, ze (a) n+1|n?+1, (b)n—1|n®+5.
Liczby a i b sa nieparzyste. Wykaz, ze liczba a? + b2 nie jest kwadratem.
Udowodnij, ze 13 | 270 4- 370,

L e

Udowodnij (korzystajac tylko z zawartosci tej kartki), ze jesli liczba nieparzysta
d jest dzielnikiem liczby 2¥n, gdzie k,n € N, to d jest dzielnikiem n.

5. Zmajdz wszystkie liczby n € Z takie, ze 2n + 1 | n® — 3n + 2.

6. Suma reszt z dzielenia liczb catkowitych a,b przez d wynosi d. Udowodnij, ze
(a) d|a* — b* dla dowolnej liczby naturalnej parzystej k,
(b) d | a* + b* dla dowolnej liczby naturalnej nieprarzystej k.

7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi n? | (n +1)" — 1.

8. Udowodnij, ze iloczyn n kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez n!.

9. Zalézmy, ze a,b € Z oraz a + b | a® + ab + b2. Udowodnij, ze
(a+0)? | a* + b*.
10. Niech a,b,c,d € Z i
dla+b+c  oraz d|a®+b*+ 2
Udowodnij, ze dla kazdego n € N

d]a®) 42" 4 LY,
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11. Liczba n jest nieparzysta. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 3n® 4+ 2n? +n — 1
przez 8.

12. Wyznacz wszystkie liczby n € Z takie, ze (a) n+1 | n?+1  (b) 2n+1 | 8n2+17.
13. Znajdz najwicksza liczbe catkowita n taka, ze n + 10 | n3 + 100.

14. Wykaz, ze 19 | 52925 4 22025,

15. Liczby p,q > 2 sa nieparzyste. Udowodnij, ze

p|19+294+ ...+ (p—1)%.

16. Liczba k jest parzysta. Czy istnieje k liczb naturalnych nieparzystych
ni,na,...,n, takich, ze

1 1 1
l=—+—4+...+—=7
ny U») ni
17. Niech n € Z. Jakie sa mozliwe reszty z dzielenia n? przez 3,4, 7?7

18. Liczby a, b, ¢, d sa nieparzyste. Udowodnij, ze liczba a? 4+ b2 4% +d? jest podzielna
przez 4 i nie jest podzielna przez 8.

19. Niech a,b,c,d € Zia—c|ab+ cd. Wykaz, ze a — ¢ | ad + be.

20. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba otrzymana z n poprzez usu-
niecie cyfry jednosci w zapisie dziesietnym jest dzielnikiem n.

21. Niech a,b,c € Z. Wykaz, ze 6 | a+ b+ ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy 6 | a® + b3 + ¢3.
22. Udowodnij, ze (2" —1)? | 22" ~D" — 1 dla kazdej liczby naturalnej n.



